EdexTuBin Tonosornaam mpocTpanHcTBa

Heduunrus 1. Efexmusno monoio2uyno npocmpaHcmeo e HapudaMme
Besika Hapejena jsoiika (X,U), kbaero X e MHOXKeCTBO (Hocumen Ha IIPOCT-
PaHCTBOTO), a U e TakoBa dacTHIHO nm3oOpaxkenne Ha N B MHOXKecTBOTO P(X)
Ha TIoJIMHOYKecTBaTa Ha X, ¥e rng(U) na e 6a3a na Tonojorns B X .

Hedbunurusa 2. Heka (X,d, ) e edeKTUBHO METPUYHO IPOCTPAHCTBO, a
L € obpaTnMa peKypcuBHa (PYHKIUS Ha IBa apryMenTta. Eddexmusno monoao-
2unno npocmparcmeo, acoyuupano ¢ (X, d,a) ¢ nomowma na t, e Hapudame
napesenara apoika (X,U), koaero U : {t(k,n)|(k,n) € dom(a) x N} - P(X)

n

UGnm) = {ee X | aa) < — | (1)

n+1
3a Bearo k € dom(a) u Besko n € N.2 Ille oznauaBanMe BBHIPOCHATA HapeeHA
npoiika ¢ (X, d,a)t.

Hedbunnnus 3. Heka X = (X,U) e edeKTUBHO TOIOJIOITYHO IIPOCTPAHC-
tBo 1 £ € X. Ille osmagasame ¢ U™ Y(¢) mmomectsoro {i € dom(U)|€ € U(4)}.
Ilpedcmassane wa € 6 X 11ie HapudaMe BCAKA TOTAJHA HOMEPAIMS Ha MHOXKEC-
tBOTO UY(€), Te. Besiko m306parkenue na N Bnpxy U Y(€). Ille kazsame, ue &
€ UBYUCAUM eAeMeN Ha X, KO CHINECTBYBa PEKypCUBHA (DYHKIHS, KOATO €
npejcraBsne Ha £ B X.

3abemnexkka. [Ipu npeanosioxkennsTa Ha TOpHATa AeMUHUINST MHOXKECTBO-
o UH(§) mMa ToHe emWH eleMeHT GaarojapeHne Ha OOCTOATENCTBOTO, de X
e obexuuenue Ha MHOXKecTBa OT rng(U). OTTyK Ccienpa, ye £ MMa IIOHE €JIHO
IpeJicTaBsgHe B X U 4e & € U3YUCIIUM eJIEMEHT Ha X TOYHO TOrasa, KOraro MHO-
sectBoto U H(€) e pekypcuBHO HOMEpyeMo.

Teopema 1. Heka (X, d, ) e edeKTUBHO METPUYIHO IPOCTPAHCTBO, & L €
obpaTnMa pekypcuBHaA (DYHKIMS Ha JBa apryMeHTa. lorasa:
A. 3a nma Obse equn ejleMeHT & Ha X M3YKMC/IUM €JIEMEHT Ha e(peKTHUBHOTO
TOMOJIOru9HO npocTpancTBo (X, d, a)t, HEOOXOAMMO U JIOCTATHLIHO € Ja
O'bJie PEKYPCUBHO HOMEPYEMO MHOYKECTBOTO

{(k,n)edom(a)XN d(&, a(k)) < — } ()

n+1

LVenoBuero emmo muoxkecTBO B OT moaMHOXKecTBa Ha X Ja e 6asa Ha Tomosorus B X e
PaBHOCHJIHO C H3UCKBAHETO MHOXKECTBOTO X U BCSIKO CEUYEHHE Ha ABe MHOXKecTBa oT B ma ca
[IpeICTaBIME KaTO OOeIMHEHNsI Ha MHOXKeCTBa, npuHaexaiy Ha 3. TomosorusTa ¢ 6aza B
IIPU TOBA IIOJIOXKEHUE C€ CbCTOU OT BCUYKHU OOCIUHEHUs Ha MHOXKECTBA, IPUHAIeKaIy Ha .

2Tbif KATO MHOYKECTBATA OT BHA B JASCHATA CTPaHA Ha paBeHCTBOTO (1) cheTaBasiBaT 6asa
Ha TomosioruaTa B X, MOPOZAEHa OT MeTpuKara d, Taka nedHHHPaHATa JBOIKa HAUCTHHA €
€(dEeKTUBHO TOIOJIOTUIHO IIPOCTPAHCTBO.



B. CwbmiectByBa TakbB p-pekypcusel omeparop I or F; kbM Fi, Ue Bcekn
T, Korato f e upejacrasane B (X, d, a)t Ha HAKOH ejeMent Ha X, HyHK-
muara I'(f) e npeacrasane na cbinus enement B (X, d, o).

C. Bcekn uzuncyum ejement na (X, d, ) e uzaunciaum ejnement ua (X, d, «).

Zoxazameacmeo. Heka (X, d, )t = (X,U). Ba mokazarejacTBoTo Ha TBbLP-
neauero A mexa € € X. Enna npoiika (k,n) oT ecTecTBEHN YUCJIA IPUHAJJIEIKH
Ha MHOXKeCTBOTO (2) Touno Torasa, korato t(k,n) € U (¢). Bnaun mmoxecTBO-
10 (2) e bPBOO6Pa3 Ha U 1(€) mocpencTBOM pekypcubHaTa dyHKIHUA (. AKO &
e mzuncnm eqnement Ha (X, d, a)t, To muozkecTBoTO U~ Y(€) € pexkypcuBHO HO-
MEpPyeMO U CJIeI0BATEIHO HETOBUAT I'bpBOOOPAa3 MOCPEJACTBOM ¢ I ObJe ChINo
PEKyPCHBHO HOMEPYEMO MHOXKECTBO. 38 Pa3ChKJICHUETO B 0OPATHATA IIOCOKA, 114,
MIPEIIIOJIOKAM, I MHOKECTBOTO (2) € PeKypCHBHO HOMepyeMo. T'bil KaTo BeeKn
efleMeHT Ha MHOXKecTBoTo U Y(€) e croitrocT Ha dbyHKIUATA ¢, OT OTGETA3aHA-
Ta T0-TOpe BPb3Ka MeXKIy TOBA MHOXKECTBO M MHOXKECTBOTO (2) ce BIKIA, e
U(€) e obpas Ha (2) upes GyHKIHEATA ¢ U CIIEOBATEHO € PeKYPCHBHO HOMEDY-
eMo. 3a JI0Ka3aTeICTBOTO Ha TBbPJEHUETO B j1a MpeIonoKnM Ha, I'bPBO BpeMe,
uye f e upencraane B (X, d, ) na nanen eaement § na X. Buaromapenue na
TOBA, Ye MHOYKECTBOTO Ha CTOHHOCTHUTE Ha (v € HABCAK'bJIE I'beTo B X OTHOCHO d,
3a, BCAKO €CTECTBEHO UHCJIO N CHIMECTBYBA YHUCIO k B JgeduHUIIIOHHATA 00/1aCT
Ha (v, YJIOBJICTBOPSIBAIIO HEPABEHCTBOTO

1
n+1’

d(& a(k)) < (3)
T.e. CHINECTBYBa ecrecTBeHo umcio k, 3a xoero t(k,n) € U7Y(€). Tocrennoro
06ave e eKBIUBAJIEHTHO ChC CHIIECTBYBAHETO HA €CTECTBEHO YHCIIO S, 38 KOETO €
B CHJIa, PABEHCTBOTO

v(k,n) = f(s). (4)
U raka, 3a BCAKO €CTECTBEHO YUCJO N CHUIECTBYBAT €CTeCTBEHH 4duciaa k u s,
KOUTO YJIOBJIETBOPSIBAT paBeHCTBOTO (4). fIcHO e cbIno, ue Korato 3a JajeHn
€CTECTBEHU 4MCJIa N, k U § € B Ciia paBeHCTBOTO (4), 4nciaoTo k npuHaIjIexu
Ha JeduHUIOHHaTA 00JaCT HA o U € B cuita HepaseHcTsoTo (3). Hanpasenure
JIOTYK Pa3ChKIEHUS OKA3BAT, Y€ TBbPIAeHUeTo B 1e Obie J0Ka3aH0, KO [MOCT-
pouM p-pekypeusen oneparop I' ot Fy; kbM Jp ¢bC CJIEIHOTO CBOWCTBO: BUHAIH,
korato f : N — N u 3a 7ajeH0 ecTecTBEHO YUCJIO 1 CHIIECTBYBAT €CTECTBEHU
uucna k u s, ynosaersopsianu pasectsoto (4), I'(f)(n) e gedunupano n nma
3a CTOMHOCT YNCIOTO Kk OT HSKOSI TAKABa JBOIKA €CTeCTBEHN YUCJIa. FMH TakbB
omneparTop Moxke 1a Obje geduHupan, KaTo ce n3depar peKypcuBH (DYHKINH HA,
e/TMH apryMenT k 1 o, 3a Kouto {(k(t),o(t))|t € N} = N? u ce momoxu

L(f)(n) = s(ut[le(s(t),n) - f(a())] = O]).

Tbit KaTO U-PEKypPCUBHUTE ONEPATOpU Mpeodbpa3yBaT PEeKypCUBHUTE (DYHKITUU
B YACTUYHO PEKyDPCUBHH, a IPEJICTaBaAHuATa Ha ejementure Ha X B (X, d, a) ca
HaBCsKbJe gedunupann Gpyuknuu B N, rBbpaenunero C ciaensa ot B. O



ITpenmonoxkenusita Ha TeopeMa 1 He ca JOCTATHIHH, 33 JIa OCUTYPSAT BEPHOCT-
Ta Ha 00paTHOTO TBbpJeHHe Ha TBbpjeHnero C. TpusnaseH KOHTpaIpUMep e
CJIEJTHUST: MHOYKECTBOTO X J1a UMa CaMo €JIUH eJIeMEeHT, a JieUHUIIMOHHATA, 00-
JIaCT Ha « J1a He € PEeKYPCHBHO HOMepyeMa. T'bil KaTo €MHCTBEHUSAT €JIEMEHT
Ha X e urbXKeH jJa ObJe CTOWHOCT Ha «, TOH e Ob/e M3UNCIUM €JIEMEHT Ha
(X,d,a). CporBeTHOTO My MHOXKeCTBO (2) obate e Gbie JAEKAPTOBOTO IIPO-
ussenenne dom(a) x N u nopajim ToBa HsIMa JIa € PEKyPCHBHO HOMEPYEMO, a
OTTYK II0 TBBPJEHUETO A OT TeopemaTa CJe/(Ba, Y€ BBIPOCHUST eJIEMEHT He €
n3aucnM ejaeMeHT Ha (X, d, a)e.

Eto u equn mo-uaTEpEeceH mpuMep — B HETO MHOXKeCTBOTO X € Oe3KpaitHo u

dom(a) = N.

ITpumep 1. MHOXKECTBOTO Ha €CTECTBEHUTE YHUCIA MOXKE Jia Ce MpEeCTaBu
KaTo obequHeHne Ha Helrpecnyarnu ce MHokecTBa K, K1, K5, ..., HUKOEe OT KOU-
TO He e pekypcubHO Homepyemo.® Heka X = N, d e obuuaiinara merpuka B N (T.e.
abCcosIIoTHATA, CTOHHOCT Ha passmkara), a « : N - X ce gedunupa mo cienaus
HaunH: a(k) =m npu k € K,,. ToraBa rmg(a) = X u ciie/IoBaTeIHO BCHYKH €J1e-
mentu Ha X ca uzunciaumu B (X, d, o). Ako obade X e eheKTUBHO TOIOJIOITIHO
pocrpancTso, aconuupano ¢ (X, d,«) ¢ nmomolnra Ha HIKO:d 00paTHMa PEKyp-
cuBHA (DYHKITHS, TO HUKOH eJleMeHT Ha X He € U3YUC/IUM B X, 3aI0TO 338 BCEKU
esleMeHT Ha X CBHOTBETHOTO MHOXKECTBO (2) e HsKOe OT JIeKAPTOBHUTE IIPOU3BE-
nenns KoxN,; K1 xN, KoxN, ... u ciemoBaTe/lHO HE € PEKYPCUBHO HOMEPYEMO.

Ot ToBa, e B 06U ciryuail He € BApHO 06paTHOTO TBbpaeHue Ha C, coensa,
4ye He BUHATH CHIICCTBYBA [i-PEKYyPCHBEH OIIEPATOp, KOHTO Ja JIelCTBa B MOCO-
Ka o0paTHa Ha IOCOKATa Ha JIeCTBHE Ha OIEpaTopa OT TBbpIAeHHeTo B, T.e.
[~PEKYPCHUBEH OIIepaTop, KONUTO na npeobpasysa npezctassaausara B (X, d, ) HA
enementute Ha X B Texuu npegacrapanus B (X, d, o). Heka (X, d, o)t = (X,U).
JlecHo ce cTpom ji-peKypCHBEeH OIepaTop, KOHTO IpeobpasyBa BCAKO IIPeJCTa-
Bane B (X,d,a) na erement £ ma X B obpaTnMo mzobpakenne na N B U (),
a MMEHHO orepaTopst, gedunupan upe3 pasercrsoro ['(f)(n) = u(f(n),n), vHo
OT Ka3aHOTO B MPEIXOJAHOTO U3PEICHHE € FACHO, 9€¢ B HAKOU CJIyYal He 33 BCAKO
Beako npegcrassane f B (X, d,a) na enement £ ma X MHOXKECTBOTO Ha CTORi-

33a mesnra MOXKe Ja Ce M3MOI3Ba (DAKTHT, Ue € BSPHO CIEIHOTO TBBPIEHWE: BCSIKO 0€3-
KpailHO MHOXKECTBO OT €CTECTBEHU YHCJIA MOXE Jla Ce IMPEJCTABU KAaTO OOEeIMHEHHE Ha JIBE
HeIpecuJaly ce MHOXKECTBa, HUKOEe OT KOUTO He € PEeKypPCHUBHO HOMepyeMo. Beprocrra Ha
TOBa TBBbPJECHHE CJIEABA OT OOCTOSITEJICTBOTO, Y€ IOJMHOXKECTBATA HA €IHO GE3KpaiiHO MHO-
KECTBO OT €CTECTBEHM HHCJIa Ca HEM3OPOMMO MHOTO, 8 U3MEXKIy TE3W IOAMHOXKECTBA OHE3U,
KOWUTO Ca PEKYPCHUBHO HOMEPYEMHU HJIM MMAT PEKYPCHBHO HOMEPYEMO JTOI'bJIHEHUE 10 IaJEHO-
TO MHOXKeCTBO, 0Opa3yBar um3bponma cbBKynHocT. MuoxecrBara Ko, K1, Ka,... MoraT Ja ce
TMOCTPOSAT IO CJIEJIHUSI HAYUH: KATO IIPUJIOKUM FOPHOTO TBBbPAEHNE KbM MHOXKeCTBOTO N, pas-
JleJisIMEe TO Ha JBE HEIPECUYAINN Cé MHOYXKECTBA, HUKOE OT KOUTO HE € PEKYPCUBHO HOMEPYEMO,
¥ B KadecTBOTO Ha K B3eMaMe OHOBa OT JBETe, KOETO ChAbprka uucjoro 0, ciiel] ToBa Ipuia-
raMe TBbLPAEHUETO K'bM APYTOTO OT TE3U JABE MHOXKECTBA, PA3JesisMe IO Ha IBEe HEIPECHIaI
Cce MHOXXECTBa, HUKOE OT KOWTO He € PEKYPCUBHO HOMEPYEMO, U B KauyeCTBOTO Ha K| B3eMame
OHOBA& OT THAX, KOETO ChIbPKa HAl-MAJIKOTO YUCJIO Ha BBIPOCHOTO JPYrO MHOXKECTBO, C APY-
TOTO OT TOCJIEIHUTE JIBE MHOXKECTBA MMOCTHIIBAME AHAJOIMAYHO U T.H.; MHIYKTUBHO Ce JOKA3Ba,
e {0,1,...,n} c Kou K1 U-+UK, 3a Bcako n € N.



nocture na ['(f) cbBuaja c nsmoro Muoxecrso U~ 1(¢).4 Cnemroro TBbpIeHHE
JlaBa eJIMH TI0-CJIOYKeH HauWH, 110 KO#To BuHaru Moxe U 1(€) na ce momyun or
npousBoJHO npejcTaBane Ha £ B (X, d, «).

Jlema 1. Heka (X, d, @) e edpeKTUBHO METPUYHO IIPOCTPAHCTBO, L € 00paTuMa
pekypcusHa byukius Ha jsa aprymerra u (X, d, o)t = (X,U). Heka £ € X, a f e
npescrassane Ha £ B (X, d, ). Toraa U™Y(£) e 06pasbT Upes ¢ Ha MHOKECTBOTO

1 1
{(k;,n) e dom(a) x N ‘ s e N(d(a(f(s)),a(k;)) PN )}5 (5)
n+l s+1
Jloxasameacmeo. Axo (k,n) npunaiexxu Ha MHOKecTBOTO (5), TO, B3eMalii-
KU eCTEeCTBEHO 4YUucCJI10 57 yLLOBJIeTBOpHBaL[LO HepaBeHCTBOTO oT ﬂe(bI/IHI/IHI/IHTa Ha
TOBa MHO)KeCTBO, H_Ie nMamMe

1 1 1 1

d k)) <d(&, +d ya(k)) < + - = ,

(&) < d(€a(f(s) +da(f ). at) < 5+ (5 7)) = oo

sunaun & € U(1(k,n)) u cremosarenno t(k,n) e UY(¢). Ba pascwxaennero B 06-

paTHaTA TIOCOKA /3 PA3T/Ie/[aMe IPOU3BOJICH eJIeMEHT i Ha MHOKecTBoTo U 1(£).

Torapa i € dom(U) u & e U(4). 3naun i = 1(k,n) 3a HAKOM eCTECTBEHH YnCIa K
u n, karo k € dom(a) u e B cujia HEPABEHCTBOTO

(&, a(k)) < ——.

n+1

Heka s e TokoBa roJIssMO €CTeCTBEHO YHUCJIO, Y€ Ja UMaMe HEepPaBEHCTBOTO

1 1
s+1 +d(& alk)) < n+l s+1
Torasa
A (), ak) < d(alf()),€) +d(E a(k)) < = +d(€,a(k) € ——-——,

ceJIoBaTesHo JiBofikaTa (k,n) IPUHAIEKN HA MHOXKECTBOTO (5) M 3HAYH 4 €
06pa3 4pes L Ha eJIEMEHT Ha TOBA MHOXKECTBO. o

IIpu enmo mocta ecTecTBEHO IIPE/IIOIOXKEHVE 33 eDEKTUBHOTO METPUYHO
npocrpanctso (X, d, ) ropHaTa JlemMa MO3BOJIABA JIa CE IIOCTPOH [i-PEKYPCUBEH
orneparop, npeobpasysail upeacrasaaugara B (X, d, «) Ha enementure Ha X B
rexuu npejcrassaus B (X, d, a)t, 1 Karo caeqcTBue OT TOBA IIPU BHIPOCHOTO

4BCBbIMHOCT €IMHCTBEHUSAT cay4ail, KoraTo 3a Beako npencrassase f B (X, d, ) Ha nanen
esement ¢ Ha X MHOXKECTBOTO Ha crofinoctute Ha I'(f) cbhBIaa ¢ ramoTo MuoNecTBo U~ H(€),
TOBa € CJIydadT, Koraro § e CTOMHOCT Ha «, Ts Ce IpUeMa OT (x CaMO eIuH II'bT U B X HAMA
HUTO euH esleMenT &' paznmden ot £ u ymoBerBopssaiy ycaosuero d(€,£') < 1.

5M3ka3ano Ha T€OMETPUHYEH €3UMK, HEPABEHCTBOTO B JIeDUHHUIMATA HA TOBA MHOXKECTBO
n3ucksa Kby16oro U(L(k,n)) na uma mo-rossam paguyc ot Kba6oro U(L(f(s),s)), a pascrosau-
€TO MeXKJy IIEHTpPOBeTe Ha Te3U JBe KbibeTa aa ObJe Mo-MaJKO OT pa3/nKaTa Ha PajuyCuTe
uM (TOBa € eHO JOCTATHIHO YCJIOBHE, IIIOTO BTOPOTO OT K'bJIGETATA JIa C€ ChbPXKa B I'bPBOTO).



[IPEJIIIOJIOKEHIE € BIPHO 06paTHOTO TBbpjeHne Ha C.

Hedunurus 4. [oryusuuciumo MempuHo npocmparcmao me HapuaaMme
TakoBa e(eKTUBHO MeTpUdHO IpocTpancTBo (X, d, r), 3a KOETO € PeKypCUBHO
HOMEPYEMO MHOXKECTBOTO

. . p
{(J, k,p,q) € dom(a) x dom(a) x Nx N | d(a(j), a(k)) < 1) (6)
BaskHu IpuMepH 3a HOJIyU3YMCIMMUA MEeTPUYHH IIPOCTPAHCTBA ca eDeKTHB-
HUTe MeTprdaHM npocTpancTsa o Buaa (RN py, a), kbaero N e moIoKuTe Ho
I£JI0 9HCII0, & (v e m3umucIMa Totastna zomeparms wa QY (sa Tax cvorserHHTE
MHOKeCTBa (6) ca jake peKypCUBHH).

Teopema 2. Heka (X, d, @) € IOJyN3IMCIUMO METPIUYHO IPOCTPAHCTEBO, & L
e obpaTuMa pPeKypCUBHA (DYHKIMS Ha JiBe IPpOMeH/MBU. Torasa:

1. CobimecrByBa TakbB p-pekypcused omeparop I or Fi kbMm Fi, Ue BCeKn
T, Koraro f e upeacrassane B (X, d, o) Ha HaKO#l eseMenT Ha X, DyHK-
muara I'(f) e npeacrasane na cbinus enement B (X, d, )e.

2. Bceeku uzuncium enement Ha (X, d, ) e nzuuciaum esiement Ha (X, d, a)e.

Hoxazameacmeso. Birarogapenne Ha peKypcruBHATA HOMEDYEMOCT Ha MHOYKEC-
TBoTO (6) ChllleCTBYBa TaKaBa PEKypCUBHA (DYHKIUs X Ha IeT apryMeHTa, de
TO Ja CbBIaJa C MHOXKECTBOTO

{(j. k. p,q) eN*|3t e N(x(j, k,p, q,t) = 0)}.

Heka (X,d, )t = (X,U). 3a nokazaTejcTBOTO Ha TBbPAEHHETO 1 J1a MpeIio-
JIOXKUM Ha 'bPBO Bpeme, 4de [ e upezcrassaue B (X, d, ) Ha majgen ejxement &
ma X. ITo mema 1 mmoxectsoro U (€) e 06pazbr upes ¢ na MuOKecTBOTO (5).
Tbit kKaTO cTOMHOCTUTE HA d CA HEOTPUIATETHN, HEPABEHCTBOTO B JePUHUITHITA,
Ha BbIIPOCHOTO MHOXKECTBO € PaBHOCUJIHO C HEPABEHCTBOTO

d(a(f(s)), a(k)) <

s=n
ns+n+s+1"

[opaau Tosa (5) e MHOKecTBOTO Ha omesn asoitku (k,n) or N?, za xouro mpu
HAKOI u360p Ha ecrecTBeHOTO uncso s derBopkara (f(s),k,s =n,ns+n +s)
IpuHa IR Ha MHOXKecTBOTO (6). Cremosarento (5) € MHOXKECTBOTO Ha OHE3N
nsoiikn (k,n) or N2, 3a kourto npu HsKoii H360p Ha eCTECTBEHUTE YHCiA S 1 T e
BSIDHO PABEHCTBOTO

x(f(s),k,s=n,ns+n+s,t)=0. (7)

OTTYK BIZKIaMe, Je eJleMeHTHTe Ha MHOKecTBoTo UL (€) Morar ma 6baaT moc-
JIeJIOBATEIHO TIOPOJEHH 110 CIeQHUA HAYUH: obpasyBaMe II0C/IeJ0BATeHO BCe-
pb3MokanTe uersopku (k,n,s,t) or N* u 3a omesm or TeaX, 3a KOMTO e m3-
I'bJIHEHO paBeHCTBOTO (7), o6pasyBame choTBeTHOTO 4ncio t(k,n). C oruen Ha
TOBa Ja ce Tosrydasa etement mHa U~ '(€) 3a Beaxa wersopka or N* moxem na



JIOIBJIHAM OTIUCAHMSI OPAZKJIAIN TIPOIIEC, KATO Ce YCJIOBAM Ha BCSIKA UE€TBOPKA
(k,n,s,t), 3a KosiTOo paBeHCTBOTO (7) € HAPYIIEHO, JIa CHIOCTABSIME HAIPUMED
qucioro ( f(n),n). Pazbupa ce, oc/ie10BaTeIHOTO 00pa3yBaHe Ha BCUUYKA Ye€T-
Bopku or N* MozkeM f1a ocbImecTBsBaMe ¢ MOMOIITA Ha PEKYPCHBHI (DyHKIIHHT
Ha eIUH apryMeHT k,v,o,T, Takusa, e {(x(i),v(i),o(i),7(i))|i € N} = N
Hamnpasenure mMOTYyK pasChiKIECHUS MOKA3BAT, U€ ONMEPATOP, 3a KAKBBTO CTABA
JlyMa B TBbPJieHneTo 1, Moxke Ja ce jgeduHUpa, KaTo 3a Besaka GyHKIus f oT Fi
" BCAKO ¢ ¥ N ce IOJIOKHI

(@) = A x(f(o(), 5(0), 0 (i) = v (i), v(i)o (i) + v(i) + (i), 7(i))),
Kbaero A : F| - Fy ce neduHupa 10 CAeTHUS HAUNH:

s, (), axo z =0,
AN 2) = o(f(v(i)),v(i)) B nporusen ciyuaii

(u-pexypeuBHOCTTA Ha ' C1e1Ba OT [-peKypPCUBHOCTTa HA A, KOATO II'bK JIECHO
ce yCTaHOBSIBA Upe3 cBexkjane Ha jgedununuara va A(f) KbM IPUMUTHBHA pe-
Kypcus). Tebpaenuero 2, pazbupa ce, cJeaBa OT TBbPIACHUETO 1. m|

HIe HaMepUM U3YUCJIUMUTE €JIEMEHTU Ha JB€ KOHKPETHU e(beKTI/IBHI/I TOIIO-
JIOTUYIHU IIPOCTPAHCTBA, YUATO TOIIOJIOTUA HE Ce IIOpazK/aa OT HUKaKBa METPHKa.

IIpumep 2. Ha Besko KpaifHO MHOXKECTBO OT €CTECTBEHW HHCJIA JIa TOCTa-
BUM B ChOTBETCTBUE €CTECTBEHO THCJIO TI0 CJIETHUST HATHH: aKO MHOJKECTBOTO C&
CHCTOM OT PA3INIHATE MOMEXKIY CU TUCIA 1,2, . .., Ly, TO CHOTBETHOTO THC-
J0 e 271 +272 +... 4+ 2™ (cymrame, Y€ CHOTBETHOTO UnCJIO € (), AKO MHOKECTBOTO
e mpa3Ho). Karo ce n3nosissa, ue BCSIKO €CTECTBEHO YHMCIIO0 MOXKE JIa Ce IIPeJICTa-
BU B JBOMYHA OpOiHA CHCTEMa U IIPEJICTABAHETO My € €JIMHCTBEHO, BUKIA Ce,
e BCSKO €CTECTBEHO UUCIIO € CHOTBETHO TI0 TO3W HAYMWH Ha TOTHO €ITHO KPAilHo
MHOKECTBO OT ecTecTBeHn uncia. lle osHawaBame ¢ §; OHOBa KpaifHO MHOXKECT-
BO OT €CTeCTBEHHU 4YHucJ/ia, Ha KOeTo ChoTBeTHOTO uuciio e 1. Heka X = (P(N),U),
kbjero dom(U) = N u U(i) = {{ € P(N)|d; € £} 3a Besiko 4 or N. OueBng-
no P(N) = U(0). Ocsen ToBa 3a BCEKH JBE €CTECTBEHU YHUCJIA §1 U iy UMaMe
pasenctBoro U(i1) NU(i2) = U(i), KbIETO i € eCTEeCTBEHOTO YHCIIO, YAOBJIETBO-
PSBAIIO yCJIOBHETO J; = 0;, UJ;,. ToBa nokassa, 1e rng(U) e 6a3a Ha TOLOJIOrUS B
P(N) u sHaun HapeneHaTa qBoiika X e eeKTUBHO TOMOJOTUIHO TPOCTPAHCTEO.
ITe mokaxkeM, Ye U3YUCIMMUA €JIEMEHTH Ha TOBA IPOCTPAHCTBO Ca TOYHO OHE3U
€JIEMEHTH Ha HOCHUTEJIsl MY, KOUTO Ca PEKYyDPCUBHO HOMEpyeMu MHOXKecTBa. U Ha-
ncruna, 3a Beako £ or P(N) e B cuma pasencrsoro UY(E) = {i e N|§; € £}. Ot
TOB& PABEHCTEO JIECHO CJIEIBA, 1€ aKO & € PEKYyPCUBHO HOMEPYEMO MHOXKECTBO,
To MHOKecTBOTO U~ H(€) CbINO e pekypcusHO HOMepyemo® u cieoBaTesHo & e
uzuncauM ejeMenT Ha X. OT ¢bIIOTO PABEHCTBO BUXKJAME OIIE, Y€ 3a BCAKO &

GMO}KGI\/I Aa U3I0JI3BaMe, Y€ BCUYIKH Yucjia OT 51 ca MO-MaJIK! OT ¢ W 4e 3a IIPOU3BOJIHO T
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e paBHa Ha 1, Korato z € §;, u e paBHa Ha 0 B npoTuseH ciaydaii. OTTyK e sICHO, 4e yCJIOBHETO




or P(N) u Besixo x or N e Bapna exBupasenTHoCTTa T € & < 2% € U1(€). AKo £
€ M3YNC/MM eJleMeHT Ha X, TO MHOXKecTBOTO U 1(€) e pexypcHBHO HOMEpyeMo
U CJIEJIOBATEITHO & CBINO € PEKyPCUBHO HOMEPYEMO MHOYKECTEO.

ITpumep 3. 3a BCSIKO MOJOKHUTEIHO ISJI0 YUCTIO § HEKA ; € JacTHIHATA,
dyukuua B N, nedunupana no ciegnus nauud (IpUen cMe, 9e po, P1, Pa, - - . Ca
rocJiesioBaTeHuTe poctu dnciaa): dom(p;) e MHOXKECTBOTO Ha OHe3:u T oT N, 3a
KOUTO P, JIEJIH 4, W 38 BCSIKO T OT TOBA MHOYKECTBO ChOTBETHATA CTOMHOCT ¢, () e
HAM-TOJIIMOTO €CTECTBEHO JHCIo ¥, 3a Koero pY ! nemn i. Heka X = (Fy,U), Kb-
nero dom(U) = N\ {0} u 3a Beako ¢ or dom(U) muoxkecrBoro U(7) ce cberon or
BCUYKY DYHKIUH OT F1, KOUTO Ca MPOIbJIKEHUs HA PYHKIUATA ;. Taka jredu-
HUpaHoTO X € eheKTUBHO TOMOJOTHIECKO TPOCTPAHCTBO, 3AII0TO MHOXKECTBOTO
rng(U) e 6a3a na TonosorusTa B F1, , KOATO U3HOI3BAXME [IPU JIOKA3ATEICTBOTO
3a HEIIPEK'bCHATOCT Ha U3YUCJIUMUTE peaJIHU (byHKL[I/II/I ]_[Ie ITIOKa2zKeM, 9€ U34ncC-
JIUMUTE eJIeMEeHTH Ha X ca TOYHO YACTUIHO PEKYDPCUBHUTE (DYHKIMH HA €JIUH
apryment. U mancruna, vexa & € F;. Torasa muoskectsoto U™ (€) ce cheron or
BCUYKM €CTECTBEHU UUCTA i, 32 KOUTO (DYHKIUATA @; € pecTpuknus Ha £. OTTyK
ce BUXKJIA JIECHO, de ako (yHKnusTa £ € YaCTUIHO PEKyPCHUBHA, TO MHOYKECT-
BoTo U1 (€) e PeKyPCHBHO HOMEDYEMO U CJICJOBATEIHO & € M3UUCIUM eJIEMEeHT
Ha X. 3a ga mokaxkem 00paTHOTO, oTGe/IsI3BaMe, Ye HapeJeHaTa aBolka (x,y)
MIPpUHAJJIEXKN Ha rpadukara Ha QYHKIUATA £ TOYHO 38 OHE3U €CTECTBEHH JHCIIa,
T u y, 3a xouto pY™t e U1 (&) (ToBa e Taka, samoro mpu i = pYT! bymknmsTA
; nva nedurnnMonHA 061acT {T} U € B cua paBeHCTBOTO @;(x) = ¥y). Ako ¢ e
M3YHC/MM ejTeMeHT Ha X, TO MHOKecTBOTO U (£) e peKypCcHBHO HOMEpYeMo u
cJeioBaTesHO TpaduKaTa Ha £ € PEKyPCUBHO HOMEpyeMa, Thil de £ e JaCTUIHO
PEKypCUBHA (DYHKITHSI.

W3zunciimMocT Ha YaCTUYHM U300PaKeHUsl HA HOCHUTENS Ha eIHO e(peKTHUB-
HO TOIIOJIOTMYHO MPOCTPAHCTBO B HOCUTEJIsI HA CBIIOTO WIA APYro edeKTUB-
HO TOIIOJIOI'MYHO IIPOCTPAHCTBO, Ce BbBEXK/IA 110 aHAJIOIMYeH HaYWH KaKTO IIPU
edeKTUBHATE METPUYHU IPOCTPAHCTBA, KATO Ce M3IOJI3BAT IIPEICTABSIHUS HA
eJIeMEeHTHATe Ha IIPOCTPaHCTBaTa.

Hedbununus 5. Heka X u Y ca edpeKTUBHU TOMOJOTHIHN ITPOCTPAHCTBA, a
0 e wacTuuHO n306parkeHne Ha HocuTe st Ha X B HocuTessa Ha Y. Ille kazsame, ue
uzobpazkenuero 0 e (X,Y)-usuuciumo, ako ChIIECTBYBa TaKbB [i-PEKYPCUBEH
oneparop I' ot F; kbM F7, 9€ BCEKHU II'bT, KOraTo f € mpencraBsiHe B X Ha HIKOMN

esemenT ¢ Ha Aedunuronnara obsact na 0, dyuakuuara I'(f) e npencrassue
BY Ha 0(¢).

Ot nedvavnyn 3 u 5 BemHara caensa, e Besko (X, Y )-uzamcanmo n3o6-
paxeHue 1peobpasyBa U3YUCIUMUTE €JIEMEHTH Ha X, KOUTO IPUHAJJIEXKAT Ha
neduHUIMOHHATA My 00J1acT, B m3uncjinMu ejemerTn Ha Y. He e Tpymao ma ce

d; € € e eKBUBAJICHTHO Ha yCJIOBUETO

Vx<i([2%Ji2l2z%J:0vx€§).



BHU/IN CHITO, Y€ aKO Xg, X1 1 Xo ca ePeKTUBHU TOIMOJOTHIHU MIPOCTPAHCTBA,
01 e (Xo,X1)-U349UCIUMO YACTUIHO U300PAKEHUE HA HOCHUTENs HA X B HOCH-
rena Ha Xq u 0y e (X1, X2)-U34nuCIUMO YACTHUIHO U300parKeHUe Ha HOCHTEJIst
na X7 B HOCHTE/Id HAa Xg, TO N300parkeHnero #, neduHUPAHO Ipe3 PAaBEHCTBOTO

0(&) = 02(01(8)), e (Xo,X2)-u39ncCauMOo.

Teopema 3. Heka X = (X,U) n Y = (Y,V) ca edekTuBHE TOIOJIOINY-
1 mpoctpancTBa, a f e (X,Y)-usumcanmo mzobparkenne Ha D B Y, KbaeTo
D c X. Torasa 0 e HEIPEKBHCHATO BbB BCAKA TOYKA OT D) OTHOCHO TOIIOJIOIHSTA
B X ¢ 6aza rng(U/) u Tonosorusra B Y ¢ 6aza rng(V).

Joxasameacmeo. Biarogapenne Ha U39MCIUMOCTTa Ha @ CbIIECTBYBa Ta-
KbB p-pekypcuBen omeparop I' or Fi; kbMm Fi, 9e Bceku mbT, Korato £ € D u f
e dynkuus or Fi, upeicrassima £ B X, dynkuuara I'( f) upencrass 0(£) B Y.
Heka ¢ e mpomssosina Touka ot D, a V' — IPOU3BOJIHO OTBOPEHO MHOXKECTBO
B Y, koeTo chabpxka 0(&). Ile mokarkeM CbIIECTBYBAHETO Ha TAKOBA OTBOPEHO
muOKecTBO U B X, ue £ € U u 0bpasbr Ha cedenunero D N U upes 6 ce cbibp-
xka BbB V. Toii karo V e obeauuenune Ha muoxkecrsa ot rng()), c¢biuecrByBa
ecrectseno ancio b or dom(V), 3a xoero 6(€) € V(b) € V. Heka f e dynkmus
or Fi, koaro upeacrass £ B X. Torasa I'(f) npencrass 6(€) B Y. Tbii karo
b e V1(0(¢)), me nmame pasencrsoro I'(f)(a) = b 3a HAKOe ecTecTBEHO HHC-
0 a. Ilopajin HenmpeKbCHATOCTTa Ha oneparopa I ChIIecTByBa TAKOBA KPAWHO
MHOXKecTBO E o1 ecrecTBenn unciaa, ge I'(f')(a) = b 3a Besika dynkuus f/ or F,
KoaATo cbBada ¢ f B E. Pas3bupa ce, MoxkeM Ja camrame, 9e MHOXKECTBOTO F
HE € MPa3Ho. 3a BCAKO €CTECTBEHO THCJIO | MOXKE JIa e 00pa3yBa MHOMKECTBOTO
U(f(i)) m ToBa MHOXKECTBO ChIbpKA TOUKATA &, Thil KATO BCUIKH CTONHOCTH
na f mpumasexar na MuOoKecTBoTo U L(€). Ja osmaunm c¢ U cedennero Ha
muoxkecrBara U(f(i)), kbaero i € E. Torasa U e 0TBOPEHO MHOXKECTBO B X U
£ eU. Heka &' e mpomssosna touka ot D NU. Bewaku ¢ToHOCTH, KOUTO TTpHe-
Ma bYHKIEATa f B MHOKECTBOTO F, MpUHAaIesKaT 1 Ha MHOKecTBOTO U (£7).
IIpu ToBa MO/IOKEHNE, KAKTO MOXKE JIa Ce ChOOpash, ChINECTBYBA TAKOBA IPEJI-
crapsaue [’ ma &', ge f’ coBuaga ¢ f B muoxkecrsoro E. 3a ToBa f’ me e B cuia
pasenctsoro I'(f')(a) = b u T'(f’) me 6bae upeacrassaue ma 0(€) B Y. OrTyk
sakmougasanme, ge be V7 1(0(¢)), 1.e. 0(¢)eV(b)) u craemoparemmo 0(£')eV. O

N3zuncanmocTTa Ha €IHO N300paskeHne Ha, HOCUTEIsI Ha €THO e(PEeKTUBHO MeT-
PUYHO IPOCTPAHCTBO B HOCHUTEJISI HA CBHIMOTO WX JAPYro e(peKTUBHO METPUIHO
[IPOCTPAHCTBO B OOIIMs CJIydaii HE € eKBUBAJEHTHA Ha M3YNCIUMOCTTa Ha TOBA
n300pakeHne, KOSITO Ce MOoJIyvaBa [IPU 3aMsiHa Ha METPUYHHUTE [IPOCTPAHCTBA C
TeXHU acolUUupaHy e(peKTUBHM TOIOJIOIUYHU [IPOCTPAHCTBA. B ciydast Ha 1osry-
M3YUCIUMHA METPUYHH IIPOCTPAHCTBA 00avue TaKaBa €KBUBAJEHTHOCT € HAJIHIIE.

Teopema 4. Heka X = (X,d,a) n Y = (YV,e,) ca nonyusducjiumu MeT-
pwuHE mpocTpaHcTsBa, 0 : D — Y, kbaero D € X, u © e obparuMa peKypCUBHA,
dyukuusa na nse upomensusu. Vzobpaxenunero 6 e (X, Y )-U39UCIUMO TOYHO
Torasa, korato 1o € (X, Y)-uzamncaumo.

Hoxazameacmso. Ilo tBbprenne B or Teopema 1 chinecTByBaT TaKUBa fi-



pexypcusan oneparopu I's u 'Y or F; xbMm Fi, Ue 3a BCEKH eeMeHT Ha X
oneparopbT I'f mpeobpasysa HpejCTaBAHUATA Ha TO3M €JIEMEHT B X( B Hero-
BU TIpeJicTaBsHIs B X 1 32 BCEKH eJleMeHT Ha Y omeparopbt I} mpeobpasysa
MpEeJICTaBIHUATA HA TO3M €JIEMEHT B Y ¢ B HErOBU IpejcTaBstiusa B Y. [1o TBbp-
nenme 1 oT Teopema 2 CLINECTBYBAT TAKHBA [i-PEKypPCHBHU omeparopu [y u
I'Y or Fi xbm Fi, 4e 3a Bceku enement ma X omepaTopbT 2 mpeobpasy-
Ba IPEJICTABSIHUSITA HA TO3W €JIEMEHT B X B HErOBHU IPEJICTABSIHUS B Xi U 33
BCeKn ejieMenT Ha Y omeparopbT I'y npeobpasyBa NpeCTABAHMATA HA TO3U
enement B Y B HeroBu npejcraBanug B Ye. Axo mzobpaxenuero 6 e (X,Y)-
U3YUCJIUMO, TO CHIIECTBYBa fi-peKypcuBeH oneparop I, KoiiTo 3a Besko & or D
upeobpa3syBa pezcraBaaugTa Ha £ B X B upejcrasnusd Ha 0(£) B 'Y, a ToraBa
3a Beako £ or D p-pekypcusHuAT onepaTop 1V, nedpuHupan upes paBeHCTBOTO
I'(f) = TY (T(T5°(f))), mpeobpasysa mpejcrapsauuaTa Ha & B Xt B IMpejcTa-
Banus Ha 0(€) B Y, ciaenosarenno uzobpaxkenuero 6 e (X, Yi)-uzuucaumo.
Axo umzobpaxenuero 6 e (Xi¢, Yi)-U39uciauMO, TO CHIIECTBYBA [i-DEKYDPCUBEH
omepatop ', koitTo 3a Bcako £ or D npeobpas3yBa npeacTaBsausaTa Ha £ B Xt B
npeacrassaaug Ha 0(€) B Y, a Torasa 3a Besko £ or D p-peKypCUBHUAT Olle-
patop I, neunupan upes pasencrsoro I'(f) = 'Y (T(T'5 (f))), mpeobpasysa
npejcrapsauaTa Ha £ B X B npencraBanus Ha 0(€) 8 Y, ciemoarenno uzobpa-
skennero 0 e (X,Y)-uzaucanmo. ]



