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Èìå:

Âòîðî êîíòðîëíî ïî Èç÷èñëèìîñò è ñëîæíîñò (óïð.)
14/01/2017 ã.

Çàä. 1 (5 òî÷êè). Äàéòå ïðèìåð çà ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî A,
òàêîâà ÷å ìíîæåñòâîòî

B = {x ∈ N | (∀y ∈ N)[Π(x, y) ∈ A]}

íå å ïîëóðàçðåøèìî. Îáîñíîâåòå ñå!

Çàä. 2 (5 òî÷êè). Íà âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî îò âèäà D =
{x0 < x1 < · · · < xk} ñúïîñòàâÿìå åñòåñòâåíîòî ÷èñëî v = 2x0 +
2x1 + · · · 2xk . Ñ Dv ùå îçíà÷àâàìå êðàéíîòî ìíîæåñòâî ñ êîä v.
Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ h,
òàêàâà ÷å:

(∀v ∈ N)[Dv = Wh(v)].

Çàä. 3 (5 òî÷êè). Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

A = {x ∈ N | Wx ⊆ {0, . . . , x}}

íå å ïîëóðàçðåøèìî. (Çàáåëåæêà: A íå å èíäåêñíî ìíîæåñòâî).
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1

Çíàåì, ÷å ìíîæåñòâîòî K = {x |!ϕx(x)} å ïîëóðàçðåøèìî. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ ρ, òàêàâà ÷å x ∈ K ⇐⇒ (∃y)[ρ(x, y) = 0].

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å x ∈ K ⇐⇒ (∀y)[ρ(x, y) 6= 0]. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâî

A = {Π(x, y) | ρ(x, y) 6= 0}.

Òî å ðàçðåøèìî, çàùîòî u ∈ A ⇐⇒ ρ(L(u), R(u)) 6= 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å x ∈ K ⇐⇒ (∀y)[Π(x, y) ∈ A]. Òîãàâà çà ìíîæåñòâîòî B = {x | (∀y ∈ N)[ρ(x, y) 6= 0]},

x ∈ K ⇐⇒ x ∈ B.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å B íå å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 2

Çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ mem, çà êîÿòî mem(x, v) = 0, àêî x ∈ Dv è mem(x, v) = 1, àêî x 6∈ Dv . Äà ðàçãëåäàìå èç÷èñëèìàòà
ôóíêöèÿ

f(v, x) '
{

0, mem(x, v) = 0

¬!, mem(x, v) = 1.

ßñíî å, ÷å f(v, x) ' ϕa(v, x), çà íÿêîå a. Òîãàâà îò Sm
n òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å f(v, x) ' ϕ

S1
1(a,v)

(x). Íåêà h(v) = S1
1(a, v). Îòòóê ñëåäâà, ÷å

Dom(ϕh(v)) = Wh(v) = Dv.

Çàäà÷à 3

Ïúðâî ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x, y) '
{

0, x ∈ K
¬!, x 6∈ K.

Ïîíåæå K å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî, òî f å èç÷èñëèìà. ßñíî å, ÷å f(x, y) ' ϕa(x, y), çà íÿêîå a. Òîãàâà îò Sm
n òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å f(x, y) ' ϕ

S1
1(a,x)

(y).

Íåêà h(x) = S1
1(a, x). Òîãàâà

x ∈ K =⇒ Dom(ϕh(v)) = Wh(v) = ∅ =⇒ Wh(v) ⊆ {0, . . . , h(v)} =⇒ h(v) ∈ A

x ∈ K =⇒ Dom(ϕh(v)) = Wh(v) = N =⇒ Wh(v) 6⊆ {0, . . . , h(v)} =⇒ h(v) 6∈ A.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å K ≤m A. Òîãàâà àêî A å ïîëóðàçðåøèìî, òî è K ùå áúäå ïîëóðàçðåøèìî, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðî ðåøåíèå. Òîâà ðåøåíèå å ïî-îáùî è òàçè èäåÿ ìîæå äà ñå ïðèëîæè è çà äðóãè çàäà÷è. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x, y, z) '
{

0, y ∈ K ∨ z ≤ S1
1(x, y)

¬!, èíà÷å.

Îò òåîðåìàòà çà ðåêóðñèâíà îïðåäåëèìîñò çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà a, òàêîâà ÷å: ϕa(y, z) ' f(a, y, z). Òîãàâà îò Sm
n òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å f(a, y, z) ' ϕ

S1
1(a,y)

(z).

Íåêà h(y) = S1
1(a, y). Òîãàâà

y ∈ K =⇒ Dom(ϕh(y)) = Wh(y) = ∅ =⇒ Wh(v) = {0, . . . , h(v)} =⇒ h(v) ∈ A

y ∈ K =⇒ Dom(ϕh(v)) = Wh(v) = N =⇒ Wh(v) 6⊆ {0, . . . , h(v)} =⇒ h(v) 6∈ A.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å K ≤m A. Òîãàâà àêî A å ïîëóðàçðåøèìî, òî è K ùå áúäå ïîëóðàçðåøèìî, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.


