
Input(X[1..n], n)

Output(Y )

Y [1..n] = X

i = 2

i > n

Y [i] = 1 j = i

Y [j] = Y [j] ∗ i
j = j + i

j + i ≤ ni = i+ 1

yes

yes

yes

no

no

������ ���� �� �� ������� �� ����������� ����������� ���� �������� ����������� � ����

����� �������� ������� ������ ��������

I(X,n) ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n(X[i] = 1)

� ������� ��������

O(X,n, Y ) ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n(Y [i] = Y [Y [i]]).

������ ���� ���� Γ : F1 −→ F1 � ����������� ������� ���� ������������

Γ(f)(x) �
�

x+ 1, ��� x < 2�f(x−1)
i=f(x−2) f(i), ��� x ≥ 2.

�� �� �� ������� �� Γ � ����������

�� �� �� ������� �� ��� fΓ � ����������� ���������� ����� �� ��������� Γ� ���

∀x ∈ N(!fΓ(x) =⇒ fΓ(x) � ����� �� �������� �� ��������).

���������� ��� �� ������� �������� ��������� �� �������� {an}n∈N �� ���������

a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+1 + an.

������ ���� ���� R � �������� ���������� ���������

F (X,Y , Y ) �����

F (X,Y , Z) = �� Y > X ���� 0 ���� F (X,Y ∗ Z,Z) +G(X,Y )
G(X,Y ) = �� X < Y ���� 0 ���� 1 +G(X − Y , Y )

�� �� ������� ���

∀n, p ∈ N((!DV (R)(n, p) � p � ������ ) =⇒ pDV (R)(n,p) | n! � pDV (R)(n,p)+1 � | n!).

�

 0
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По-долу следват решенията:



Input(X[1..n], n)

Output(Y )

Y [1..n] = X

i = 2

i > n

Y [i] = 1 j = 0

Y [j] = Y [j] ∗ i
j = j + i

j + i ≤ ni = i+ 1

yes

yes

yes

no

no

no

������ ��

������ �� �� �� ������� �� ����������� ����������� ���� ������������ �� ������ � �
�������� ��������� ������� ������ ��������

I(X,n) ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n(X[i] = 1)

� ������� ��������
O(X,n, Y ) ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n(Y [i] = Y [Y [i]]).

�������� ������ ������� � ���������� ������� �� ����� �� ��������� ��� ����� �����
�� �� �� ��������� �� ������� ������� � ��������� �� �������� ��������

�� ����� ����� ���� ���������

�� ����� ���� ��� ���� � ��������� ��������

�� ��� �� ������

�� �������� � ������ ������� ����� ����� ���� ��������� ������������ ������ ��������
�� Y �� ������� � ����� �� ������ �� �� ���� ����� �� ���������� �� ����� ���� ���� ��

�

Решения на задачите: 

ъутъу



������� �� �������� �� � ����� �� ���������� ����� ������� ����� ����� ������� j� �����
�� ������ �� i� ���� ��� ��� Y [j] �� �������� ����� �� ������ �� ����� �� ���� �� ���� �
������� �� j� ����� ��� j ��� ������� �������� �� j � �������� �� 1� �� Y [j] �� �������
����� ������� ����� �� ������� i �� j� � ����� ����� ��� j �� � ������� �� ������ Y [j] = 1
�� � ������������ �������� ��� j � ������� �� Y [j] ���� �� ������� ����� ������� �����
�� ������� i �� j � ��������� ������ Y [j] = 1 �� ���� �������������
���� ����� ������� ������������ ���� ���� �� ��������� � ��������� ������ ���

������ Y [j] �� ���� ����������� ����� �� ����� ������ i� �� ����� i � ����� �������
�� j� ������������� ��� j = pα1

1 . . . pαk

k � ����������� ��������� �� j� �� Y [j] � ���� ��
������������ �� ���������� �������� �� �����

Y [j] =

k�

s=1

ps,

��� ������ � ����� Y [j] � �������������� �� �������� �������� �� j�
� ���� ���� ����� ��������� ����� ����� ���������� � ��� ������ �� ����� � ��������

�� ������ ������� ����� ���� ��� Y [j] =
�k

s=1 ps � ��������� �������� ��� �� ��������
�� j = pα1

1 . . . pαk

k � �� Y [j] � j ���� ���� � ���� ������ �������� � ������������ �� ������
���������� �� ������� ������� ����������� �� Y [Y [j]] = Y [j]�
�� ������ ����� ������� ����������� ������� ��������� ���������� � ������ �� ����

����� �� ��������� �� �������� ��� ���������� ����� ����� ����� �������� ��� ���������
���� �� � ������� ������ ������� �� ���������� � ��� ���� ���������� ���� �� ���������
��������� ������ �������������

�� ����� ������ i �� ������� ������ ����� Y [�] � �������������� �� �������� ��������
�� �� ����� �� �������� �� i�

Y [�] =
�

p<i � p ������ � p|�
p.

�� ����� ������ j �� ��������� ����� ������� ������� �� �������� ����� ������� ��
������ �� ���������� �� i � ������ ��

Y [�] =

��
p≤i � p ������ � p|� p ��� � ≤ j�
p<i � p ������ � p|� p ��� � > j.

���� ��� ������ �� ��������� ��� ������ �������� ����� ������������ ���������� ��
������� ����������� ��� ���������� �� ������ �� ������������ ����������
�� ������� �������� ����������

P (Y, i, �) ⇐⇒ Y [�] =
�

p<i � p ������ � p|�
p.

���� ���������� �� ���� ��������� �� ����� �� ����� �������

�� �� ��������� i > n ���������� L(X,n, Y, i)�

i ≤ n+ 1&∀1 ≤ � ≤ n(P (Y, i, �))

���������� ����������� ������� �� ���������� ��������� ����� ���� �������� � �������� �� �������

����

�



�� �� ��������� j + i ≤ n ���������� M(X,n, Y, i, j)�

i ≤ n & (i � ������ ) & i|j & j ≤ n+ i &

∀1 ≤ � ≤ max(j, n)(P (Y, i+ 1, �)) & ∀j < � ≤ n(P (Y, i, �)).

����������� ��� �������������� ���� �������������� �� n ≥ 1�

�� I(X,n)&i = 2&Y = X ⇒ L(X,n, Y, i)� ��� ���� ���� ������ ����� �������� �� 2� ��
P (Y, 2, �) � ������ ������ Y [�] = X[�] = 1� ���� ����� ��������� n ≥ 1� �� i = 2 ≤ n+1�
� ���� ����������� �� I(X,n)&i = 2&Y = X ⇒ L(X,n, Y, i)�

�� L(X,n, Y, i)&i �> n ⇒ O(X,n, Y )� ��� ���� L(X,n, Y, i)� �� i ≤ n + 1� ���� �� i �> n
����������� �� i = n+ 1� ���� � ����� �� ��� � ≤ n � p|�� �� p < i+ 1 = n+ 1� ������
�����

P (Y, i, �) ⇐⇒ Y [�] =
�

p<i=n+1 � p ������ � p|�
p ⇐⇒ Y [�] =

�

p ������ � p|�
p.

�� L(X,n, Y, i)� P (Y, i, �) � ����� �� ����� � ≤ n� ������������ Y [�] ��� ������ ������
�������� ���� � � �������� 1 ≤ Y [�] ≤ �� ������������ �� L(X,n, Y, i) ����������� ��
� P (Y, i, Y [�]) � ������ ������

Y [Y [�]] =
�

p<i=n+1 � p ������ � p|Y [�]

p ⇐⇒ Y [Y [�]] =
�

p ������ � p|Y [�]

p,

�� ��� ���� �������� �������� �� Y [�] � � �� ���� � ����� �� ���������� � �������
������ ���

Y [Y [�]] =
�

p ������ � p|Y [�]

p =
�

p ������ � p|�
p = Y [�].

�� L(X,n, Y, i)&i �> n&Y [i]&i� = i+1 �= 1 ⇒ L(X,n, Y, i�)� ������ ��� ���� i �> n� �� i ≤ n
� ������������ i� = i + 1 ≤ n + 1� ������ ��� ���� Y [i] �= 1� �� �� P (Y, i, i) ������ ��
i ��� ����� ������� �������� �� i� ����� i �� � ������� ������������ �������� �����
�������� �� i �� ����� �������� ����� �������� �� i+ 1 = i�� ���� ��������� ���

P (Y, i, �) ⇐⇒ Y [�] =
�

p<i � p ������ � p|�
p ⇐⇒ Y [�] =

�

p<i+1 � p ������ � p|�
p

⇐⇒ P (Y, i+ 1, �) = P (Y, i�, �).

����� �������� ����������� �� L(X,n, Y, i�)�

�� L(X,n, Y, i)&i �> n&Y [i] = 1&j = 0 ⇒ M(X,n, Y, i, j)� �������

��� i �> n� ������������ i ≤ n�

��� Y [i] = 1� ������ �� P (Y, i, i)� ����������� �� Y [i] ���� ������ �������� ��������
�� i� ������������ i � �������

��� j = 0� i ≤ n� ������������ 0 + i ≤ n+ i�

��� i|0� ������������ i|j�
��� j = 0� ���� �� ∀1 ≤ � ≤ j(P (Y, i+ 1, �)) � ��������� �� ��������� ������������

�������� n = 0 � ���������� ��� ���� ��������� ������� � ��������� �� ��������� ��������

�



��� L(X,n, Y, i) � � ����� ���� �� ∀1 ≤ � ≤ n(P (Y, i, �))� ����� � ������������ ��
∀0 < � ≤ n(P (Y, i, �))� � ����� �� ����� �� j = 0� ���������� � ���������� �������
�� M(X,n, Y, i, j) = M(X,n, Y, i, 0)�

�� M(X,n, Y, i, j)&j + i ≤ n&j � = j + i&Y �[j�] = Y [j�] ∗ i ⇒ M(X,n, Y �, i, j�)� ������
�������

��� i ≤ n� ������ �� M(X,n, Y, i, j)�

��� i � ������� ������ �� M(X,n, Y, i, j)�

��� i|j � j� = i+ j� ������������ i|j��
��� i+ j ≤ n� ������������ j� ≤ n� �������� i+ j� ≤ n+ i�

��� ����� �� P (Y �, i + 1, �) � ��������� �� � ≤ j ������ �� M(X,n, Y, i, j)� ����� ���
j < � < i+j = j�� ��� ���� i|j� �� i � |� � ������������ P (Y �, i+1, �) ⇐⇒ P (Y, i, �)�
��� ���� P (Y, i, �) � ����� �� M(X,n, Y, i, j)� �� ����� � � P (Y, i + 1, �)� ������
P (Y �, i+ 1, j�) ���� � ������ �������

P (Y, i, j�) ⇒ Y �[j�] = Y [j�]∗i = i
�

p<i � p ������ � p|j�
p =

�

p≤i � p ������ � p|j�
p ⇒ P (Y �, i+1, j�).

��� ������������ �� i � �������

��� �� � > j�� �������� P (Y, i, �) ⇐⇒ P (Y �, i, �)� ������������ M(X,n, Y �, i, j�)�

�� M(X,n, Y, i, j)&j + i �≤ n&i� = i + 1 ⇒ L(X,n, Y, i�)� ��� ���� i ≤ n� �� i + 1 ≤ n + 1�
���� �� ����� � ≤ max(j, n) ������ ���

P (Y, i+ 1, �), ����� P (Y, i�, �).

������� ��� n ≥ � > j� �� ��� ���� j + i > n � i|j� �� � �� �� ���� �� i � ������ �����

P (Y, i, �) ⇐⇒ P (Y, i+ 1, �), ����� � ������ ���� P (Y, i�, �).

� ���� � ���� ������ � ���������� � � ���� � ����������������

�



������ �� ���� Γ : F1 −→ F1 � ����������� ������� ���� ������������

Γ(f)(x) �
�
x+ 1, ��� x < 2
�f(x−1)

i=f(x−2) f(i), ��� x ≥ 2.

�� �� �� ������� �� Γ � ����������

�� �� �� ������� �� ��� fΓ � ����������� ���������� ����� �� ���������
Γ� ���

∀x ∈ N (!fΓ(x) =⇒ fΓ(x) � ����� �� �������� �� ��������).

���������� ��� �� ������� �������� ��������� �� �������� {an}n ��
���������

a0 = 0, a1 = 1

an+2 = an+1 + an.

�������� ����������� �� ��������� Γ �� ������� �����

Γ(f)(x) �





x+ 1, ��� x < 2
�f(x−1)

i=f(x−2) f(i), ��� x ≥ 2 & !f(x−2) & !f(x−1) & f(x−2) ≤ f(x−1)

¬!, � ���������� �������

���� �������� �� ���� �������� � ���������� ���������� �� ����������

�� Γ � ���������� �� ����� �� ������ ��� ������� f � g �� F1� �������

�� f ⊆ g� ������ �� �������� �� Γ(f) ⊆ Γ(g)�

��������� ���� x, y ∈ N �� ������ �� Γ(f)(x) � y� ������ �� ��������
�� � Γ(g)(x) � y�

� ��� x < 2. ������ Γ(f)(x)
��� Γ
= x+1 = y� ���� �� � Γ(g)(x) = x+1 = y.

� ��� x ≥ 2� ��� �������� �� Γ(f)(x) � y� ����� �������� �����������
�� Γ ��������� �� !f(x−2) & !f(x−1) & f(x−2) ≤ f(x−1) �

f(x−1)�

i=f(x−2)

f(i) � y.

� ��������� f(i) �� � ���������� �� ����� i = f(x − 2), . . . , f(x − 1).
������ f ⊆ g� �� � g(i) �� � ���������� �� ����� ������ i � ����� ����

g(i) � f(i) �� ����� i = f(x− 2), . . . , f(x− 1).

������� ��� �� ����� ����� �� g(x− 2) � f(x− 2) � g(x− 1) � f(x− 1)�

����� �� ������ �� � ����� ������ Γ(g)(x) � �g(x−1)
i=g(x−2) g(i)� ��������

Γ(g)(x) �
g(x−1)�

i=g(x−2)

g(i) �
f(x−1)�

i=f(x−2)

f(i) � y.

�

5



��� ���� x � y ���� ����������� �� �������� ������� ����� �� ������
���� �� Γ(f) ⊆ Γ(g)�

���� ���� Γ(f)(x) � y �� ����� x � y� �� �������� ��

∃θ (θ ⊆ f & θ � ������ & Γ(θ)(x) � y). ���

������ ����������� ����� ������ �� ����������� �� Γ�

� ��� x < 2. ��� Γ(f)(x) �� ������ �� f � ���� �� �� θ = ∅(1) ���������
��� �������� �� � � �����

� ��� x ≥ 2� ������� �������� �� Γ(f)(x) � y � ���� ������ �����

!f(x−2) & !f(x−1) & f(x−2) ≤ f(x−1) �
�f(x−1)

i=f(x−2) f(i) � y.

�� ������� k = f(x− 2)� n = f(x− 1) � �� �������

θ := f � {x− 2, x− 1, k, k + 1, . . . , n}.

���� �� �� ���� θ � ������ ������� � θ ⊆ f � ������ f � ���������� ���
������ ����� �� ����������� {x − 2, x − 1, k, k + 1, . . . , n}� �� � θ �� �
���������� � ���� ����� � �� ��� ������ ��������� ���� f � �� ������

Γ(θ)(x)
��� Γ�

θ(x−1)�

i=θ(x−2)

θ(i) �
f(x−1)�

i=f(x−2)

f(i) � y.

���� ����������� �� ��������� ��� � ��������� �� ���������� x � y�
����� �������� ��������������� �� ������������� �� ��������� Γ�

�� ���� f � ���������� ���������� ����� �� Γ� ���� �� ��� � ����������

f(x) �
�
x+ 1, ��� x < 2
�f(x−1)

i=f(x−2) f(i), ��� x ≥ 2.
���

�������� �� ��� x = 2 �� ���� f �� ������

f(2)
(2)� Γ(f)(2)

��� Γ�
f(1)�

i=f(0)

f(i)
(2)�

2�

i=1

f(i) � f(1) + f(2).

� ����� ����� �� f ������ �� � ��������� f(2) � f(1)+f(2)� ���� ������
�������� �� ���������� �� ������������ fΓ(2) ���� �� � ����������� �
����� ���� �� �� ���������� � fΓ(x) �� ����� x ≥ 2� �� �� �� ������
��������� �� ���� � ����� ���� �������� ��������� �� ���������������

������ �����

fΓ =
�

n

Γn(∅(1)).

�
6



�� ������� fn := Γn(∅(1)). ���� ���������� ������������ �����

f0 = ∅(1)
fn+1 = Γ(fn),

������������� ��

f1(x) � Γ(∅(1))(x) ��� Γ�
�
x+ 1, ��� x < 2

¬!, ��� x ≥ 2.
���

����� �� f2 = Γ(f1) �� ��������

f2(x) �
�
x+ 1, ��� x < 2
�f1(x−1)

i=f1(x−2) f1(i), ��� x ≥ 2.

(3)�





x+ 1, ��� x < 2�2
i=1 f1(i), ��� x = 2

¬!, ��� x > 2

(3)�





x+ 1, ��� x < 2

f1(1) + f1(2)� �� �
¬!

, ��� x = 2

¬!, ��� x > 2,

��� ��������

f2(x) �
�
x+ 1, ��� x < 2

¬!, ��� x ≥ 2.

��������� �� ����� ������������ f1 � f2 �� ������ ��������� �����
������ ������� �� fΓ = f1� ����

fΓ(x) �
�
x+ 1, ��� x < 2

¬!, ��� x ≥ 2.

�� ���� ������� �������� ������������� ��������� �� �������� ���

�

7



������ �� ���� R � �������� ���������� ���������

F (X,Y , Y )� �����

F (X,Y , Z) = �� Y > X ���� 0 ���� F (X,Y ∗ Z,Z) +G(X,Y )
G(X,Y ) = �� X < Y ���� 0 ���� 1 +G(X − Y , Y )

�� �� ������� ���

∀n, p ∈ N(!DV (R)(n, p) � p ������ ⇒ pDV (R)(n,p)|n! � pDV (R)(n,p)+1 � |n!).

�������� ������ ����������� ���� � ������� ������� ����� ����� �� �����������
�������� � �� � ����� �� ������ ����� � ����� �� ������� ���������� ������������
��������� ������� �� �������

�� ����� ����� �����������

�� ����� ���� ��� ���� � ���������� ����� ������ �� �������������

�� ��� ���������� �� ������

� ���� ��������� �� ������� �� ������� ������� ������� � ���������� ������ �� �������������
���� �� ������� �������� G(X,Y )� �� ������� ������� ��������� �� ������ �� � �������
����� ����������� ������ �� ������ ������� ��������� ������� ���� Y �� ������� � X� �
���� ���� �� �� ������ �� �����������

g(x, y) �
�
x

y

�
.

�������� ����� ����� ��������� G� ��������� F ���� ����� ��������� �� ������ �����
��������� �� g(x, yzk)�

f(x, y, z) �
�
x

y

�
+

�
x

yz2

�
+ . . .

�
x

yzk

�
. . . .

������ ������� ��� �� ������ ������ ������ ��������� ���������� ���� ���� ������� �� ����
������� ������ yzk ≤ x� �� ������������� ������ ������ ������ ���� �� � ������� ������

������� ��� y �= 0 � z > 1� �� ���� ���� ������� ��������� yzk > x� ������ ���������
�

x
yzk

�

������ ����� ����� ����������� ���� �� ������������ ���������
� ������� ������������ �������� �� ������ �� ���������

��� M =

∞�

k=1

�
n

pk

�
�� pM |n! � pM+1 � |n!.

������ � ����� M � �������� �� p � ����������� ��������� �� n!� ���� �� ������������
�����

�� ���� � α(k) ������� �������� �� p � ����������� ��������� �� k� �α(k) = 0� ��� p ��
���� k��

�� ������ ������ �� �������� �� M = α(n!)�

������������������ ������� �� ���������� �� ������� ���������� ������������ ����� � ������ ����

��������� ������ ���� ������������ ������� �� � ��������
�������� ��� ������ ����������� ���� �� ������ � ���� ����� � �� ����� ����� ������������ ������

������� �� ������ ��������

�



�� �� ��� ���� n! = 1.2. . . . .n� ���

α(n!) = α(1) + α(2) + . . .α(n) =

n�

k=1

α(k).

�� ���� �� ���������� �� α(k) ≥ α� ����� ������pα|k� �� �������� ����� �� �������� ���
����� �� n � �� ����� �� pα �� ������

�
n

pα

�
.

�� ���� ��������

α(n!) =

n�

k=1

α(k) =

n�

k=1

α(k)�

α=1

1 =

∞�

α=1

�

1≤k≤n
α(k)≥α

1 =

∞�

α=1

�
n

pα

�
= M.

������ ������� ������������ ������ �� �������� �� �� DV (R) � � ����� ���

∀n,m ∈ N(!DV (R)(n,m) � m > 1 ⇒ DV (R)(n,m) =

∞�

k=1

� n

mk

�
).

���� �� �������� ����� ���� ������������� ������� ����������� �������� �����������
������������� ������� �� �����

�� �� ����� �� ����������� � ���������� R ���������� �� ���� ��������� ����������

Γ : F3 ×F2 → F3 � Δ : F3 ×F2 → F2

Γ(f, g)(x, y, z) �
�
0, ��� y > x

f(x, yz, z) + g(x, y), �����,
Δ(f, g)(x, y) �

�
0, ��� x < y

g(x− y, y), �����.

�� ������ �� (Γ,Δ) : F3 × F2 → F3 × F2 � ����������� �������� �� �������� �� ����
(F3 × F2,⊆, (∅(3), ∅(2))) � ��������� �� ��������� �� �������������� ��� ���������
���������� ����� (f∗, g∗)� ��� �����

DV (R)(n,m) � f∗(n,m,m).

�� ���� �� ����� �� ����� ����������� ����� ���������� � ��������� ����������� ��
���� �������� �� ��� �������� ����������� ���� �������� ���� �� �� �����������
����� �� �� ��������� ��� ������� �������� ��� m = 0, 1�

P : F3 ×F2 → {true, false} � Q : F3 ×F2 → {true, false}

P (f, g) ↔ ∀n,m, r ∈ N(!f(n,m, r)&m > 1&r > 1 ⇒ f(n,m, r) =

∞�

k=0

� n

mrk

�
)

Q(f, g) ↔ ∀n,m ∈ N(!g(n,m)&m > 0 ⇒ g(n,m) =
� n

m

�
).

�� ��� ���� P � Q �� �� ��� �������� ����������� �� �� �� ������������� ������������
� ������� ����������

R(f, g) ↔ P (f, g)&Q(f, g)

���� � �������������

�



�� �� �������� �� (Γ,Δ) � R �������������� �������������� �� ��������� �� �����

��� (Γ,Δ) � ����������� �������� � (F3 × F2,⊆, (∅(3), ∅(2)))� �� ���� ������������
��� ��������

��� R � ������������� ��� ��������

��� R(∅(2), ∅(3))� ��� ���� P � Q �� �� ��� �������� ����������� �� P (∅(2), ∅(3)) �
Q(∅(2), ∅(3)) �� ������������� �� ��������� ������������ ������������R(∅(2), ∅(3)) =
true�

��� R(f, g) ⇒ R((Γ,Δ)(f, g))� ���� R(f, g) � f � = Γ(f, g) � g� = Δ(f, g)� �� ��������
�� � R(f �, g�)�

�� P (f �, g�)� ���� f �(n,m, r) � ���������� � m, r > 1� �������

• n < m� ������������� �� ���� ������� f �(n,m, r) = Γ(f, g)(n,m, r) = 0�
�� ������ n < m � ��� ���� r > 1� �� � n < mrk �� k ≥ 0� �������������

n
mrk

�
= 0 �� k ≥ 0� �������� ��

f �(n,m, r) = 0 =
∞�

k=0

� n

mrk

�
.

• n ≥ m� �������

f �(n,m, r) = Γ(f, g)(n,m, r) � f(n,m ∗ r, r) + g(n,m).

��� ���� ������ ������ � ����������� �� ���������� � � ������� �������
������������ !f(n,m ∗ r, r) � !g(n,m)� ��� ���� m, r > 1� �� m ∗ r > 1 �
�� P (f, g) ������������ ���

f(n,mr, r) =
∞�

k=0

� n

mrrk

�
=

∞�

k=1

� n

mrk

�
.

���� ���� �� ����� �� !g(n,m) � m > 1� �� �� Q(f, g) ����������� ���

g(n,m) =
� n

m

�
.

���� � ����� ���

f �(n,m, r) = f(n,m ∗ r, r) + g(n,m) =

∞�

k=1

� n

mrk

�
+

� n

m

�
=

∞�

k=0

� n

mrk

�
.

� ���� P (f �, g�) � ���������

��� Q(f �, g�)� ���� g�(n,m) � ���������� � m > 1� �������

• n < m� ������ �� ���� ������ g�(n,m) = Δ(f, g)(n,m) = 0� �� ������ ���
���� n < m� ��

�
n
m

�
= 0�

• n ≥ m� �������

g�(n,m) = Δ(f, g)(n,m) � g(n−m,m) + 1.

��� ���� ������ ������ � ����������� �� ��� ������ � ������� �������
��� ���� m > 1� �� �� Q(f, g) ����������� ���

g(n−m,m) =

�
n−m

m

�
=

� n

m
− 1

�
=

� n

m

�
− 1.

��



���� � ����� ���

g�(n,m) = Δ(f, g)(n,m) � g(n−m,m) + 1 =
� n

m

�
− 1 + 1 =

� n

m

�
.

� ���� ������������ �� Q(f �, g�) ���� � ������

��� �� ��������� �� ���� ������������ ��R(f∗, g∗)� ������ (f∗, g∗) ���� �����������
���������� ����� �� (Γ,Δ)�

�� �� ��� � ������ �� P (f∗, g∗)� ������

∀n,m, r ∈ N(!f∗(n,m, r)&m > 1&r > 1 ⇒ f∗(n,m, r) =

∞�

k=0

� n

mrk

�
.

����� ����������� �� ��� p � ������� � �������� p > 1� � !f∗(n, p, p)� ���

f∗(n,m, r) =

∞�

k=0

�
n

p.pk

�
=

∞�

k=1

�
n

pk

�
.

� ���� ��������������� � ���������� ������ ���������� ��������� ���

∀n, p ∈ N(!DV (R)(n, p)&p � ������ ⇒ DV (R)(n, p) =

∞�

k=1

�
n

pk

�
).

��


