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I'nmasa 1

AxcuomaTunyna cucrema Ha Zermelo-Fraenkel (ZF)

1A. E3uk u jJornyecku akCMOMU

EsukbT Ha TeopusdATa HU Ce CbCTOU OT:

e VHIWBHUIHU IIPOMEHIUBH: &, b,c,...,X,y,z, A, B,C,..;
e J(Ba JBYMECTHU NPEIUKATHU CUMBOJIA: = U €;
® JIOTHUYIECKHU CUMBOJIM: —, V, A,—, <>, V, 3;
e nomontHu cuMBoa: (, ), |, |;
(1) (Vx)[x =x];
(2) (VX)(VY)[(x=y) = (y =x)];
(3) (Vx)(Vy)(V2)[(x=y) & (y =2) = (x=12)];
(4) (Vx)(VX)(Vy)[(x =x) & (x' €y) = (x € y)];
(5) (YVx)(VY)(VY)(xey) & (y=y) = (x ey

1B. Akcumomaruka Ha cucremara ZF

B 1031 pasiesr nociie[0BaTeHO I1e BbBEIeM aKCHOMUTE Ha CHCTeMAaTa
Ha Zermelo-Frenkel (ZF). I[Ipu nobaBsiHeTo Ha HOBa aKCHOMA IIE PA3CHIK-
JlaBaMe 110 KaK'bB HAUNH Ce Pa3NIupsiBa BCeJleHaTa Hil 0T MHOXKecTBa. Karo
HAYaJI0, HCKaMe Ta3n BCesleHa Jla He ObJie IpasHa.

Axkcuoma 1. Couecmeysa none edrno mnooicecmso.
(Fz)[z= af.

Pasbupa ce, or Tazm akcrnoMa He MOXKEM Ja ChINM HHUIIO KOHKPETHO
3a ToBa MHOXecTBO. Hero noBede, Bce ollle HE CMe B ChCTOSTHHE JIa Pa3-
JIMIUM JTaJId B HaIllaTa BCEJEHa MMa, PA3/JIMIHI MHOXKECTBa. 1oBa, obade,
HU JaBa cjaeaBalara akcrnoMa. Cropes Hesl, eJHO MHOXKECTBO HAIIbJIHO Ce
OIrpeesis OT ChAbLPXKUMHATE B HETO €JIEMEHTH.

Axcuoma II (3a obemuoct). Axo dee mmooicecmea umam ednu U CouU
eneMeRMU, Mo me ca PasHU.

Vo) Vy)[Va)[z€ x4+ z€ 9y — z =yl
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2 1. AKCUOMATHUYHA CUCTEMA ZF

Pasbupa ce, BapHO € m 0OpPATHOTO, & UMEHHO, Y€ aKO JIBe MHOXKECTBA
ca paBHM, TO Te WMAT €HU U CbIn ejeMmenTn. [leitcTBuTento, Heka X = y.
Heka z e npousBosen ejxement na X. Taka numame z € X 1 X = ¥, OTK'bJIETO
MOCIeHATA OT JIOTUIECKUTEe aKCUOMHU HU JaBa, 1de 7 € y. CremoBaTesHo,
BCEKH €JIEMEHT Ha X € TaKbB 1 Ha y. [1o aHATOTHYIeH HAYMH Ce TOKa3Ba M,
e BCEKU eJIEMEeHT Ha y € eleMeHT un Ha X. CiemoBaTesHo,

Vx)(Vy)[Vz)zex+zeyl < x=Yy]

[To-HaTaTbK, aKO X U Y Ca MHOXKECTBA, ITe U3IM0I3BaMe O3HAUYCHHUETO
x C y 3a Ja yKayKeM, 9e BCEKH eJIEeMEeHT Ha X € TaK'bB U Ha Y,

xCy= (Vz)zex—zeyl.

Yupaxkuenue 1B.1. Jloxaosceme, we t=y<+> zC y & y C z.

W3monsBaitki, caMO TOPHUTE JIBe aKCHOME HE MOXKEM Ja KayKeM MHO-
ro 3a BCeJieHaTa HU OT MHOXKeCTBa. B JiefiCTBUTEIHOCT, CMe HEeCHoCOOHH
HUTO JIa JIOKAaZKeM, HUTO JIa OIPOBEPraeM ChIIeCTBYBAHETO Ha IIPA3HO MHO-
»kecTBo. Hamcruna, ropHuTe aKCHOME HMAT MOJIEJ BCEJIEHA, ChCTOSIIIA Ce
eJIMHCTBEHO OT eJIHO IIPA3HO MHOXKeCTBO (T.e. 6e3 ejmeMeHTH). B cbInoro
BpeMe, UMaT U MOJIEJ BCEJIEHA, ChCTOSINA Ce OT €JHO €JIUHCTBEHO MHO-
’kecTBO (), KOETO OT CBOsI CTpaHa MMa cebe CH KaTO €JMHCTBEH eJIEMEHT,
Q € Q. Ho raka u ) e Moxke j1a 6bjie IpasHo.

1B. AkcuomHa cxeMa 3a OTAeJISTHEeTO

KakTo Bugsgxme Bede, ako ¢(X, U) € TEOPETUKO-MHOXKECTBEHO CBOICT-
BO (TyK U = uj,usg,...,U,), TO B OOIIHUs Caydaii He MOXKEM Jia OYaKBaMe
OTﬂeﬂﬂﬁKH MHO2KeCcTBaTa, yﬂOBHeTBOpHBaH_H/I SO, 1a HOHyLH/IM MHOZKECTBO.
CilenpamaTa akCHOMHA CXeMa HH rapaHTupa, obade, e OTIeJIANKE OT Ja-
JI€HO MHOXZKECTBO A €JIEMEHTUTE MYy, yﬂOBﬂeTBOpHBamI/I SO, TO OTHOBO IIIe
HOJIyLH/IM MHO>KECTBO.

3a BCSIKO TEOPETUKO-MHOYKECTBEHO CBOMCTBO (X, U) BbBEXKIAME CJIe/I-
HATa aKCHOMA.

Axcuoma III (p, akcrnomua cxema 3a otnensinero). Hexa A, uy, ug, . . ., Uy
ca mmoorcecmea. To2asa CoULELCNEYEA MHOHCECTNGO, YUUMO EAEMEHMU Ca
onesu eaemenmu wa A, 3a Koumo ceoticmeomo o(z,).

VA Vur)... Yun)(3B)(V2)[z€ B+ ¢(z,u) & z€ Al

Hemio moseue, akcmomara 3a 00eMHOCT HU JlaBa, Y€ CIOMEHATOTO IIO-
rope MHOKECTBO € U €JIMHCTBEHO.
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Tebpaenuune 1B.1. [Ipu gurxcuparu ¢, A u T uma eduncmeeno MHoHcec-
meo B maxosa, we (V2)[z€ B+ p(zu) & z€ A].

Zloxazameacmeo. Heka By u By ca MHOXecTBa, 3a KOUTO € UBIIbJIHEHO

(Vz)[z € By <> ¢(z,7) & z € Al n (Vz)[z € By <> ¢(2,7) & z € A]. Heka

z ¢ nmpousBosHo MHOKecTBO. Heka z € By. Ho z € By <> ¢(z,u) & z € A.

Caenosarenso, ¢(z,u) & z € A, orkbjero z € Bo. -
ToBa enuHCTBEHO MHOXKECTBO B 11e 6esiexkum c:

B={z | ze A& p(z,u)}.

1B.1. CwhbinecTByBaHe U €JMHCTBEHOCT HA IPA3HO MHOXKECT-
Bo. JlobaBsiHeTO Ha aKCHMOMHATA CXeMa 3a OTEJIsTHETO Bede HU rapaHTH-
pa CbIIECTBYBAHETO HA MHOXKECTBO 0e3 ejiemeHTH. [leficTBUTE/HO, CbI-
JIACHO aKCHOMAaTa 3a CbIIeCTBYBaHe, UMa IIOHE eJHO MHOKecTBO. Heka C
e takoBa. [la pasriegame cBoiicTBOTO ¢(X) = X # X. CbIylacHO mpe/-
XOZHOTO TBbBP/JEHHEe, CbIIeCTByBa €IMHCTBEHO MHO2KECTBO B TaKOBa, Y€
(Vz)[z € B <3 z € C & ¢(z)]. llle nokaxewm, 1ye (Vz)[z ¢ B]. Ba nes-
Ta, HEKa 7 e MPOU3BOJHO MHOKecTBO. [la nomychem, ue z € B. Torasa
z € C & p(z), re. z € C & z # z. Ilporusopeune ¢ wbpBaTa OT JIOIHYEC-
kure akcuomu. CiienoBarenno, z ¢ B. Tbit karo z Gere IpOU3BOJIHO, TO
(Vz)[z ¢ B].

Taka moJiyanxme HAJTUYAETO Ha IIPA3HO MHOXKECTBO B HaIllaTa BCeJIe-
Ha. Bb3MOKHO ji e, obade, TpbIrBaifikKu OT JPYyro HaYaaHO MHOMKECTBO
U OTJEJAII0 CBONCTBO Jla MOJIyYMM Pa3JUdIHO OT B Ipa3sHOo MHOKECTBO?
OTHOBO akcroMaTa 3a OGEMHOCT HU JlaBa €IMHCTBEHOCT HA MHOXKECTBOTO
6e3 enementu. /leiicreurento, neka By u By ca TakuBa MHOXKeCTBa, 4e
(Vz)(z ¢ B1) u (Vz)(z ¢ Ba). ToraBa 3a npon3BOJIHO 7z € U3II'bJIHEHO, 9e
z € By < z € By. CrenoBarento, muoxkectBaTa B; u By ca papum.

Taxa mosyauxme, ge (3'B)(Vz)[z € B|. 3a nanpes, kakTo e obutaiino,
1ie 6eJIesKUM TOBa €JIMHCTBEHO [IPA3HO MHOXKeCTBO ¢ &. Tbil KaTo & HsMa
HUKAKBU €JIEMEHTH, TO 3& BCIKO MHOXKECTBO A,

(Vx)[x € @ = x € Al

OTK'bJIETO
o CA.
OxkasBa ce, Ye HaIllaTa aKCHOMaTHIHA CHCTEMA € BCe OIlle MHOTO HeTHa
— OCBEH IIPA3HOTO MHOXKECTBO He € Bb3MOYKHO JIa Ce JIOKaKe WU OIPOBEP-
rae HaJUIHeTO Ha APyru MHO)kecTBa. JleficTBUTEIHO, HE € TPYIHO 118 ce
IIPOBEPH, Y€ BCeJIEHATA, ChCTOAIIA Ce eIMHCTBEHO OT IPA3HOTO MHOXKECTBO
€ MOJIeJl Ha TOPHUTE aKCHOMU.
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1B.2. MHoxecTBOTO Ha BCHYKM MHOXKecTBa. lsmnosnssaiin ma-
pazokca Ha Phcell M akCHOMHATA CXeMa 3a OTHEIsTHe, MOXKEM J1a TTOKa-
JKeM, de B HaIllaTa BCEJIeHA He MOXKE Ja CDLINECTBYBa OOEKT, ChbIbpPIKAlll
KaTo ejeMeHTH Bcuuku obekTu. C Ipyru IyMu, He CbIIeCTBYBa MHOMXKEC-
TBO Ha BCHUYKU MHOXKECTBA,

—(3IB)(Vx)[x € B].

3a Ja j0KaxkeM TOBa, Ja JolycHeM nporusHoTo. Heka Torasa B e Takosa
MHOXKecTBO, 4Ye (Vx)[x € B]. CbriacHo akcnoMHaTa cxeMa 3a OTJIEJISTHETO

R={x | xeB&x¢x}

e MHOKeCTBO (OT/Ies1siMe OT B BCHYKY eJIeMEHTH X, ChC CBOHCTBOTO X ¢ X).
He e tpysso na ce cbobpasm, e R € R <+ R € R, koero e nporusopetne.
CrenoBaresHo jonyckaneTo Hu e norpentso. Torasa —(3B)(Vx)[x € B].

1B.3. Omnepanuure N u \. Makap, ue Bce olrie He MOXKEM Jia rapaH-
THpaMe HAJUYIUETO Ha JIPYTO MHOXKECTBO OCBEH &, MOXKEM JIa JIOKAXKEM
3aTBOpeHocTTa Ha oneparwure N u \. Hancruna, neka A u B ca muo-
2KecTBa. Torasa, criopes, aKCHOMHATA CXeMa 3a OTJIEJISIHETO, ChINECTBYBA
MHOXKecTBO C KoeTo chabpxKa obiure 3a A n B enemenTu,

(Vx)[xe C+»xe A &xeB

ITonexke npunanexxkuocrra KbM C ce ompenesss OT yCIOBHE, 3aBUCEIIO
eJuHTBeHo oT A u B, To e gcHo, 9e MHOXKEeCTOBOTO OIIMCAHO OT TOBa CBOC-
TBO € eJUHCTBeHO. KaKTo e obndaiiHo, TOBa €JUHCTBEHO MHOXKECTBO I
6enexxuM ¢ A N B.

OTHOBO aKCHMOMHATa CXEMa 3a OTICJTHETO HU IaBa U HAJUYINETO Ha
MHOXKecTBO C, KOETO ChAbp:Ka OHE3U eJIEMEHTH Ha A, KOUTO ca U3BbH B,

(Vx)xeC+xeA&x¢B]

HOHG}KG IPUHAIJICZKHOCTTa K'bM TOBa MHO2KECTBO C€ OIIMCBa €JIMHCTBEHO
upe3 A u B, He e Tpy/HO Ja ce 3a0ejIeXKu, 9e TO € U €IMHCTBEHO. 3a HAIIPe/T
Ie O3HAYaBaMe TOBA €JIMHCTBEHO MHOXKECTBO 10 obuvaiinus nauun A \ B.

Heka cera A e muOoX)ectBO. B ciyuasi, koraro A # &, CbIecTBYy-
Ba €JIMHCTBEHO MHOYKECTBO B ChIbpIKAIlo TOYHO MHOYXKECTBATA, KOUTO Ca
€JIEMEHTH Ha BCEKM €JIMH OT eJIeMEHTHUTE Ha A,

(Vz)[ze€ B+ (Vx)[x € A =z ex].

EnuaCcTBEHOCTTA HA TOBA MHOYKECTBO CJIEJ[Ba OT TOBA, Y€ IPUHAIIEXKHOCT-
Ta KbM HETO € OIMCaHa Ipe3 ycaoBue 3apucerio camo ot A. CbimecTByBa-
HETO MY ITbK, IPOM3THYA OT aKCMOMHATa cxeMa 3a 3aMmsiHa. Heka xg € A
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e npoussoJieH. Torasa, UMa €JMHCTBEHO MHOYKECTBO
B'={z]zexo & (Vx)[x€ A —zex]}.

! o
JlupekTHaTa MIPOBEpPKa yCTaHOBsiBa, Ue B’ B HefiCTBUTESTHOCT CbIbpKa
caMO MHOYKECTBaTa, KOUTO Ca €JIeMEHTU Ha BCEKU €JIMH OT €JIeMEHTUTE Ha,
A. Tlo-naTaTbK, TOBa €IMHCTBEHO MHOXKECTBO IIe Oeseskum ¢ MA.

Vopaxkuenue 1B.2. Joxasiceme dopmanrio, we B = B'.

Kakgo, obaue, 1me craHe ako 3anasuM Tasu JeduHUIHs, Korato A =
@7 Nmame, e (Vz)[z € NA < (Vx)[x € @ — z € X]], KoeTo e eKBUBa-
aentro Ha (Vz)[z € NA]. C apyru jgymu, MHOXKeCTBOTO NG IIie ChIbPKa
KATO eJIeMEeHT BCsKO MHOXKecTBO. [Tociennoro, pasbupa ce, € Helo Koero
rokasaxme Karo HeBspHO. MoKeM Jia ocTaBuUM oneparnusita HejedbuHupa-
Ha BbDPXY &, ajla HAIMMAT U300p € Jla JOONpPEeIesuM ) BbPXy IPa3HOTO
MHOXKECTBO KaTo NI = J.

1T'. Axcuoma 3a uudra

C momoIra Ha cieJiBalnara akCuoMa, ChIIEeCTBEHO IIe Pa3IInPUM CBETa
Ha MHOXKecTBaTa. VIMeHHO, T e TapaHTHUpa, Y€ BCEKU MOJEs Ha aKCHO-
MHUTe TpsiOBa Ja ChIbpKa 6€36poti MHO20 MHOXKECTBA.

Axcuoma IV (Akcnmoma 3a undra). 3a ecexu dee mmoocecmea a u b
cowecmeysa mHoocecmso A, usmesrcdy wuimo enemenmu ca a u b,

(Va)(Vb)(FA)ac A & be Al

OTTyK, ¢ TOMOITA HA AKCHOMHATA CXEMa 3a OTJIe/IsTHE, MTOJIyaBaMe, de
nMa €IJMHCTBEHO MHOXKECTBO, KOE€TO CbIAbpzKa TOYHO a 1 b
Teopaenune 1I'.1. 3a scexu dee mmoorcecmesa a u b, csuwecmsysa edun-
cmeeno muooicecmso A maxosa, e
Vo)ze Avz=a V z=10).

Zoxaszameacmeo. Heka a u b ca npousBosnu u B e TakoBa, ye a € B u
b € B. Heka ¢(z,a,b) = z =a V z = b. ToraBa akcnomuara cxema 3a
OT/IEJISTHETO TIPUJIOYKEHA 38 (0 HU TapaHTUPa HAJIMIUETO HA MHOXKECTBOTO

C={z | ze B & ¢(z,a,b)}.

Torasa (Vx)[x € C 4+» x =a V x = b|. Haucruna, neka X ¢ Ipou3BOJIHO
muoxkectBo. Heka x € C. ToraBa x € B & ¢(x,a,b), B yacraocr x =
a V x =Db. Heka obparno x =a V x = b. Torasa x € B & ¢(x,a,b) u
raka x € C.
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EmmucTBeHOCTTA Ha TOBA MHOXKECTBO CJIEABA OT aKCHOMATa 3a 06eM-
HOCT M paKTa, Ue YCIAOBHETO 38 IPUHAIJIEKHOCT KbM HETO 3aBHCH CAMO
oT a u b. =

3a Hallpe/l, TOBa €IMHCTBEHO MHOXKECTBO Ille HapudaMme wu@m Ha a 1
b u me Genexum ¢ {a,b}. Ako a = b, ro undra {a,a} me oznauasame c
{a}. Tosu undr me HApUUAME CUH2AEMON HA A.

O6bpHere BHUMaHUe, Y€ ,,X € CUHIJIETOH® € M3Pa3uMO B €3MKa Ha Te-
Oopusd Ha MHOXKeCTBaTa:

x e cuHIeToH < (Ja)[x = {a}] & (FJa)(Vz)[z € x <> z = a.

Yupaxkueune 1I'.2. Joxasiceme, we 3a ecexu dee mmoxcecmea A u B,
e 6 cuna, we AN B=nN{A, B}.

Akcromara 3a undTa U HAJTMIUETO HA TPA3HO MHOXKECTBO, HU TapaH-
THpAT Y€ B HaIllaTa BCEJIEHA IIPUCHCTBAT U MHOXKECTBATA

(o}, {{oih {{at} (e

Ha zabenexum, e & # {J}, nonexxke & ¢ &, vo @ € {@}. llo comus
naunh, {{@}} He e paBHo HuTO Ha &, HuTo Ha {J}. {{{D}}} HE e paBHO
HUTO Ha &, HUTO Ha {J}, HuTO Ha {{J}}. PaschxkaaBaiiku aHaJIOrMIHO,
MOZKe JIa CE BHJIH, Y€ BCHYKU MHOYKECTBA OT MOPHATA PEJIAIA €A PA3JINIHH
nomezk ity cu. Ciie/oBaTesIHO, BCKA BCEJICHA, Y/IOBJIETBOPSIBAIIA AKCHOMHE-
Te, TpsAOBa M1a CbIbprka 06e30poit MHOTO MHOKECTBA.

yBI/I, aKCHoOMHUTE J0 MOMEHTa He Ca JO0CTaTb4iHHU, 3a Ja rapaHTHpaT
HaJIMYINeTO Ha Oe3KpaifHO MHOXKEeCTBO. BChIMHOCT, MOYKEM e€TUHCTBEHO 114
rapaHTupaMe, HaJM4uero Ha MHOXKeCTBa C He [oBede OT J[Ba eJIeMHTA.

1I'.1. Hapenenu asoiiku. Tbit kKaTo, 10 akcmoMara 3a 00EMHOCT,
BCSIKO MHOKECTBO €/HO3HAYHO CE OIpeJIe/isi OT CBOWTE €JIEMEHTH, TO BHU-
Haru 9udTbHT Ha a U b e chimuaT Kato To3u Ha b u a, {a,b} = {b,a}.
M3HUKBA BBIPOCHT JaJi MOKEM B TEDMHUHHUTE Ha TEOPHs Ha MHOXKECTBa-
Ta Jla OIPEJIEJIUM IIOHSTHETO Hapedena J601Ka, T.e. TAK'bB 00EeKT, B KOHTO
OCBEH eJIEMEHTHTE My, OlpeJesAl € u Texuus pea. C apyru gymu, Mo-
JKEM JIH JTa OIIPEJIEJIMM KaTO MHOYKECTBO (3aBHCEIIO OT X 1Y), 00eKT (X, y)
TaK'bB, Ye:

(xX1,y1) = (X2,¥2) <+ X1 = X2 & y; = ¥o.
OrroBopbT, pa3bupa ce, € MOJOXKUATEJIEH U UMa MHOro pernerune. Hue
TYK IIle B3eMeM TOBa, JajieHo or Kuratowski.

Onpenenenne 1I.3. Hapedena 060tika na MHOMCECMBAMA T U Y We HA-
pusame mmoocecneomo {{z},{z, y}} u we osnavasame c (z,y).
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Tebpaenue 1I.4. 3a scexu wemupu MHOHCECMBA X1, T2, Yy, Yo,

(w1, 01) = (22, 49) <> 11 = 12 & Yy = Yo

Jlokasamencmeo. (<) Heka x1 = xo u y; = y,. Torasa {x1} = {xo} u

{x1,y1} = {x2,v2}, orxbaero {{xa}, {x1,y1}} = {{xo}, {x2,¥2}}.
(—) Heka (x1,y;) = (X2,¥2). AKO X1 = ¥, TO

(asyn) = {{aty = {{x2}, {x2, ¥2}}-

Torasa (x2,y5) CbIno TpsibBa aa € egHOeIeMeHTHO, T.e. {X2} = {X2,¥2},
OTKBJETO X3 = yq. Taka {{x1}} = {{x2}} n, crenosarenno, x; = y; =
X2 = Yo

Ako mbK X1 # yy, To {X1,y;} € JIByeJIeMEHTHO W, CJIeIOBATEJHO,
{x1,y1} = {x2,y2}, 3amoro He Moxe na Gbiue paBuo Ha {x}. Torasa
ocraBa {x1} = {xX2}, orkbreTo X; = x9. Taka mosyuasame, {x1,y;} =
{x2,y1} = {x2,¥2}, OTKBACTO HaMUpaMe u, Te y; = yy.

CreaBamiaTa akCHOMA 1€ PA3IIHPH OIIe MAJIKO CBETA HH, KATO 3a BCs-
KO €CTECTBEHO TIHCJIO N HU TapaHTHpa HAJIMINETO Ha MHOXKECTBO C TOTHO
N eJIeMEHTA.

Axcuoma V (Akcnoma 3a obegunennero). 3a ecako mmoocecmeo A co-
ULLCNBYBA MHONHCECMB0 B, makosa we 6CuMKy esemMermu Ha enemenmume
na A ca nezosu esemenmu,

VA EB)NVr)Vylrey& ye A -z € B.

OTHOBO, MU3MOI3BAMKNA aKCUOMHATA CXEMa, 38 OTIECJISHETO, MOXKEM 1A
MOJIy9MM MHOXKECTBOTO, KOETO €€ ChCTOM TOYHO OT E€JIEMEHTUTE Ha, €JIe-
MeHTHATE Ha A.

Teopaenune 1I.5. 3a scaxo mmooicecmso A, cowecmeysa eduncmeeno
MHosicecmeo B, makosa ue:

(V2)[z€ B+ 3y)lye A & z€ y].

Hoxazameacmeo. Heka A e mpouszBosHo MHOXKecTBO. Heka C e HsIKak-
BO MHOYKECTBO, KOETO ChIIbpxKa ejieMeHTHTe Ha ejemenTure Ha A. Heka
0(z,A) = (Jy)[z € y & y € A]. Ornensiiku or C, oHe3n eJIEMEHTH, Y10B-
JleTBOpsiBaIy (o, mostydaBame MHokectBoro B = {z | z € C & (y)[z €
y &y € Al}.

Hexka z e mpoussosrHO MHOXKecTBO. Heka mbpso z € B. Torasa mmame,
ez € C& (Jy)zey &y € Al Buacrnocr (Fy)[z €y & y € A]. Heka
cera umeme, de (y)[z € y & y € A]. Torasa z e esiemenT Ha ejleMenT Ha A
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u, cirenosaresno, e enxement n Ha C. Torasaz € C & (y)lz ey &y € A],
otkbaero z € B. [lonexe z Gere mponsBoOJIHO, TO

(Vz)[ze B+ 3y)ly e A & zey].

fcHo e cbimo, Mo akcmoMaTa 3a 06EMHOCT, 9€ aKO UMaMe JIBE MHOXKEC-
TBa, IPUHAJIEZKHOCTTA K'bM KOUTO € OIpeesIeHa O-TOPHUS HAYHH, TO T
HEeIIPEMEHHO C'bBIIaJIAT. =

[To-HaTaTbK TOBa €IMHCTBEHO MHOXKECTBO IIe O3HavuaBaMme upe3 UA.

Yupaxkueumne 1I'.6. Joxasceme, we 3a ecexu dse mmoocecmea A u B,
e 6 cuna, we (Vz)[re U{A,B} <> z€ A V z€ B].

3a Hampej, Ie u3IoJ3BaMe obudaiiHoro o3Hadenue A U B BmecTo
U{A, B}.

KakTo BHzsIXMe [0-PAHO JIOI'bJIHEHHETO Ha & (T.e. CbBKYIIHOCTTA HA
BCUYKHM MHOYKECTBA U3BbH &) HE NPEJICTABJISIBA MHOKECTBO, 3aIl0TO MHA~
Je O6U ChbIbPXKAIO BCIKO MHOXKECTBO. AKcHoMara 3a OOCIMHEHUETO HU
IIO3BOJIfZIBa Ja PAa3IIMPHUM TO3U pe3yJiTaT, KaTO ITOKazKeM, Ye Oollepalirsd 3a
JIOI'bJIHEHNE He MOXKe Ja ObJie nedpuHupaHa B HAIIATA BCEJIEHA.

Tebpaeune 1I.7. 3a nukxoe mroorcecmeo A He cauecmeysa MHoscecm-
60 A maxosa, ue
(Vo)ze A zg Al

Jloxazamencmeo. Ja nomycneM, ue A m A ca TakuBa MHOMKECTBA, de
(Vx)[x € A <> x € A]. Torasa, 10 akcuomute 3a dndra u 06eMHEHIETO,
V = U{A, A} ornoso e muoxkecTBo. He e Tpymmo ma ce chobpasu, ge V
CbIbPrKA BCIKO MHOXKeCTBO. IIpoTruBopeune. -

Cera ja BUIUM, Ye aKCHOMATa 3a O0eIMHEHHeTO I'apaHThpa, Je B Ha-
[mara BCeJeHa UMa MHOXKECTBO C 7 €JIeMEHTa 33 BCSIKO €CTECTBEHO UHCJIO
n. 3a n = 0, Ipa3HOTO MHOKECTBO & BbpIIM pabora. [la ozHaunm 0 = &.
Slcno e, ye 0 He ¢bBHAA ¢ HUKOIL CBOIl esleMeHT. [la IIpe/IIoIoKuM, Je 32
HSIKOE 70, CMe€ IIOCTPOMIN MHOYKECTBO T, C M eJIEMEHTA, KOeTO He ChbBIaIa ¢
HUKOI cBOit estement. Jedunupame muozkecrsoro n + 1 = nU{7m}. Torasa
n+ 1 numa n + 1 eseMeHTa U He CbBIa1a C HAKOI CBOWA €JIEMCHT.

1/1. Akcuoma 3a CTEIIEHHOTO MHOXKECTBO

Axcumoma VI (Akcnmoma 3a CTEIEHHOTO MHOXKECTBO). 34 6CAKO MHO-
orcecmso A, Cowecmeysa makxosa MHONCECMBO, CPed HUUMO eACMEHMU
€O BCUNKU MOOMHONMCECTNBA Ha A,

(VA)3B)(Vz)[xrC A— z € Bl
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KakTo m mo-pano, M3moyi3Baiikm akCHOMHATa CXeMa, 3a OTJIEJISHETO,
MOXKEM JIa [TOKarKeM, Ue 3a BCSIKO MHOMXKECTBO A CbIIECTBYBa €IUHCTBEHO
MHOXKECTBO B, ¢bCTOSIINO ce TOYHO OT ITOAMHOXKeCTBaTa Ha A,

(VA)(3AB)(Vx)[x € B> x C Al
VYuapaxueuune 11.1. Joxaoiceme zopromo mespdetrue.

[To-HaTaTbK, TOBA €IMHCTBEHO MHOXKECTBO Ie 03HadaBaMe 1pe3 P(A),
P(A) = {x | xC A},

U 1€ HApUYaMe CMENEHHO MHONCECTE0 Ha A.

Hexka A e npoussosno muoxecrso. Torasa @ C A u A C A, orkbiero
@ e P(A)uA e P(A). Crenosarenno, "P(A) = @ u UP(A) = A. Ocsen
Tosa, ako A C B, o P(A) C P(B).

BbamoxkHO sin e @ mMa MHOXKecTBO A, TakoBa de P(A) C A? Jla
jonycHeM, 9e A e rtakosa. Torasa akCHOMHAaTa CXE€Ma 38 OTIEJISIHETO HU
JlaBa, MHOYKECTBOTO

Ra={x | xe A&x¢gx}.

Paszbupa ce Ry C A, orkbaero Ry € P(A). Ho roraBa Ry € A. Touno
KaKTO IpHU apajiokca Ha Pbcen mosydaBame, e Ry € R < Ra € Ra.
ITporusopeune. Crenosarenno 3a Besko A, P(A) € A.

Kaxk crosr nemara npu obparaoro Briousane A C P(A)? Tbit karo
IPpasHOTO MHO2KECTBO € IIOIMHO2KECTBO Ha BCAKO JIPYyI'O MHO2KECTBO UMaMe,
ye & C P(@). Cnenosaresto,

(FA)A CPA)).
Heka cera A = {{@}}. Torasa P(A) = {@,{{2}}} u taka A < P(A).

CrenoBaresiHo,
(FA)A Z P(A)].
CpoiicTBaTa Ha MHOXKeCTBaTa, KOUTO Ca MOJMHOYKECTBA HA CBOETO CTe-
[IEHHO MHOXKECTBO Ca Pa3IJIeJaHU B CJICJBAIIMS PA3JIEL.

1E. TpaH3uTUBHU MHOXKECTBa

CJIe,HBaIlLOTO OolIpeJieJIeHre € BbBEJICHO OT vVOIl Neuman.

Onpegnenenne 1E.1. e xazeame, e z € MPan3umueHo MHOHCECTEO,
axo z C P(2).

C APpyru AyMu, MHO2KECTBOTO Z € TPaH3UTUBHO TOr'aBa U CaMO TOorasa,
KOoraTo BCEKH HET'OB €JIEMEHT € M HET'OBO IIOJMHOZKECTBO,

(Vx)[x € z— x C zl.



10 1. AKCUOMATUYHA CUCTEMA ZF

OTTYK mojgy4daBaMe, 9€ Z € TPaH3UTHUBHO TOr'aBa W CaMO TOraBa, KOTraTO
CbAbpzKa BCEKHN €JIEMEHT Ha BCEKH HET'OB €JIEMCHT,

(Vx)(Vy)x€z&yex—yeEz.

Hemnocpeicreno ot mocieIHOTO, 1 UMaiiku peaBu, ue Uz ce CbCTon
MMEHHO OT eJIEMEHTHTE Ha eJeMEHTHUTEe Ha 7, MoJiydaBaMe CJIEeIBAIIO0TO
TBbPJICHUE.

Tebpaeune 1E.2. Muoowcecmeomo z e mpaH3umusHo moaasa u camo
mozaea, Koeamo Uz C 2.

Crespammara JiemMa 06XBalla OCHOBHUTE CBOWCTBA HA TPAH3UTUBHUTE
MHOXKECTBa, KOUTO IIe HU Objaar oT nosisa u 3aHanpes. e nsnosnssame
o3HAUYEHHETOo trans(x), 3a Ja O3HAUUM, Y€ MHOYXKECTBOTO X € TPAH3UTUBHO
— OT Ka3aHOTO JI0 TYK € BUJIHO, Y€ TOBa CBOICTBO € U3Da3uMO B €3UKa
Ha Teopus Ha MHOXKecTBara. Omie, ¢ S(X) Ie o3HaYaBaMe MHOXKECTBOTO
x U {x}, Koero Iie Hapuyame HacACOHUK HA X.

Jlema 1E.3. Hexa x e mnoocecmso. Tozasa:
(1) trans(z) — trans(Uz);
(2) (Vy)ly € z — trans(y)] — trans(Uz);
(3) (Vy)ly € z — trans(y)] — trans(Nz);
(4) trans(z) — trans(S(z));
(5) trans(z) — trans(P(x)).
Iloxaszameacmeo.

(1) Heka x e Tpan3uTuBHO MHOXKecTBO 1 'y € Ux. Torasa
(Fz)zex&yez].

ITo TpaH3uTHBHOCTTA Ha X IMOJIydaBaMe, de y € x. CiiemoBaTesiHo,
y C Ux. Taka, UX CbIIIO € TPAH3UTUBHO.

(2) Heka Bcekn ejieMeHT Ha X € TPAH3UTHBHO MHOXKecTBO. Heka z €
Ux e mpousBosieH. ToraBa z e ejleMeHT Ha HSIKOW eJIeMeHT Ha X.
Heka y e enun TakbB ejleMeHT Ha X, 2z € yuy € x. Ho y e
TPAH3UTUBHO, cjenoBarenno z C y. OT apyra cTrpaHa, HOHEXKe
y € X, To y C Ux. Taka nosyuasame, 1e z C Ux. CJjegoBare/iHO
UX e TpaH3UuTUBHO.

(3) Heka Bceku eJIeMEHT Ha X € TPaH3UTHBHO MHOXKeCTBO. Heka mbp-
Bo X = . ToraBa Nx = &, KOETO € TPAH3UTUBHO MHO2KeCTBO. He-
Ka cera X He e MPa3HoTo MHOXKecTBO. Heka z € Nx e mpou3BoJIeH.
ToraBa z e eJleMeHT Ha BCEKH €JIEMEHT Ha X,

Vy)lyex—zeyl].
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HOHe)Ke BCEKM €JIEMEHT Ha X € Tpa.HSI/ITI/IBHO MHO?KeCTBO, TO
(Vy)lyex—=zCyl

CJ1e10BaTENIHO 7 ChIbPKA CAMO €JIEMEHTH, KOUTO ca o0y 3a
BCUYKU eJleMeHTH Ha X. Torasa z C MNx u Taka NX € TPAaH3UTUBHO.

(4) Heka x e TpansuTuBHO MHOXKecTBO 1 y € S(x) = x U {x}. Heka
mbpBO y € X. OT TpaH3UTUBHOCTTA Ha X nMmame, 1e y C x. Ho
x C S(x), orkbuero y C S(x). Heka cera y € {x}. Ho rorasa
y =x C S(x).

(5) Heka x e TpansutusHO MHOKecTBO. Torasa x C P(x). OT MoHO-
TOHHOCTTA HA OIEPAIUSITA 32 CTEIEHHO MHOXKECTBO I10JIyYaBaMe,
ge P(x) C P(P(x)). CraenosareiHo MHOKECTBOTO P(X) CHIIO €
TPAH3UTHUBHO.

_|

12K. Akcuoma 3a pyHaupaHocT

8a ja M3KIIOYN BBL3MOXKHOCTTA MHOXKECTBO Ja Obje CBOi cobcTBeH
€JIEMEHT, KaKTO U J1a Ce MU3KJIIOYU Bb3MOXKHOCTTA 38 E€-IHKJH, T.€. a1 €
ag € ... € a, € a1, Zermelo BriouBa Axcuomara 3a dyHaupanocT (3a
PEryJISIPHOCT), CIIOPE]] KOSITO BCSIKO HEIPa3HO MHOXKECTBO IPUTEXKABA E€-
MUHUMAJIEH eJIEMEHT.

Axcuoma VII (AF). Bcaro menpasno mHoocecmeo a codopica MmHo-
HCECMBO T, MAKOEA e HUMO eOUN EAEMEHIN HA T HE € eACMEHM HA &,

Va)la# 2 — Fz)[r€ca & zNa=g].
Jlema 12K.1. (Va)[a & al.

Jloxasameacmeo. Jla Ipeamionokum, e a € TaKoBa MHOXKECTBO, U€ a € a.
[Monexe {a} e HempasHO MHOXKeCTBO, TPsIOBa JIa UMa TaK'bB €JIEMEHT I,
qe £ N{a} = @. Ho equncreenusr enement na {a} e a. Ciegosaresnto,
an{a} = @. Obaue, a € a u a € {a}. IIporusopeune. =

Ilo momoben HaYMH MOXKE [1a JTOKAXKEM 38 BCSIKO €CTECTBEHO UNCJIO N,
qe He ChINECTBYBa E-IUKbBJ C JIbJKIUHA N

a€ac... €ay € ay.

13. Akcuoma 3a 6Ge3KpaifHOCT

AkcuoMuTe 0 MOMEHTa HE TapaHTUPAT HAJIMIUETO HA HEKPAHU MHO-
2KEeCTBa B HAIIHSI CBAT. 1OBa ce MPOMEHsI OT CJIeIBAIaTa aKCHOMa, CIIOPET,
KOSITO C'bINECTBYBaA UHIYKMUSHO MHOXKeCTBO. 110-TOUHO, 10T MHYKTUBHO
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e pasbupamMe MHOXKECTBO ChIbpPKAIo &, KOETO 3a€HO C BCEKU CBOIi
enement = cbabpka u x U {z}. [lpegsun (AF), v #zU{z} nzU{z} e
PA3JIMIHO OT BCEKHU €JIEMEHT Ha z. [0 TO31 HAYMH HUTO €/IHO UH/IYKTUBHO
MHOXKECTBO HE MOXKe Jia ObJie KpaifHo.

Axcuoma VIII (Akcuoma 3a Ge3kpaitHOCT).

(Fa)jgca & (Va)lxr €a—zxU{z} € al.

1. AxcuoMHa cxeMa 3a 3aMsiHaTa



T'nasa 2

CrboTBeTcTBUd

2A. /lexkapToBu mpousBeaeHUs:

Akcromara 3a CTEIEHHOTO MHOXKECTBO Pa3BUBa CBETa HHM KaTo J100a-
B K'bM HEro U JEKapTOBUTE IPOU3BeneHusd. JJeKapTOoBOTO NPON3BEICHHIE
A x B nma muoxkectBara A u B ce ¢becron or HapeaeHUuTe IBOMKHU, UUHATO
I'bPBU €JIEMEHT € oT A, a Bropuar — ot B. Bes akcnmomara 3a cTeneHHOTO
MHOXKECTBO, HMa KakK Ja JoKaxkeM, 9e A X B e mmoxkecTso.

dopMasiHo, e MOKasKeM, U€ 3a BCEKHU JBe MHOXKecTBa A m B cbimec-
TBYBa €JIUHCTBEHO MHOKecTBO C, 38 KOETO:

ueCe (Ix)3y)u=(x,y) &xec A &yeB].

3a mesra, @ pasriegame IPOU3BOJIEH HErOB ejieMeHT U. Torasa u =
(x,y) = {{x},{x,y}} sansgxkoux € Auy € B. Cnenosaresno, {x} C AUB
u {x,y} C AUB. Taka {x} € P(AUB) u {x,y} € P(AUB), orkbaero
(x,y) € P(P(AUB)).

OTTyK HE e TPYJIHO Ja ce BUJIU, Y€ MHOXKECTBOTO
C={u | ueP(P(AUB)) & (IAx)3y)lu= (x,y) &xe€ A &y € B|},

CbIbP2Ka TOYHO HAPEIEHWTE JIBOMKM C I'bpBa KOMIIOHEHTa OT A u BTO-
pa — or B. EnuHcTBEHOCTTA Ha MHOXKECTBO C TAaKOBa CBOHCTBO, CJIeIBa
HEIIOCPEJICTBEHO OT aKCHOMaTa 33 00EMHOCT.

Onpenenenne 2A.1. Hexa A u B ca mnoocecmsa. Jlexapmoso npous-
gedernue Ha A ¢ B we Hapuuame MHOHCECMEOMO

AxB={u | 32)3yu={(z,y) &z A& ye Bl}.
Cuie1BaInoTo TBbLPJIEHNE, KOETO e OCTaBUM 6e3 JI0KAa3aTeICTBO, 06X-
Ballla, OCHOBHUTE CBOWCTBA Ha JIEKAPTOBOTO MPOU3BEJICHIIE.
Tebpaeuune 2A.2. B cuaa ca:
(1) VAAx @ =2 x A=0];
(2) (3A)(IB)[A x B# Bx Al;
(3) GA)EB)3O)(Ax B) x C# Ax (Bx O);

13
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(4) (VA)(VB)(YO)[A x (BUC) = (Ax B)U (A x CO);
(5) (VA)VB)(YC)[Ax (BN C)=(AxB)n(Ax )
(6) (VA)(VB)[Bx (UA)=U{Bxz | z€ A};
(7) (VA)VB)Bx (NA)=n{Bxz | z€ A};

Jlokazamencmeo. (5) Heka A,B u C ca npoussosnu muoxkecrBa. e
JIOKAZKEM TI0C/IeIOBATETHO BKIIOUBAHUATA,

(C) Heka u € A x (BN C) e npoussosnro. Heka a € Aub e BNC
ca TakuBa, ue u = (a,b). Or b € B mosyuasame, ye u € A x B. ITomo6uo,
b € C un gaBa, ve u € A x C. Taka u € (A x B) N (A x C).

(D) Heka cera u € (A x B) N (A x C). Cinenosarenno, u € A x B n
ue€ AxC. Hekaa € A ub € B ca rakua, ue u = (a, b); Heka cbIIO
a’ € Auc e Cca rakusa, ue u = (a’,c). Torasa (a,b) = u = (a/,c),
orkbaeTo a =a' € Aub=c e BnNC. Oxonuarenno, u € A x (BNC).

(6) II'bpBo me mokazkeM, e cbBKymHOCTTa {B X X | X € A} e mHO-
JKECTBO. HAMCTUHA, 38 BCIKO X € A mmame, ye x C UA u, ciIe10BaTEIHO
3a BedKO TakoBa X, B X x € B x UA. Torasa:

{Bxx | x€A}={u | ue P(BxUA) & (Ix€ A)[lu=B x x|},

KOETO € MHOYKECTBO TI0 aKCHOMHATA CXeMa 38 OTJICISHETO.
Heka cera B u A ca npoussosian. Heka mbpeo u € B x UA. Heka
b € Bu a € UA ca rakupa, 1ye u = (b,a). Heka x e cBuzeresn 3a ToBa,
ye a € UA: re. x € A ma € x. Ho ToraBa u € B X x u, ciegoBaresHo,
ue U{Bxx | xe A}
Haxkpas, Heka u € U{B x x | x € A} u x e cBujeres 3a T0Ba, T.€.
x €A nue€ B xx. Ilonexe x CUA, To u € B x UA. o

VYupaxkueuue 2A.3. lokaostceme 20pnomo mespdenue.

2Bb. Peaanun

Onpenenenune 2B.1. Kassame, we mroosicecmeomo A e 6unapna peaa-
)
UYUA, aKO BCEKU HE208 eaemerm e Hapedena deolixa,

Rel(A) = (Vz)[z € A — OrdPr(x)].

Heka A e bunapHa penamnus. Jlepunuyuonta obaacm Ha A Hapudame
MHOKECTBOTO OT OHE3HU X, TaKuBa Je 3a HsKoe y, (X,y) € A:

Dom(A) = {x | (3y)[(x,y) € Al} ={x [ x€e UUA & (Ty)[(x,y) € A]}.
Obaacm om cmotinocmume Ha peJjiaiusita A Hapuyame MHOXKECTBOTO

Rng(A) = {y | B9)lxy) €A} ={y | yeUUA & (3x)[{x,y) € A]}.
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Teopaenne 2B.2. Hexa A e 6unapra pesavyus. Tozasa
A C Dom(A) x Rng(A).

Jlokasamencmeo. Heka u € A. Torasa u = (x,y) kbjero x € Dom(A) u
y € Rng(A). CuenoBaresno u = (x,y) € Dom(A) x Rng(A). o

Ilone na penanusita A Hapudame obeIUHEHHETO Ha, JePUHUIIMOHHATA,
objiact 1 objacTTa OT cTOHOCTHTE Ha A,

fld(A) = Dom(A) U Rng(A).

Axko Aq u As ca OGuHAPHU peJslallud, TO TAKUBA Ie O'bJAT U MHOXKECTBA-
ta AjUA9, AjNAg 1 A1\ Ag, OHEXKE €JIEMEHTHTE UM Ca HAPEICHU IBONKIL.
Tlopamn chimara mpuumHa & CbINO € buHapHa peanus. Ilo-HaTaTbK Ie s
HapudaMe Huksde Hedepurnuparna penanusi. Ako C e MHOXKECTBO, TO JIeKap-
roBusaT My Kazpar C x C orHoBo e bunapha penamnus. [lle ce obpbimame
KbM Hesl KaTo nsana pesauyus 6 C. Udenmumem ua mHOXKecTBOTO C IIte
Haprnaame MEOKeCTBOTO ide = {y | (Ix)[x € C & y = (x,x)]}. OTHOBO
He e TPYJIHO Ja ce cbobpasu, 4e id- e buHapHa pesanus.

2Bb.1. O6ppbimane. Heka A e 6unapna penanus. Jdedunupamve MHO-
sx)ecroro A~ karo

AT = {(xy) | (v,x) € AL

Ioneske Bemuxn enementn Ha A~! ca mapejenn jgpoiiku, To A~ cbiro e

6unapna penanus. [lo-natarbk me napudave A~ o6pamna ma A.
Henocpesicreeno or onpe/iesieHnero Ha obpaTHaTa pesalys cye/Ba, qe

ako A u B ca GuHapHM pesanuu, To:

(ATH = A;

(AUB)"'=A"tUuB™ Y

(ANB)'=A"1nB;

(A\B)'=A""\BY

Dom(A~') = Rng(A);

Rng(A~1) = Dom(A).

26.2. Kommosumus. Heka A1 u As ca bunapuu penanun. Komno-
suyus Ha A 1 Ay e HapuyaMe MHOXKECTBOTO:

AloAs = {(x,y) | (32)[(x,2) € A1 & (z,y) € Ag]} =
={u | ue Dom(A;) x Rng(As) &
& (Ix)3Fy)Fz)[u=(x,y) & (x,2) € A1 & (z,y) € As]}.
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Or nedunuimsTa e sicHo, e A10As cbino e bunapna penamus. CireaBario-
TO TBbPAEHUE 0OXBallla OCHOBHU CBOMCTBA Ha OlIEPaIlAATa KOMIIOSUIINA.

Tebpaeuune 2B.3. B cuaa ca caednume:
(1) (nexomymamusenocm) (3 A1)(3 A2)[Rel(A1) & Rel(A2) & A; o

Ag # Ag o Aq];
(2) (a,c)(])u,uamueHocm) (VA1)(VAg)(V A3)[(A10Ag)0 A3 = Ajo(Ag0
As)];
(3) (((;Lcmp;ﬁ@mueﬂocm) (VA)(V B1)(V By)[Ao(B1UBy) = (Ao By)U
Ao By)l;
(4) ((()ucm;;ﬁ@mue?wcm) (VA)(V B1) (Y B2)[(BiUB2)oA = (B1oA)U
By o A);
(5) (v A)(Y Br)(¥ Ba)[A o (By 1 By) € (Ao By) 1 (Ao By);
(6) (VA)(VBl)(VBQ)[(Bl n Bg) oA C (Bl o A) n (BQ o A)],
(7) (VA)(V B1)(VBa)[Ao (B1\ B2) 2 (Ao By)\ (Ao By)l;
(8) (VA)(VB1)(VB2)[(B1\ B2) o AD (B1oA)\ (Byo A)];
9

) (VAD(Y A2)[(A1 0 A2) ™! = Ay o AT,
Kamo exaousarusma 6 (5),(6),(7) u (8) ne sunazu mozam da 6sdam 0bsp-
HaAMU.

Jlokazamencmeo. (5) Heka u € A o (By N Bg). Torasa cbiecrByBar X,y
U z TakuBa, 4e U = (X,y), (x,z) € A u (z,y) € B; N By. Crenosaresnno
3a Besko 1 € {1,2}, (z,y) € B; u taka (x,y) € A o B;. Oxonuaresso,
u€ (AoBj)N(AoBy).

3a ja mokazkeM, de 0OpATHOTO BKJIIOYBAHE HE BHHATU € B CUJIA, JIa
pasriiegame pesanuure A = {(x,z), (x,t)}, B1 = {{z,y)} u B2 = {{t,¥)},
KbjeTo z # t. Torasa nmame, e B; N By = &, otkbiero A 0o @ = &. Ho
(Ao By) 1 (Ao By) = {{x, )} N {(x )} = {(xy)} £ 2.

(7) Heka u € (AoBj)\ (AoBy). ToraBa cbluecTByBaT X,y U 7 TAKHUBA,
qe u = (X,y), (X,z) € A u (z,y) € B;. Ocen toBa 3a Besiko t, (x,t) € A
Biede, de (t,y) € Ba. B wacrnocr, (z,y) € B; \ Ba. Cnenosarenno, u €
A e} (Bl \ BQ)

3a J1a mokazeM, 4e 0OpaTHOTO BKIIIOYBAHE HEe BUHATH € B CHJIA, OTHOBO
na pasriename pesarnre A, By u By or (5). Torasa

Ao (B1\B2) ={(x,y)} L2 = (AoBy)\ (AcBy).
_|

2B6.3. O6pa3 u npaobpas. Heka R e 6unapna penamus u A C
Dom(R). O6pas na A npu R me Hapuaame MHOXKECTBOTO:

RIA] ={y | BxeA)[(xy) eR]}.
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3abesnexkere, 1e R[A] nancruna e MHOXKECTBO, ITOHEKE YCIOBHETO 32
[IPUHA/IE?KHOCT K'bM HETO € Y/IOBJIETBOPEHO CaMO OT €JIEMEHTH Ha MHO-
skectBoro Rng(R). EauncrsenocTra mbk ciieBa OoT akcumomaTa 3a 00eM-
HOCT.

Heka B C Rng(R). IIpaobpas na B pu R me Hapuaame MHOXKeCTBOTO:

R7'B] = {x | By eB)[(x,y) € R}

OtnoBo, R™1[B] e MHOKeCTBO, [OHEYKE YCIOBHETO 32 MPUHATICIKHOCT
K'bM HETO € yJIOBJIETBOPEHO CaMO OT eJleMeHTH Ha MHOxkecTBOTO Dom(R).
3a j1a oKaXkKeM eJIMHCTBEHOCTTa, ITaK U3I0JI3BaMe aKCHOMATa 38 00EMHOCT.

HpI/I TaKa BbBeJCHUEC O3HaAYCHNE Bb3HNKBA BBIIPOCHT JIaJId HE CMe IIpe-
TOBAPUJ/IN U3IOJI3BAHETO HA R_I[B]? Jasu ToBa e 06pasbT Ha B mpn R™!
uin npaobpaszbr Ha B mpu R? Okasea ce, ue u jBere 03HAYABAT €JIHO U
C'bIIO MHOYXKECTBO.

Tebpaenue 2B.4. Hekxa R e 6unapra peaayus u B C Rng(R). Tozasa
(R7H[B] = R™'[B].
Jlokasameacmeo. Heka B C Rng(R) u x e npoussosino. Torasa:
x€ (RY[Bl & 3y eB)(y,x) eR] &
< (3y € B)[(x,y) € R] & x € R7![B].
_|
JlecHo e ma O6b1aT IPOBEPEHN CJIEIHUTE CBOMCTBA Ha 00pa3suTe U IIpa-
obpasure:
e R@]=R'[g] = g;
e ako A C A; C Dom(R), To R[A] € R[A,];
e axo B C By C Rng(R), o R™'[B] C R7![B4].
Tebvpaenune 2B.5. Hexa R e 6unapna peaayus u X e muoodicecmso, 3a
xoemo (Vz € X)[z C Dom(R)]. Toeasa:

RUX] = U{R[d] | z€ X).

Jlokazamencmeo. Ha 3abenexknm, de 3a Bessko X € X, x € Dom(R),
orkbgaero R[x] € R[Dom(R)] = Rng(R). Torasa {R[x] | x € X} e
MHOKECTBO, [IOHeXKe BCcu4Ku Herosu ejeMentu ca or P(Rng(R)) u morar
Ja Obaar oupejeneHn ¢ dhopMyIa OT I'bPBU PeJl B €3UKa Ha Teopusl Ha
muoxkecrsara. Ocsern Toa UX C Dom(R).

Heka b € R[UX]. Heka a e cBuzeren 3a ToBa, T.e a € UX u (a,b) € R.
Heka xg € X e TtakoBa, e a € xg. Ho Torasa a e cBumeren 3a TOBa, 1e

b € R[x¢]. Orryk b € U{R[x] | x € X}.
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Heka obparno b € U{R[x] | x € X}. Heka xo € X e cBuzeren 3a
ToBa, T.e. b € R[x]. Ho xg C UX, orkbaero b € R[UX]. =

Tebpaenune 2B.6. Hexa R e 6unapna peaayus u X € MHOMCECMBO, 3G
xoemo (Vz € X)[z C Dom(R)]. Toeasa:

RINX] € N{R[a] | =€ X},

KAMO BKAMOUGAHEMO HE BUHARU MOoHCe Ja ce 066pH6. Axo donsanumenro
€ 6 cuaa, 4e:’

(Vy € Rng(R))(3lz € Dom(R))[(z, y) € R],

R[NX] =n{R[2] | z€ X}.

Jloxasameacmeo. OTHOBO KAKTO B MPEJUIIHOTO TEBLPICHHE MOXKE JIa Ce
cbobpasu, de chBrynHocrta {R[x] | x € X} e muOxKecTBO. OCBEH TOBA,
3a Besko X € X, NX C x, orkbiaero NX € Dom(R).

Heka b € R[NX]. [Tonexe 3a Besko x € X, NX C x, to b € R[x].
Cremosarenno b € N{R[x] | x € X}.

3a Ja mokazkem, ue oOpaTHOTO BKJIIOYBAHE HE BUHAIM € B CHJIA, JIa
pastiiegame X = {{a1}, {as}} u penamusara R = {(ay,b), (ag,b)}. Torasa
{R[x] | x € X} = {{b}}, orxkbuero N{R[x] | x € X} =n{{b}} = {b}.
Ot apyra crpana, obade, NX = &, orkbiaero R[NX] = .

Haxkpas, na npemonoxkuM, de pesanuaTta R e takasa, e

(Vy € Rng(R))(3!'x € Dom(R))[(x,y) € R].

[Mle mokaxem, ve N{R[x] | x € X} C R[NX]. Haucruna, ako X = &,
TO BKJIIOYBAHETO € M3IILJIHEHO. 3aHalpe] Heka X e Henpasno. Heka cera
b € N{R[x] | x € X} e npoussonno. Torasa 3a Bcsiko x € X, b € R[x].
CrenoBaresHo,
(Vx € X)(Ja € x)[(a,b) € R].

Heka xq e esement na X, a ag € Xo € Takosa, 4e (a9, b) € R. Heka x € X
e IPOU3BOJIHO U a € X e TakoBa, 4e (a,b) € R. ToraBa a = ag, OTK'b/IeTO
ag € x. ITonexe x Gerre npoussosHo, T0 a9 € NX. Taka b € R[NX]. =

2B. ®Pyukimn

Heka R e bunapna pesnanus. Kassame, 1e R e ¢pynryus, ako ymosier-
BOpsiBa:

Funct(R) = Rel(R) & (Vx)(Vy)(VY)[{x,y) ER & (x,y) e R =y =¥].
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[Tonexe Beaka GyHKIMs € OMHApPHA peJialins, TO MOHATHATA 38 1edu-
HUIHOHHA 00JIACT 1 00JIACT OT CTOWHOCTHUTE Ce MPEHACIT TUPEKTHO BHPXY
dyukiun. [Ile BbBegeM cieIHUTe YTOBOPKU:

Axo Dom(R) = A u Rng(R) C B, To ka3Bawme, 1e R e dynkuns or A
kbM B 1 me oszmagasame ToBa ¢ R : A — B.

Ako Dom(R) € A u Rng(R) C B, 1o ka3Bame, 4e R e wacmuuna
Pyrruyus or A xbMm B u me ozHauapame ToBa ¢ R : A + B.

Koraro R : A — B u B = Rng(R) xassame, ue R e cropexuyua (enn-
mopduzbm), R : A — B.

Koraro mbk R: A - B u

(V) (V) (Vy)x #X & (x,y) eR = (x,y) € R],

To KazBame, ue R e unexyus (Mmonomopdusbm), R : A — B.

Buekyus (B3aMMHO €JHO3HAYHO CbOTBETCTBHE) Mexki1y A u B mie Ha-
puyame GyHKIWA 0T A KbM B, KOsATO € eJHOBPEMEHHO CIOPEKITUs U HWHEK-
sl

[Tonexe Bestka byHKIMS € 1 OUHAPHA Pejiallisi OTHOBO JINPEKTHO MO-
2KeM Jla IPEHACEM MOHATUATa 3a obpa3 u mpaobpa3 Ha MHO2KecTBO. Heka
R:A — Bu Ay CA. Ilo-crrermasio, o6passm npu dyuknusta R #ma Aq
€ MHOYKECTBOTO:

RlAll ={y | BxeA)l(xy) eR]}.
Pecmpuryus va R Hag A Hapuyame pyHKIUASITA
RITA; =RN(A; x Rng(R)).

Babesexkere, ue ako A; C Ag C A, 1o R[A;] CR[A2J u R[A; CR [ As.
Bananpes, koraro f e dyukuus u (x,y) € f me usnoasBave o6HIaRHOTO
osnauenue f(x) =y.

W3nonsBaiiky onpesiesIeHueTo 38 KOMIIO3UIMS HA PeJlaliii UMaMe, Je
kommozurusTa f o g Ha pyuknunre f u g e bunapua pesarus. Oka3sa ce,
4Je Ts1 € U PYHKIIUS.

Teoupaeuune 2B.1. Hexa f u g ca ¢ynxuyuu. Tozasa fo g e dynruyua,
YUAMO JePUHULUOHHA obaacm e:

Dom(fo g) = {z | =€ Dom(f) & f(z) € Dom(g)}.
Ocsen mosa 3a ecaxo v € Dom(fo g), e 6 cuna, we (fo g)(z) = g(f(x)).

Jlokasamencmeo. Heka (x,y1), (X,y9) € fog. Heka z; u z9 ca Takusa,
qe (x,71),(X,z2) € f u (z1,y;),(z2,y9) € g. Ilonexe f e dbynkuus, To
71 = z3. OTTyK W OT ToOBa, 4e g ¢ (PyHKIHUA, MOAyIaBaMe, 9€ y; = Y.
Cunenosarento fo g e dyukims.
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Heka x € Dom(fo g). Heka y u z ca takusa, ue (x,z) € fu (z,y) € g.
Torasa x € Dom(f) u f(x) =z € Dom(g).

O6parHo, Heka X e TakoBa, de X € Dom(f) n f(x) € Dom(g). Torasa
(x,f(x)) € fn (f(x), g(f(x))) € g. Crenosarenno, (x,g(f(x))) € fog. Orryx
x € Dom(fog) u (fog)(x) = g(f(x)). !

[Tonexe Besaka (GyHKIHUS € pejamus, TO OlepamuaTa OOpbINaHe Ha
dyukIUs e g00pe neduHupana. Oxkaspa ce obade, ye B 0OIUs CJIydIail
obpaTHaTa pejalus Ha QpyHKIs He BuHaru e pyHkmust. CirydasT, Koraro
TOBa € TakKa, ce OIUCBa OT CJIJIBAIIOTO TBbPJIEHUE.

Tebpaenune 2B.2. Hexa f e pynxuyua. Toeasa Funct(f_l) < fe unexyua.

Joxasamencmeso. Heka f~! e bynkimms u na npeanosnozknM, de f ve e naek-
nusi. Heka Torasa x; # Xo ca takuba, 4e f(x1) = f(x2). Torasa (x1,y) € f
u (x9,y) € f. Crenosareno, (y,x;) € 1 u (y,x9) € f71, kKoero nmporuso-
peun ¢ Tosa, de f! e dynxmms.

O6parHo, Heka f e uneknusi. Heka x,y, u yy ca takusa, e (X,y;) €
f=1 u (x,y,) € f71. Crenosarenno, (y;,x), (yy,x) € f. Torasa y; = y,,
orkbaero Funct(f1). a

HupekTHo creacrsue or TBbpaerusta 26.5 n 25.6 e ciemgmoTo.

Tebpaeuune 2B.3. Hexa f e pynxyus u X u Y ca maxusa mnooicecmea,
we (Vo € X)[xz C Dom(f)] u (Vy € Y)[y C Rng(f)]. Toeasa:
o fUX]=U{flz] | =€ X}
o fINX] CN{flz] | x € X} xamo examousaremo e sunazu modtce
da ce obBpHE;

o [FHUY]=U{fy] | ye Y}
o fHNY]=n{f"y] | ye Y}

Omnpenenenne 2B.4. Kassame, we gynkyuume f u g ca ceemecmumu,
axo peacuuama fU g e ynkyusa.

Crenpamoro TBbpJEHUE MOKa3Ba, de jiBe (PYHKIUU Ca CbBMCTHMH,
TOYHO TOTaBa, KOI'aTO ChBIAJAT BbPXY CEUEHUETO HA JIeMDUHUIINOHHUTE
cu 0bJIacTu.

Tebpaeuune 2B.5. fu g ca cosmecmumu mouHo moaasa, K02amo
[T (Dom(f) N Dom(g)) = g I (Dom(f) N Dom(g)).

Joxazamencmeo. (—) Heka f u g ca coBmecrnmu. Heka a € Dom(f) N
Dom(g). Torasa (a,f(a)) € f u (a, g(a)) € g. CaeoBarenso,
, (a

(a, f(a)), (a,8(a)) € fUg.
IMonexe fU g e dyukuus, To f(a) = g(a).
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(+) Heka 3a Bcsxo a € Dom(f) N Dom(g), f(a) = g(a). Heka (a,b) n
(a,b’) ca enementn na fU g. BuaMoKHE ca cIegHATE TPH CJIyYas:

e (a,b), (a,b’) € f. Torasa, nonesxe f e pynxnusa, To b =b';
e (a,b), (a,b’) € g. Torasa, nonesxe g e pynxmus, To b = b’;
e (a,b) €f, (a,b’) € g. Ho a € Dom(f) N Dom(g) u, ciemosaresno,

b= f(a) = g(a) = b';
Taxa Funct(fU g). .

VYupaxkueuue 2B.6. Hexa F e mnooicecmeo om dpynxyuu, ecexu dee om
xoumo ca ceemecmumu. Toeasa UF e dynxuyus, xamo npu mosa

Dom(UF) = U{Dom(f) | fe F},
Rng(UF) = U{Rng(f) | fe F}.

2B.1. Jlema na Tapcku. Heka A e dukcupano muoxecrso. Kas-
Bame, de dyukiusTa f : P(A) — P(A) e moromonmna, ako

(VX1)(V X2)[X1 C© X — f(X1) C f(X2)].

Heka f : X — Y. KazBame, ue a € X e nenodsuscna mouka 3a f, ako
fla) =a.

OKaSBa Ce, Ye BCAKa MOHOTOHHA beHKIH/IH nMa HeIIoJABUXKHa TOYKa.
Teopema 2B.7 (Tarski). Hexa f : P(A) — P(A) e monomonna ¢yn-
xuyus. Tozasa f uma wenodsuscna mouxa. Hewo noseue, ceuwecmeysam
nenodeusrcnu mouwkyu Xog v Xy 3a f, xoumo ca ceomeemmo HA-MANKMA U
HATU-20AAMAMA C MOBA c80UCMEB0, M.€.

(VX eP(A)f(X) =X = Xo € X C Xi].

Joxasamencmeo. Heka Il = {X | X € P(A) & f(X) C X}. fcuo e,
gye A € II. Heka Xy = NII. B gacrnocr, Xy C A. Heka X € II. Torasa
Xo € X u or monoronocrta Ha f mosmydasame, de f(Xp) C f(X) C X.
Caenosarenno f(Xy) C NIl = Xy u taka Xy € I1.

[Tak or monoronocrra na f umame, e f(f(Xo)) C f(Xo), orkbIETO
f(Xo) € II. Cnenosarenno, Xo C f(Xp). Taka nonyuasame, 1e f(Xp) =
Xo. OTTYK He e TPYIHO J1a ce chobpasu, de X e Hal-MaJIKaTa HelOABUKHA
TOYKa 3a f.

Heka ¥ ={X | X € P(4) & X C f(X)}. fcuo e, ue & € X. Heka
X; = UX. Heka X € X. Toraba X C X; orkbaero, X C f(X) C f(Xy).
Caenosarento, X1 = UX C f(X;) u taka X € 3.
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[Tonexe f e monorouna, o f(X;) C f(f(X1)). Torasa f(X;) € X,
orkbaero f(X1) C X;. Caemosarenno, f(X;) = X;. Orryk He e TpymHO
a ce cbobpasm, de X] e Hail-rojigaMaTa HEeIoIBUKHA TOYKa 3a f. =

2T'. Pejanuu Ha eKBUBAJIEHTHOCT

Kassame, 1e bunapuaTa penarus R e:

6 A, ako R C A x A;

pegaercusna 6 A, ako (Vx)[x € A — (x,x) € R];

uppegaercusna, ako (Vx)-((x,x) € R);

cumempuuna, ako (Vx)(Vy)[(x,y) € R = (y,x) € R];

anmucumempusna, ako (Vx)(Vy)[(x,y) € R & (y,x) € R = x=y];

acumempuuna, ako (Vx)(Vy)[(x,y) € R — (y,x) € R];

mpansumuena, ako (Vx)(Vy)(Vz)[(x,y) € R & (yv,2) € R — (x,2) €
R];

peaayus na exsusarenmmuocm 6 A, ako R e B A, R e pediekcusna B
A, cumeTpuvHa U TPAaH3UTUBHA;

yacmuyuna napedoba, ako R e B A, R e peduiekcuBna B A, anTucumer-
pUYHA U TPAH3UTHUBHA;

cmpoea wacmuyna napedoa, ako R e B A, acumerpudna 1 TpaH3UTHBHA.

Heka R e penanus na ekpupajeHTHOCT B A. 3a Besko a € A nedunn-
pamMe MHOXKECTBOTO [a|r KATO CHbBKYIIHOCTTA HA BCUYKH eJeMeHTH Ha A,
KOHUTO ca R-eKBUBaJICHTHU Ha a:

lap=1{b | be A& {a,b)eR).

Acho e, e [alp = {b | b € A & (b,a) € R}. Muoxkecrsoro [a]r
e Hapu9IaMe KAAC Ha eKGUGAAEHMHOCTY HA €JIEMEHTAa @ MO peJIalusiTa
R. Ako a € A, 10 [a]p # @, 3amoTo nopaju pediiekcuBHocTTa Ha R,
a € [a]g. CoBrynHocrTa A/R Ha BCHYKH KJIACOBE Ha €KBUBAJIEHTOCT IO
R e napuaame gaxmop-mroocecmeo Ha A o R:

A/R ={[ar] | a€ Al}.
Jlema 2T.1. Hexa R e peacuus wa exsusansenmmuocm ¢ A u a, b € A.
Tozasa:
e (a,b) € R< [algr = [b]r;
° (a, b> ¢ R < [a]Rﬂ[b]R =J.
Zloxazameacmeo.

e Hexa (a,b) € Ru z € [a|g. Torasa (z,a) € R. Ilopaau Tpan3u-
tuBHOCTTA Ha R nmawme, ve (z,b) € R. Crenosarenno, = € [b]g.
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Taxa [a]r C [b]r. OBparHOTO BKIIOYBAHE Ce JOKA3BA aHATOTIY-
HO.
Heka cera [a|r = [b]r. [Topaau pedirekcurocTTa Ha R nma-
Me, de a € [a]g. Crenosarenno, a € [b]gr, orkbaero (a, b) € R.
e Heka (a, b) ¢ R u na nonycuewm, 4e [a]grN[b]r # @. Heka Torasa
z € [a|rN[b]g. CnenoBarenno, (z, a), (z,b) € R. Cera or cumer-
PUYHOCTTA ¥ TPAH3UTHBHOCTTA Ha R mosaydasame, de (a, b) € R.
[TporuBopeune.
Heka [a]g N [b]r = @ u ga mouychem, ue (a,b) € R. Ho
a € [a]g u, ciegoBarenno, a € [b]r. Torasa, obaue, [a|r N [b]r
HsAMa JIa € IPA3HO, TIOHEXKe ChbprKa a. IIpoTuBopedne.
_|
MHuozxkecrBoro A/ R npejicraBisiBa CbBKYITHOCT OT HEIIPA3HU HEIIPECH-
YJally ce MOMeXKIy CH MHOXKeCTBa, ynero obeauHerune e camoro A. Takbp
THII MHOXKECTBA IIIe Hapu4yame pazbusare Ha A.

Ounpenenenne 2I'.2. Kassame, we muoorcecmeomo S C P(A) om nodm-
nootcecmea Ha A e pasbusane wa A, axo:

o caemenmume na S ca nenpasnu: (Vz)[x € S — v # @);

o caemenmume na S ca 63aUMHO NENPECUMAULY CE:
VzeS)VyeS)z#y—zny =0

e obedunernuemo Ha S e yasomo A: US = A.

Taka, Bcsgka pesaliis Ha €KBUBAJEHTHOCT HaJl HEIIPA3HO MHOXKECTBO
mopaxkja pa3dmBaHe HAa TOBA MHOXKECTBO, UMEHHO (DaKTOP-MHOXKECTBOTO
o Ta3u pesarus. Oka3Ba ce, Ue e BIpHO U odbparHoTO. [lo-TOUHO, ako S
e pasbuBane Ha A, To penarnusaTa Eg, onpejeseHa dpes:

Es={{(a,b)c Ax A | (3CeS)acC&be (]}
e pesaiusi Ha ekBuBajieHTHOCT Hal A. Ciespaiiata TeopeMa yCTAHOBSIBA
Bpb3KaTa Mexly penamuure Ey g n R u pasbusanusara S u A /Es.

Teopema 2I'.3. Hexa R e peaauus Ha exsusansenmuocm Had A u S e
pasbusane na A. Tozasa: Eyjp = R u S = A/E;s.

VYupaxkuenune 2I'.4. /loxasiceme 2oprama meopema.
VYuapaxkuenune 2I.5. Hexa R e peaauyusn nad A. Hokasceme, ue:

R e peaercusna nad A < idy C R;

R e cumempuuna < R = R™;

R e anwmucumempuuna < RN R~ Cidy;
R e acumempuuna < RN R~ = &;
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e R e mpansumuera < Ro R C R.

2/1. YacTu4yHO HapeaeHU MHOXKeCTBa

Heka A e muoxkecrBo. [a npunomumnM, e R e wacmuuna napedba 6
A, ako R e B A, R e pedyrekcuBaa B A, aHTHCHMETPUYIHA U TPAH3UTUBHA.
[ITe kazBame b1, de (A, R) e wacmuuno napedeno mmnoorcecmeo (4.H.M.),
ako R e wacrnuna napejba B A.

He e tpyano na ce 3abesnexu, 4e BuHaru id, e dacrudna Hapeada B
A. Crenosarenno,

(VA)(3R)[(A,R) — a.m.M/]

Axo X,y € A u R e yactuuna Hapenba B A, e Ka3BaMme, 4e X 1 y ca
R-cpasrumu (Compr(x,y)), axo:

Compr(x,y) = (x,y) € RV (y,x) € R.

AKo Bceku siBa ejneMenTa Ha A ca R-cpaBuumu, To R me Hapuyame Jin-
Heifna Hapeba, a (A, R) — jmHeliHO HapejeHo MHOXKeCTBO (JI.H.M.):

(Vx € A)(Vy € A)[Compr(x,Y)].

Ako (A R) e wnm. mw A C A, 1o (A1, RN (A1 X Ay)) cbio e 9.H.M.
Hapenbara B Ay 1ie Hapuaame uHOyuupana.

Ja npunomMHuM cbIno, 9e R e cmpoza wacmuuna napedba 8 A, ako R
B A u acuMerpuuHa M TpaH3UTHBHA. B TO3M ciyudaii kasBame, ye (A, R)
e cmpo20 wacmuuno napedeno mnoocecmeo (c.a.u.M.). IloHsKora K'bM or-
PEJICJIEHUETO Ha CTPOra YacHvHa Hapeada ce J00aBsi U yCJIOBHETO 3a Up-
pedieKCHBHOCT, 0bade TOBa € HEHYZKHO, [IOHEKE € TO € CJIEJICTBHE OT aCH-
METPUIHOCTTA.

Tebpaeuune 2/1.1. Hexa R e acumempuuna pesayus. Tozasa R e u up-
pePAEKCUBHE.

Hoxazameacmeo. Axo R = @&, TO TBbpAEHHETO CJI€Ba HEIOCPEICTBEHO.
Heka cera R # @. Jla momycHeMm, de R He e uppediiekcuBHaA U HeKa X
e ceuzeres 3a tosa. CrenoBarenno, (x,x) € R. Ho R e acumerpuuna,
orkbieTo (X, X) € R. [Iporusopeune. Cienoaresnto R e uppediiekcusha.
_|

Ha 3abesiexxum, e ako R e antucumerpudna pesanus, o R\ fld(R)
e acumerpudHa. Vznonssaiikn ToBa HAGIIONEHNE, CIEABAIIOTO TEbDICHHIE
IIpaB1 BPb3Ka Me)KILy CTPOruTe 9aCTUIHN Hapeﬂ6ﬂ n 9JaCTUYIHHUTE HapeI-

ou.
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Tebpaenne 2/1.2. Axo R e wacmuwna napedoa 6 A, mo R\ id, e cmpoza
yacmuywha Hapedoa 6 A; Axo R e cmpoea wacmuvna Hapedoa 6 A, mo
RUid, e wacmuuna napedoa 6 A.

Joxazamenscmeo. Heka nbpso R e wactnuna napenbda B A. Ot anrucu-
MerpraHocTTa 1 mvame, 1e RAR ™ C id, . Torasa (R\id,,)N(R\id,)~! =
(R\idy) N R\ idy') = (R\idy) N (R7 \idy) = (RAR™) \id, €
id, \id, = @. Caenosaresno R\ id, e acumerpudna. 3a 1a MOKaXKeM H,
e R\id, e TpamsuruBHa, /1a IPEAIONIOKIM, Y€ X,y U Z Ca TAKHBA €JIEMEH-
i Ha A, ge (x,y) € R\id, u (y,z) € R\ id,. Ilopaan TpamsurusHOCTTA
Ha R mvawme, we (x,z) € R. [a npexnonoxum, ge (x,z) € id,. Torasa
X = z, oTkbAeTO (X,y) € R\ id, u (y,x) € R\ id,, koero nmporusopetn
¢ acumerpuunocrra Ha R\ id,. Cuegosarenno, (x,z) € R\ id,. Torasa
R\ id, e TpaHsuTHUBHA.

Heka R e crpora wacrmuna mapenba B A. Torasa id, € R Uid,,
orkbaeTo RUid, e peduekcusna B A. Ilonexe R e acnverpnana mvame,
e ROR™! = @. Torasa (RUid )N (RUid, )~ = (RUid,)N(R™1Uid,) =
(RNR™1Uid, = id, u, cienosarenmo RUid, e antucumerpuuna. Haxpas
R e rpansurusha, T.e. R o R C R. Taka nosy4asame, ge (RUid,) o (RU
idy) = (Ruidy)oRU(RUid,)cidy = (RoRUR)U(RUid,) = RUid,.
Taka, RUid, e TpansuTuBHa 1, cjie/l0BaTeJIHO, YaCTHYHA Hapeaba B A. -

Ako (A,S) e camm., To S = (SUid,) \ id,. Torasa, karo ciencreue
OT IPEJUIITHOTO TBbP/IEHNUE oIy daBaMe, de S € CTPOora YacTu4IHa Hapei6a
B A TOYHO TOraBa, KOraTro ChIIECTByBa JacTH4Ha Hape0a R B A Takasa,
Je:

S=R\id,.
ITono6uo, ako (A,R) e w.n.M., To R = (R \ id, ) Uid,. Torasa, karo cies-
CTBUE OT IPEIUITHOTO TBbPJeHNe oJiydaBaMe, de R e vactuuna Hapeada
B A TOYHO TOraBa, KOraTo ChIIECTBYBa CTPOra 4acTH4Ha Hapenda S B A
TakaBa, 4e:

R =SUidj.

[a 3abenexxumM, de ako R e wacruuna mapenba B A, To Takasa e u
obparHaTa 1 pesamusi R, KosiTo 1me Hapmaame o6pamia Hapeaoa.

Teoupaenne 2/1.3. (A, R) e (c.)u.n.m. mozasa u camo mozasa, Ko2amo
(A, R7Y) e (c.)u.1.m.
Jloxasamencmeo. TBbPIEHUETO CIIe/IBa HEOCPEJICTEEHO OT CJICHUATE CK-
BUBAJIECHTHOCTU.:

R e penexcnsna B A < idy CR < idy' CR! & id, CR™! & R
e pediiekcuBHA B A;
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R e cuverpuuna < R =R & R = (R7YH~! & R7! e cuverpuu-
Ha,;

R e antncumerpuuna < RNR™ Cidy & RPN R Cidy <
R™! e anTucumerpuuna;

R e acmmerpruna < RNR' =g o R INR HT=goRle
acHMeTpHUYHA,;

R e Tpamsutmera < RoR C R & R'oR'CR!'e R'e

TPaH3UTUBHA. =
Ounpenenenne 2/1.4. Hekxa (A, R) € wn.m., BC A ua€ A. Kassame,
ye:

e a e zopna epanuya 3a B 6 (A, R), axo (Vz)[z € B— (z,a) € R);
a e doana epanuya 3a B 6 (A, R), akxo a e 20pna epanuya 3a B 6

(4, R,

e B e 02panuMeno, ako CBUECMEYEa T, KOEMO € 20pHaA 2panuLd 3a
A6 (A, R);

e a ¢ nat-2oaam enemenm 3a B 6 (A, R), axo a € B u a e 20pna
epanuya 3a B 6 (A, R);

e a e nati-mansk esemenm 3a B 6 (A, R), axo a € B u a e doana
epanuya 3a B 6 (A, R);

e a e mouna 2opra epanuya 3a B 6 (A, R), akxo a e 2opna epanuua
3a B 6 (A, R) u a e natl-MaAKuAMm €AEMEHT 6 MHONHCECTNEOMO
na 2oprume epanuyy 3a B 6 (A, R), a = sup<A,R>(B);

e a e mouna doana epanuya 3a B 6 (A, R), axo a = sup<A’R71>(B),
a=infy gy (B);

e a e makcumanrern eaemenm 3a B 6 (A, R), axo a € B u

-(Fzr)[(a,2) € T & a +# 1];

o a e munumanen eaemenm 3a B 6 (A, R), axo e maxcumanren ene-
menm 3a B e (A, R7Y).

1. m e Touna ropua rpanuna 3a & B (A,R) Touno Torasa, KoraTo m e
Haii-maskusaT ejement 3a A B (A R);

2. nHaii-rojiemusT ejnement Ha B B (A R) e Touna ropHa rpanuna 3a B
B (AR);

3. 3a Besiko MHOXKeCTBO A jia o3HaunM ¢ (A, Cp) 9.H.M., B KOETO Y.H.
[peJICTaB/IsiBa BKIIIOYBAHETO C MeXKJy MHOXKECTBA, OIPAHUYEHO JI0 ejie-
MEHTHUTe Ha A,

xCAy=xy€A&xCy.
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Babenexere, ue B (P(A), Cpa)) Besko moamuoxkectso B C P(A) mva
To4yHa ropHa rpanuma — UB. B obmus cayqait na w.H.M. (A, Cp) u B C A,
neficreuresino UB orpanmuasa Beekn enement Ha B (T.e. 3a Besiko x € B,
umame X C UB), HO He e 3a/lb/KUTETHO ejieMeHT Ha A (T.e. He BUHAIM €
BSIPHO, Ye 3a BCsKO X € B, x Cp UB).

Ounpenenenne 2/1.5. Heka (A, R) e w.n.m. Bepuea (aunetno napedena
wacm) 6 (A, R) ce napuva nodmmoocecmeo B C A maxosa, ue 6cexu dea
Hezosu eaemernma ca R cpasrumu.

C apyru aymu B C A e Bepura, ako (B,R N (B x B)) e suneiino
Hape/ieHo. 3abesiexkere, e & € BepUra BbB BCIKO U.H.M.

1. Heka (A - B) = {f | f: A + B} e MHOXecTBOTO Ha BCHYKH
gacTmann byskmmm or A xbM B n A e wrm. (A + B), C(a-np)). Hexa
A e Bepura B A. B wactHocT A € MHOYKECTBO OT CbBMECTUMU (DYHKIIUY U,
ciegosarenno, UA e dynknus. Ocsen ToBa

Dom(UA) = U{Dom(f) | fe A} CA

Rng(UA) = U{Rng(f) | f € A} CB.

Crnenosarenno UA € (A - B). Orryk ciensa, ue UA e Touna ropaa
rpanuna 3a A B A.

Babeseskere, ue B MHoxkectsoro “B = (A — B) = {f | f: A — B}
BCHYKK HeNpasHu Bepuru (mo orHommenune Ha CA_,p) 33Ib/KUTEIHO Ca
CUHIJIETOHH.

2. Heka (A,R) e w.n.m. Heka A = {B | B e Bepura B (A, R)}. Torasa
Besika Bepura B (A, C 4) mMa TouHa ropaa rpanuna. Haucruna, neka A C
A e eqna takasa Bepura. /la 3abenexxum, ge (VB)[B € A — B C UA] n, 1e
UA e moJMHOXKECTBO Ha BCSIKO MHOYKECTBO X, KOETO OIDAHUYaBa BCUIKU
enementr Ha A. CiremoBaTesHo, 3a Ja IoKaxkeM de UA e TOYHa ropHa
rpannna 3a A B (A, C 4) e gocrarbano ga nokaxkeM, de UA € A.

[Tonesxke Beekn esement Ha A e Bepura B (A, R). B wacTHOCT mOgMHO-
»kecTBO Ha a, To UA C A. OcraBa Ja nposepuM, de UA CbINo € Bepura B
(A,R).

3a nenra Heka Xg,x1 € UA. Torasa neka By, By € A ca Takusa, 4de
xg € Boux; € By. Ilonexe A e Bepura, To 6€3 orpanndenue Ha OOIIHOCTTA,
Ha pasriiexKIaHnusTa MoxkeM fa cunTtame, de Bg C By. Torasa xq,x; € Bj.
Ho Bj e Bepura B (A, R), orkbjiero xo u X1 ca R-cpasanmu. CiegoBaresno
UA e Bepura B (A R), 1.e. UA € A.
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Ounpenenenne 2/1.6. Hexa (A1, R1) u (A2, R2) ca w.n.m. Kaszeame, ue

me ca usomoppru ((A1, R1) = (A2, R2)), axo cowecmeysa buexyus f :
Ay — Ag maxasa, e

(Va2)(Vy)l(z,y) € R < (f(z),f(y)) € Ra].

Ie xassame, we (A1, R1) e usomopgno earoorcumo 6 (Aa, Ra), axo cowec-
meyea unekyus f : Ay — Az, koamo e uzomoppusosm meocdy (A, Ri) u
undyyupanomo s (F[A1], By 0 (f[Ar] x f1A1))).

Teopema 2/1.7. Hexa (A, <) e w.n.m. Toeasa mo e uzomopdro 6.402cumo
6 (P(A),Cpa))-

Jlokasamencmeo. 3a Besiko a € A, na o3naunM ¢ O(a) MHOXKECTBOTO

O(a) ={x | x€ A & (x,a) € R}.

Ha 3abenexxkum wbpBo, ye ako O(a) = O(b), ro a = b. [eiicreuresnno,
toraBa a € O(a) u b € O(b), nonexke R e pediekcusna. Cienoarei-
Ho a € O(b) u b € O(a), orkbaero (a,b) € R u (b,a) € R. Cera or
AHTUCUMETPUYHOCTTA HA R 1oiydaBame, ye a = b.

Ocser toBa (a,b) € R Biaeue, we O(a) C O(b). Haucruna, meka
(a,b) € R mx € O(a). Torasa (x,a) € R u or Tpansurusrocrra Ha R
nostydasame, 4de (x,b) € R. Taka x € O(b) u, ciesroaresnno, O(a) C O(b).

Or HanpaseHuTe HAOJIOJIECHUS MOXKEM Jla 3aK/IIOUUM, Y€ U300parke-
urero f : A — P(A) oupeneneno, upes f(a) = O(a) 3a Bcagko a € A e
MHEKTHBHO ¥ 3ana3sa Hapebara. CieoBaTesHo TO € n30MOpQHO Biara-

me na (A, R) B (P(A), Sp(a))- !
2E. CpaBHsBaHe HA MOMIHOCTH

IIpu najenu MHOXKecTBa A u B e n3nonssame ozHadenuaTa: A = B
3a Jla M3Pa3UM, Ye MMa B3AMMHO €JJHO3HAYHO ChOTBETCTBUE (OUEKIus)
mexny A u B; A < B 3a ja uzpasum, ue uMa 6ueKIus Mexkay A u HsaKoe
OJMHOYKECTBO Ha B, T.e. de mMma mmeknnst or A kbM B; A < B 3a 1a
U3Pa3UM, de nMa OMeKInst MeX Iy A 1 HSIKOe CTPOTO TOJAMHOXKECTBO Ha B,
1o He u cbe camoro B. Taka A < B e pasnocuino va A < B u ~(A = B).

B ciyuait, ve A = B me ka3Bame, 4e muOKecTBaTa A un B ca pasHo-
Moman (MMaT paBHE MommHocTH); ako bk A < B (chorerno, A < B)
e Ka3BaMe, 9e MOIHOCTTa Ha A e Io-MaJjIKa MM paBHa Ha (CHOTBETHO,
CTPOro I0-MaJiKa OT) MOIIHOCTTa Ha B.

3abesiexkeTe, Ue TOPHUTE TPHU OTHOIIEHWsT MexK1y A u B onpenessive
HaII'bJIHO HE3aBHUCHUMO OT IIOHATHUETO 3a MOIIHOCT Ha MHOXKECTBO. TaKa 110
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HUKAKDbB HAYMH B O3HadYeHneTo A = B He ommcBamMe KaKBO U3pa3saBaT A u
B. ITo-HaTaTbK 3a BCSIKO MHOYKECTBO A IIie OIIpeJIenM HEroBaTa, MOIIHOCT
A kaTo moaxosAmo MHOKecTBO. Taszn neduHnmus Mme Oble ChIIacyBaHa
CbC CIIOMEHATHUTE BeUe OTHOIICHUSI.

Creasar HSKOJIKO IIPOCTU CBOMCTBA, YMETO JIOKA3ATEJICTBO IIE IPO-
IIyCHEM:

o« A= K;
e A=B - B=A;
eA=B&B=C —» A=C
o A <A;
e A<B&B<C —» A<C
Teopaeuune 2E.1. 3a scexu dse mmuooicecmsa A u a e 6 cuaa, we:

T A {a).

Jlokazamencmeo. Pasrnenaiire ueknusra f: A — A x {a}, onpenenena
3a BCAKO X € A upes: f(x) = (x, a). .

Teopema 2E.2 (Cantor). 3a ecako mnoorcecmso A, A< (A).

Jlokazamencmeo. IlbpBo na 3abesmexnm, de dyuknusara f : A — P(A),
onpegenena upes f(a) = {a} 3a Bcsko a € A, e unekrusna. CienoBaresHo

A<P(A).

Cera na IIPEIIIOIOKHM, e A e MHOXXECTBO PABHOMOIIHO ChC CTEIIEH-

HOTO cu MHOXKecTBO, A = P(A). Heka g : A — P(A) e Oueknusi, cBuje-
TEJICTBA 3a Tasu paHoOMoIHOCT. Heka

R={a | acA&adgg(a)}.

Ja 3abenexum, ge R e mommuoxkectBo Ha A. [ToHexke g e clopekTUBHA, TO
R = g(b) 3a msakoe b € A. Toraga:

beR+bdgb) < bgR.

[Iporusopeune. Cremosarermno A < P(A). o
OkasBa ce, e CbBKYIHOCTTA Ha BCUYKU MHOYKECTBA, PABHOMOIIHH C
JIaJIeHO HEIIPA3HO MHOYKETCBO, € TOJIKOBa OOIIIMpPHA, Je caMara Ts He 00pa-
3yBa MHOXKeCTBO. 3abejiexkere, e BbIIPEKH TOBA Tsl € olperenMa. Kazano
WHade, B HAIlTaTa BeejleHa V, HUTO eiH KJiac Ha eKBUBAJEHTHOCT 110 KJIAC-
peJianusTa Ha, PABHOMOIIHOCT, KONTO HE ChIIbprKa &, He € MHOKECTBO.
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Caencreue 2E.3. Hexa A #+ @. Toeasa:
~(3B)(Vz)[ze B> T=4A].

Hoxaszameacmeo. Heka A e mpon3BOJIHO HENIPA3HO MHOXKECTBO, U 118 JI0-
[IyCHEM, € MHOXKEeCTBOTO B ChbIbprka BCUUKN PABHOMOIIHE ¢ A MHOXKeC-

TBa. [JoHerke 3a IPOU3BOIHO MHOXKECTBO a € B cuia, e A = A x {a}, To
3a BCsAKO MHOXkKecTBO a, A X {a} € B. [la pasriezame MHOKeCTBOTO:

C={x | xeB& Ba)fx=A x {al]}.

IMonexe 3a Besiko x € C, Rel(x), To Rel(UC).

Heka a e npoussosino muoxkectBo. Torasa a € Rng(A x {a}). Twit karo
Ax{a} € C, o Ax{a} C UC u, crenosarenno, Rng(Ax{a}) C Rng(UC).
Torasa a € Rng(UC). CuenoBaresnno muo)ecTBoTo UC ChIBPKA BCIKO
mHOXkKecTBo. [IpoTuBopeune. .

Jlecro MoxkeM 1@ MOKaXKeM M, e PA3JIMHUTE MOIIHOCTH HA MHOXKEC-
TBa Ca TOJIKOBA pa3HOOOpa3Hu, ue He obpalyBaT MHOXKeCTBO. [lo-Touno
e nokKazkeM, 1€ CbBKYITHOCTTa, KOATO Cb/AbpxKa IO €JIUH IPEeACTaBUTEJI
OT BCSIKa MOIIHOCT He e MHoKecTBO. Kaszano nmade, GpakTOp-KIachT Ha
BcejieHaTa HU V 110 KJIAC-PeJIAIlisATa Ha PABHOMOIIHOCT HE € MHOYKECTBO.

Caencrbue 2E.4. -(FA)(V2)3ly)lye A & T=T7).

Hoxazamencmeo. [la npenmosioxkum, ue A e TakOBa MHOXKECTBO, 9e 3a
BCSIKO MHOYKECTBO X CbINECTBYBa €JIUHCTBEHO MHOXKECTBO ¥ € A, 3a KOETO

_= Y'

Toraga, 3a Bestko (Vx)[X < UA]. JleifcTBuTe/HO, HEKa X € TIPOM3BOJTHO
1y € PaBHOMOIIHO ¢ Hero TakoBa, ue y € A. Torapa y C UA, oTKb1€TO
y C UA. Taka X < UA.

Crnemosatenno P(UA) < UA. TIporusopeune. =
Karo 3ak/ioueHne MozKeM Jia MOy IiM, Y€ CbBKYIHOCTTa V Ha BCHUKI
MHOZKECTBA HE € MHOXKECTBO.

Caencreue 2E.5. (3 A)(Va)[z € A].

Joxasamencmeo. a nonycHem, de A e MHOXKECTBO, ChIbPKAIIO BCUIKH

ol

muoxkectBa. Torasa P(A) C A, B wactHocr P(A) < A. IIporusopeune ¢
Teopemara na Cantor. =
JlokazaTesicTBO Ha MOCJIE/THOTO MOXKE Jia Ce IOJIyIH U KaTO pe3yJrar

or ToBa, 4e KnachT {x | X = A} me e muomecrso (Crexcrsue (2E.3)) u

TPUBHAHOTO Habosienne, 4e {x | X = A} C V.
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Op,Z[I/IHaJIHI/I qancJjia

3A. 1o6Gpe HapeaeHu MHOXKECTBa

Ounpepnenenne 3A.1. Hexa (W, <) e u.n.m. Ile xa3same, we mo e dobpe
Hapedeno mruootcecmao (0.1.m.) u, we < e dobpa napedoa ¢ W, axo ecaxo
HENPasno nodmmoscecmeo B na W uma nati-mansk eaemernm ommocro <:

(VB[ B#@ & BC W— (3y)lye B& (Va)[re B— y < 4]

YecTo m3non3BaHa M, eKBUBAJCHTHA HA TOPHATA, € U JNeOUHUITUATA,
4e JI.H.M. € TaKOBa JI.H.M., B KOETO BCSIKO HEIIPA3HO IMOJIMHOXKECTBA UMa
MHUHUMAJIEH €JIEMEHT.

Yupaxkueuune 3A.2. Jlokaosrceme, we 2oprume dee depuHunyuy ca exeu-
BANEHMHU.

Hanpumep, MHOYKECTBOTO Ha €CTECTBEHUTE UHMCIA (W ¢ ObuyaiinaTa Ha-
penba e J.H.M., KAKTO WM BCEKW HErOB HadajeH oTpes. pyr mpumep e mak
w ¢ HapembaTa <1 OmpeIeseHa, Ipes:

n<;k=2|n&2)k)V(2]|(n-k) &n<k).
TaSI/I pemanud HapexK/1a €CTEeCTBEHUTE YhC/Ia 110 CAeJHNA HaINH:
0<12<14<7...92n<7...<11 <93 <1...<92n+1<4 ...

He e tpynno n1a ce cbobpasu u, e Besika KPaHo JI.H.M. BCBITHOCT € JI.H.M.
Axo (W, <) e g.um. u I € W, ro maaynupanoro 4.1.M. (I, < N(IxI)) cbimo
e JI.H.M., KOETO aKO He JIOBEXKJa JI0 NBYCMUCJINE, 1€ O3HAYaBaMe CaMO C
(I, <).

Besiko jam. (W, <) npminda Ha Ha4aJleH CerMEHT Ha (W B HAYAJIOTO
cu. Ako W He e nipazHo, TpsibBa Ja MMa Hali-MaJ'bK €JIEMEHT, KOUTO aKO
He € Ka3aHO U3PUUHO JApyTro, e o3uadaBame ¢ Oy, mwiu camo ¢ 0, koraTo
W ce nmonpazbupa:

0=0w =minW.
C uskioueHue Ha HANW-IOJIEMUs €JIEMEHT (KoﬁTo MOZKE [1a CBIIECTBYBa, &
MOXKe U JIa He), BCAKO X € W MMa HeIoCpeICTBeH HACJIEJHUK — MMEHHO

31
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Hall-MaJIKHsl €JIEeMEHT HA MHOYKECTBOTO OT €JIEMEHTHTE HAJT, X,
S(x) =min{ye W | x<y}

Enemenrta S(x) e HapudamMe nacae0nuk Ha X.

Babesiexkere, Ue Hall-MAJIKUAT ejieMeHT Oy He € HacJeJHUK Ha HUKOM
esieMeHT. Bb3MOXKHO e, pa3bupa ce, Ja UMa U JPYTI'U €JIEMEHTH, KOUTO HE
ca HacJaeTHUNM. 1e3U eJIeMeHTH Ie HapudaMe 2paHUuHU:

Limit(x) = Ow < x & =(Jy)[x = S(y)].

[TTe xasBame, ve I C W e navasen ceemenm ua g.um. (W, <), ako e
3aTBOPEHO HAJIOJIy OTHOCHO <:

(VxeDVy <x)y €1].
Axko x € W, 10 nauasen cezmenm Ha X e Hapu9IaMe MHOXKECTBOTO seg(X)
OT eJIEMEHTHTE HOJ[ X:
seg(x) = {yeW | y <x}.
VYupaxkueuune 3A.3. Jloxasceme, e
seg(Ow) = @ u seg(S(x)) = seg(x) U {z}.

VYupaxkueuune 3A.4. Hexa x e epanuven esemenm. Tozasa

seg(z) = U{seg(y) | y € seg(x)}.

He e TpyHO 11a ce cbobpasn, de koeTo u X o1 W jia B3eMeM, HadaTHusIT
My CerMeHT e HadajieH cermeHT Ha W. B ciayuasi, Korato ce Hamupame B
J.H.M., € BIPHO U 0OPATHOTO.
Tebpaenune 3A.5. Hexa (W, <) e d.n.m. u I C W e navaren cezmenm.
Tozasa uau I = W, usu I = seg(z), 3a naxoe x € W.
Aoxasameacmeo. Heka I # W e magasnen cerment u x = min_ (W \ I).
Axo y € seg(x), Toy € W\ I u, cienoparenno, y € I. Akoy € I n
JIOIyCHeM, 4Ye v £ X, TO ToraBa X < y, OTKbJieTo X € | — mporusopedne.
Crnenosarenno y < x. Taxa I = seg(x). !
Yupaxkaenue 3A.6. Jatime npumep 3a A.H.M., 6 KOO 20pHOMO MEBP-
denue He e 8 CUuAQ.

Heka (W, <) e uw.m.m. [lle kazBame, ue U C W e <-uHJIyKTHBHO, aKo:
Vx)[(Vy)ly <x—yeU —xelU.

Oxassa ce, ye ako (W, <) e J1.H.M., TO €JJUHCTBEHOTO <-MH/yKTUBHO MHO-
2KecTBo € caMoTo W.
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Tebpaenue 3A.7. Hexa (W, <) e d.n.m. u U e <-undyxmueno. Tozasa
U= W.
Jlokazamencmeo. Heka U e karo B ycsoBuero u ja gorycuem, ye U # W.
Heka x = min(W \ U), B uactroct x € U u 3a Besiko y < x, y € U. Cera
or <-ungykrusHocTTa Ha U, 3akmodasame, ue x € U. I[Iporusopeune. -
Cuie1BAIIIOTO TBBP/ICHNE TT0Ka3a, Y€ 100pe HapeJIeHUTe MHOKECTBA MO-
rat ja ObJaT XapaKTepU3upaHu U3MEeXKJly JUHEHHO HapejleHuTe UMEHHO
KaTO Te3H, B KOUTO €JIUHCTBEHOTO MHIYKTHBHO MHOYKECTBO € CAMUSAT HO-
CHUTE Ha Hapendara.

Tebpaenne 3A.8. Hexa (W, <) e a.n.m., 6 Koemo eduncmeenomo <-
undyrmueno mmoocecmeo e W. Tozasa (W, <) e d.n.m.

Jlokazamencmeo. Heka (W, <) e kakto B yciaoBuero. Heka B C W e
npou3sBosiHo. Heka C e MHOKECTBOTO OT CTPOIHTE JIOJTHU IPAHUIN Ha MHO-
»KecTBOTO B,

C={teW | (VxeB)[t <x]}.

fcuo e, e BNC = @. Bb3MmoxkeH € TOYHO euH OT CJAeIHUTE JIBa CJIydasi:
(i) C e e <-mmgykrusno. Torasa mma t € W rakosa, e seg(t) C C,
Ho t ¢ C. Ilonexe t € C, To mma x € B, 3a koero x < t. Ho x ¢ seg(t),
ITOHEYKEe TI0CJIETHOTO € Henpecudaino ce ¢ B. Ciaenosarenno, x =t u t € B.
Taka t e Haii-MaJKUAT eJleMeHT Ha B, 3aI0TO BCEKH MO-MabK OT HETO e
B seg(t), T.e. m3BbHH B.
(ii) C e <-mamyxrusuo. Torasa C = W u, ciegoBarenno, B=@.

Onpenenenne 3A.9. Hexa (A, <) e wn.m. um: A — A Kassame, e
Pynryuama e paswupasawa (erpansive), axo 3a ecaxo x € A, x < w(x).

Teopema 3A.10. Hexa (W, <) € d.n.m. um: W— W e unexyus, 3a-
nazeawa napedbama. Toeasa T e paswupAGaULa.

Jlokasamencmeo. Heka 7 e KakTO B yCIOBHETO H Ja JIOIYCHEM, de HeE €
pasmupsBamia. Torasa muoxecrBoto {x € W | 7(x) < x} msima ja 6b1e
IPa3Ho W, HeKa X e Hail-masmsar My esrement. CrenoBaresnno 7(x*) < x*,
orkbaeTo T(7(x*)) < 7(x*) moHeke mHeKNMATA T 3ana3Ba HapeabaTa. Ho
TOBa € IIPOTUBOpeUne ¢ n3dopa Ha X*. =

CaencrBue 3A.11. Huxoe 0.H.m. He € U30MOPPHO Ha ¢80Tl cobecmeeH
HAYAAEH CE2MEHM.

Jlokasameacmeo. Heka (W, <) e num. u Il C W e cobcrBen HauasieH

cerment Ha W. Jla nomnycuem, ue (W, <) = (I, <) u Heka 7 e uzoMmopbuszbM
mexkay Tax. [lomexxe I cobcTBen HadajieH CerMeHT, TO ChIECTBYBa t €



34 3. OPIVMHAJIHU YMCJIA

W, 3a koero I = seg(t). [lonexxe m : W — W e mmeknus, 3anaspaimia
Hapes6ara, TO T4 € u pasumpsBama. B gacrrocer, t < 7(t). Ho 7(t) € I =
seg(t), orkbaero w(t) < t. IIporuBopetine. o

CaencrBue 3A.12. Meowcdy dee d.m.m. cowecmeysa Hali-mmo20 edum
U3OMOPPUSBM.

Jlokasamencmeo. Heka (W1, <1) u (Wy, <o) ca nBe usomopdHu 1oMeK 1y
cu m.ua.M. Heka m u ¢ ca nBa uzomopdusma MEXIy TAX U /12 JIOMyCHEM,
qe T # Y. Heka x* e Hali-MaJKusAT ejleMeHT Ha W1, KOWTO I'm pasjmdaBa;

x'=mine {x€ Wy | m(x) # ¢Y(x)}

B gacrrocr, w(x*) # ¥ (x*), karo u nBara ca exementn Ha Wo. Bes or-
paHmYeHre Ha OOIMIHOCTTA HA Pa3IVICKIAHUATA, MOXKEM Ja CUATAME 9
m(x*) <2 ¥(x*). Heka roraBay € Wi e takoBa, 1e ¢ (y) = m(x*) <2 ¢(x*).
TTonexe ¥ e uzomopdusbm, To y <1 X*. Cera or n3dbopa Ha X* cjeasa,
qe 7(y) = ¢¥(y) = w(x*). Iocaennoro nporusopeun na dakra, de 7 €
nzomopdusbM. CremoBarenHo, ™ = 1. =

IIle kasBame, 4e eaHa YACTUIHO HAPEIAEHO MHOXKECTBO € Me6spdo, aKo
He MpUTeXKaBa HEeTPpUBHAJHN aBToopdu3Mu. OT TOPHOTO TBBLPJEHUE -
PEKTHO TIoJlydaBaMe TBbPJIOCTTA HA JI.H.M.

CaencrBue 3A.13. Bceaxo dobpe napedeno mmootcecmso e mespdo.

Teopema 3A.14. Hexa Wi uWs ca d.n.m. Tozasa e 6 cunra mouro edno
om mpume:

o Wi e usomoppro na Ws,
o W e usomoppro Ha cobcmeern Havansen ceamenm Ha YWa,
o Ws e uzomoppro na cobcmeen navwasen ceamenm wa YWi.

Bse scexu edun om cayuwaume, uzomoppudmsm e euHcmeeH.

Jlokazamencmeo. Hexa Wy = (W1, <1) u Wy = (Wy, <) ca g.u.m. Ot
Cunencreue 3A.11 cnenpa, 4e TpuTe Bb3MOXKHOCTH Ca B3AUMHO N3KJIH0YBA-
my ce. EauacrBeHoCTTa Ha M30MOPQPHU3Ma BbB BCEKH €IUH OT CJIyYanTe
ciensa bk or Ciencrsue 3A.12.

ITo-nararbk 3a Besiko a € Wi ¢ Wi(a) ga o3uadnm p.u.M. (seg(a), <i)
Ha HadaJIHUS CECMEHT Ha a B W1 ¢ mHaynupaHaTra or <1 Hapenda. [lomo6Ho
e 6bje u o3naderuero Wa(b) 3a Besiko b € Wa.

Hexka f C W1 x Wy e pesranusra:

f= {(a,b> € W1 x Wy ‘ Wl(a) = Wg(b)}
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[Tbpeo ja 3abestexum, de f e dynxnus. Haucruna, neka (a,b), (a,b’) € f.
Ja mpennomnoxknmM, ge b # b’. Bes orpanmdenne Ha 0OMIHOCTTa Ha pasT-
JIEXKIAHUSITA MOXKeM Jla cauTaMme, de b <o b’. Mmame, we Wh(b) = Wy (b'),
nonezke u jBete ca nzomopduu na W (a). Ho raka mu.a. Wa(b') e uzo-
MopduOo Ha HavagHus cu cermeHT Wa(b). IIporusopeune. CrenoBarenno
b="n.

ITo HambaHO TTOMOOEH HAYMNH Ce BIXKIa, Y€ 1 f~le GYHKIUS, OTKBIETO
ciena, 4ye f e monomopdusbm. Ocsen Tosa f 3anassa u Hapejbdara, T.e.
3a Beekn a <1 &’ or Dom(f) C Wy, e B cuna, ue f(a) <o f(a’). Hancruna,
Heka a,a’ € Dom(f) m a <y a’. Heka h e uzomopdusmbr Mexxmy W (a')
u Wh(f(a")). Torasa pecrpuknusta h | seg(a) e msomopdusmbr MexK Ly
Wi (a) u Wa(h(a)). Cremosarenno f(a) = h(a) <s f(a’).

Ja 3abenexkum cbino, de gedununmonnara obgacr Dom(f) va f e Ha-
vajien cermenT Ha ;. 3a menra Heka a € Dom(f) u ¢ <; a. Heka h e
uzomopdusmbT Mexk iy Wi (a) u Wh(f(a)). Torasa h | seg(c) e usomopdu-
3bM Mexkiy Wi(c) u Wa(h(c)). Crnenosarenno ¢ € Dom(f) u raka Dom(f)
€ 3aTBOPEHO Ha 10J1y. HalrbJIHO aHAJIONMYHO Cce MOKa3Ba U, 9e 00JIacTTa OT
croitnocrure Rng(f) na f e nHauasen cerment na Ws.

Crenosarenso f e nsomopduzbm mex iy Dom(f) € Wi u Rng(f) C
Ws. Ocrana na jmokaxem, de e usi'bjHeHo moHe eauo or Dom(f) = Wy
wim Rng(f) = Wa. 3a neara ga jgomycuem nporusaoro, T.e. Dom(f) #
Wi u Rng(f) # Ws. Ilonexe u jBere ca coGCTBEHN HAYAJHU CEMMEHTH
cborBeTHO Ha W u Wh, 1o chmecrByBar a € W1 u b € Wy Takusba,
1e Dom(f) = seg(a) n Rng(f) = seg(b). Ho rorasa (a,b) € f, orkbaero
a € Dom(f) = seg(a). [Iporusopeune. .

3Bb. Opaunann

B ro3u paszgesn mmie BbBeJEeM MOHSATHETO 33 OPAWHAIHO YUCJIO (Wjn
IPOCTO OPJIMHAJ) U IIIe M3CJIe/IBaMe OCHOBHUTE My CBoiicTBa. V3puaHo or-
Oesis3BaMe, 4e B IOCJICIAIUTE JIOKA3aTE/ICTBa, He Ce U3I0I3BAT aKCUOMU-
Te 3a U300pa U 3a PEryJsSPHOCT, HUTO I'bK AKCHOMHATA CXeMa 3a 3aMsIHa.
Omnpenenennero 3a OpPAWHAIHO UHCIO IMe ClAeaBa AePUHUINSATA Ha VO
Neuman.

OupegeneHuero Hu 3a OPJMHAJIHO YUCJIO C€ ChCTOU OT JIBE HE3ABUCUMU
vacrtu. IIbpBaTa oT T4X Kacae Bede BbBEIEHOTO IOHSATHE 33, TPAH3UTUBHO
MHOZKECTBO:

trans(x) = (Vy)(Vz)ly €z & zex =y €x].
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Bropara ugact e cBbp3ana ¢ nousTueTo 3a €-100pa HapejeHoct. menno,
MHO2KECTBOTO X € €-7100pe HapejeHO, aKO BCEKU JBa HErOBU eJIEMEHTa
ca CPaBHUMHU OTHOCTHO TPUHAJJIEIKHOCT M, KO BCSIKO HEMPA3HO HETOBO
MOJIMHOYKECTBO MMa, MUHUMAJIEH €JIEMEHT OTHOCHO MPUHATIEZKHOCTTA!

eWOKx) = (Vy)Va)lyex&zex—yezVy=zVzeyl &
Vulu@&ulCx— Jy)yeu& ynu=g.

Ha zabenexkum, e ako € WO(X) u u e Henpas3Ho OJMHOKECTBO Ha X,
TO CBINECTBYBA €IUHCTBEHO ¥ € U TaKOBa, e y N u = <. [leiicTBuTesHO,
Jla TPEJIIOJIOKUM, Y€ Vi # Vo Ca JIBa PA3JUIHH HOMEXKIY UM €JIeMEHTa
Ha HEIPa3HOTO ITOJMHOXKECTBO U Ha X U y; Nu = y, Nu = &. Ho €
WO(x), oTKBJIETO ¥ € Yo WK Yy € y;. Be3 orpanntdenue Ha 0OIIHOCTTA
Ha paslyIekIaHuATa MOXKEM Jla cuuTame, e y, € yo. Ho ToraBa @& #
{y1} € yyNu. IIporusopeune. CieqoBaTeIHO, U MMa HAR-MAJI'BK €JIEMEHT
OTHOCHO NPUHA/IJIC?KHOCTTA.

Onpenenenne 3B.1. [l]e xazeame, we MHoHcECMBOMO T € OPOUHAA, QKO
€ e0HOBPEMERHO MPAH3UMUBHO U €-Jobpe HapedeHo,

ord(z) = trans(z) & € WO(z).

[To-HaTaTbK OpAMHAJIHUTE UHC/Ia IIe O3HAYaBaMe C MaJjKU IPbIKI
oykBu: o, B,Y,...,w. llle HanpaBum u cieiHaTa yroBOpKa — akO HIKOMN
00EKT € O3HaYeH ¢ MaJjKa I'PbIKa OyKBa, IIe CUuTaMe, e TOH € Op.Iu-
Has1. B Tasum Bpb3ka, osHauennero V xp(o, W) me Obe ChbKpaIleHne 3a
(Vo)[ord(o) — p(a,@)]. dyanno, Jowp(o, U) me Objie ChKpaIleHue 3a
(3o ord(x) & (e, ).

BbeexkgamMe ChINO U CJIEIHATE IBe O3HAYEHNE HAJl OPAUHAJINTE:

a<PsacepPrna<pPpsa<pPVa=p.

[To-HaTaTbK, aKO X € MHOXKECTBO C €y Ie O3HAYABAME PEJIAIUSITA,
oTpa3siBaIla MPUHAJJIEIKHOCTTA, OTPAHNYIEHA, JIO €JIEMEHTHUTE Ha X,

ex={{v,z) | yex&zex&ycez}

Caeapalara TeopeMa 060011aBa OCHOBHUTE CBOACTBA Ha OPAUHAIHUTE
YUCTIA.

Teopema 3B.2. Hexa &, 3 vy ca opdunastiu wucaa, a T € MHOAHCECTNGO.
Tozasa:
(1) ada, (Vo)nlzea& aer, Vyex)(Vze a)nlye 2z & z€ y;
2 a<P&Pp<y—a<y;
(3) ~(a<a), <P — (B <a);
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4) ord(S(«)), o < S(ax), ~(FB)[er < P & B < S()];

) € o — ord(z);

) 2 C o & trans(z) > x=a V€ «;

) a <P+ axC By

) a<PBVa=BVPA <«

) o< B o S() < B

) Vy € x)ord(y)] —€ WO(z) & ord(Uz);

) Vye x)[ord( y)| eaeue, ue (x, €5) e cmpozo dobpe napedeno mo-
(12) (vy € 2)[ord(y)] = [Ur < B > (Vo € a)fox < B

(13) (Vy € o)ford(y)] — BBV« € z)[ox < B]};

(14) ~(3 A)(V z)[ord(z) — = € AJ;

(15) 5 0 & (Fy € 2)[ord(y)] > (3o € (¥ y € )]ox < g

Zloxaszamencmso.

(

(
(
(
(
(
(
1
(1

(1) Ja upeamonoxum, 4e & € TaKbB OpJuMHAT, de d € «. Torasa
@ # {a} C «. CremoBaresto, cbiecTByBa y € {&}, 3a KOeTO
yN{a} = @. Jla 3abesexxum, de 3a Bcsiko y or {a}, € B cuiia, 1e
y = «. Caenosaresino, « N {a} = &. Taka, B3eMaiiku peIBuI
[PEJIIIOJIOKEHNETO HU, Y€ ¢ € &, nojaydasame, de {«x} C o N
{a} = @. Ilporusupeune. CienoBaresino & ¢ .

Ja mpeanookuM, Ue z 1 X ca TaKuba, 9e z € x 1 & € z. Or
TPaH3UTUBHOCTTA Ha X HOJydaBame, 9e & € . IIpoTuBopeune.

Jla npeanosiosKuM Hakpas, 9e X M y ca ejgeMeHTn Ha &. Ho
trorasa {x,y} C « u e nenpaszuo. CienoBaresiHo, mo €-ao6para
HapeJieHOCT Ha &, X N {x,y} = @ wmm y N {x,y} = &. Torasa,
YyEXUMXEZYy.

(2) TebpaeHnero cieBa OT TPAH3UTUBHOCTTA HA OPJMHAJA Y.

(3) (¢ < ®) e eKBUBAJIEHTHO HA X & K.

Ha monychem, 9e & u 3 ca TakuBa, de & < [ u f < o
ToraBa o« € f u p € «®, OTKBJIETO 10 TPAH3UTUBHOCTTA Ha K,
noxy4aBame de x € . IIporusopeune.

(4) Ionexe trans(«), To u trans(S(«)). Ocrasa ga mokazkemM, Te S( o)
e €-7100pe Hapeneno. I[IbpBo Heka y,z € S(a) = a U {a}. IIle
MOKaxkeM, 9e y € zVy =zVz €y. AKO ¥,z € &, TO CBOWCTBOTO
e M3II'bJIHEHO, 3alll0TO & € OpAMHAL. AKO y € X,z = X Wi y =
®,Z € &, TOUMaMe y € z WU Z € y, T.€. CBOUCTBOTO € U3II'bJIHCHO.
AKOy =& Uz = &, TO Yy = z U CBOHCTBOTO TIAK € U3IIbJIHEHO.

Heka cera @ # u C aU{a}. Herka v’ = u\ {a}. Axo v’ = &,
to u = {a}. CaenoBaresnno, xNu = aN{a} = &. Heka v’ # &.
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Tosa 3aeano ¢ U C « nu gpasar y € u' C u takosa, ue yNu' = .
Ho Torasa y Nu = @. Hancruna, nmame, e

yNnuCynui{a})=Fnd)uyni{a})=0Ua =9,

nonexke y € v C o u, cremosarenno, « € y. Torasa S(o) e
OpJIUHAJ.

Twit kato « € a U {o} = S(a), 10 ¢ < S(0x).

Ha momycuem, we o« < f u B < S(o). Torasa p € aU {«x},

oTKblIeTO B € &V 3 = «. IIporuBopeune.
(5) Heka x € o. IIbpBo mie mokazkem, 4e trans(x). 3a 1mesra Heka
yveExuz€y Hox € &, OTKB/IETO IO TPAHBUTUBHOCTTA HA O
rojiydasaMe, 4e y € o, OTK'bJIETO I1aK 110 Hes 3aKJilodyaBame, 4e
z € a. OT €-mobpara HAPEJICHOCT Ha X CIEIBA, U € U3MIbJIHEHO
€JIHO OT TpUTe: Zz € X, z = X Win X € z. Ako x = z, TO 3a
eJIEMEHTUTE X U y Ha & Ie Objie UB3IM'bJIHEHO X € V,y € X —
nporuBopetdre. AKO IIbK X € Z, TO IT[e UMaMe TPU €JIEMEHTA X, ¥, Z
Ha &, 33 KOUTO X € 7,2 € y,y € X. [lo anasorus ¢ 1 e e Tpy/1HO
Jla ce cboOpasn, 4e TakaBa CUTYAIUS ChINO € HEBb3MOXKHA. Taka
ocrasa z € x. CiesroBaresno, trans(x).

Haxkpast ma ce cripem Ha €-700paTa HapejieHocT Ha X. Heka
z € xuy € x. ToraBa 110 TPaH3UTUBHOCTTA HA X, MOJIydaBaMe
z€any € a Cera, or € WO() 3akiouaBame, ey € zVy =
zVzey.

Heka @ # u C x. Torasa trans(«) Bieue u C «. Cienosa-
resiHo, o € WO (), cbiiecTByBa y € u TakoBa, e y Nu = <.
Torasa € WO(x).

(6) Heka x C « u trans(x). Heka u = « \ x. Ako u = &, T0 X = .
Hexka cera u # &. ToraBa HeKa y € eIMHCTBEHOTO MHOYKECTBO, 34
Koetoy € unynu= <. Toraa x =y.

HelicTBUTETHO, HEKA IIBPBO Z € X e mpousBojeH. Ho Torasa
Z € XUY € XU, CIeJOBaTEJHO, € B CUJIa €IHO OT TPUTE Z € Y, Z =
ymwmy € z. Akoz =y, 10y € x. Hoy € u = «\x. Cnemosarenso
TO3W CIy4ail € HEBDL3MOXKEH. AKO ¥ € 7z, TO TI0 TPAH3UTUBHOCTTA,
Ha X II0JIydaBamMe OTHOBO, Ye y € X. Cire/j0BaTe/IHO U TO3M CJLIydail
e HeBb3MOXKeH. Taka ocraBa camo z € y, OTK'BJETO HOJIydaBaMe,
qe x Cy.

Obparno, Heka z € y. Or usbopa Ha y cieiuBa, de z & U.
Ocsen T0Ba, z € y 1y € &, OTKDBJAETO IO TPAH3UTUBHOCTTA HA, X
umame, de z € «. Cregoarento z € o\ u = x. Taka x =y.
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Hakpasi, numame, 1e x =y € u C &, OTKBIETO X € X.
Heka o < 3. ToraBa o« < 3 mim o« = 3. Axo ¢ < 3, T0 ¢ € f3.
Cera trans(f3) mu gaBa, 9e &« C 3. AKo IbK & = [} JUPEKTHO
nmame x C 3.

Heka o C (3. Torasa trans(«) um cBoiicTBo 6. HE maBaT, |e

ax=pVa«ae p. CrenoBarento, & < f3.
Heka o u § ca oppunamu. Heka x = oo N PB. ITonexe trans(o) n
trans(f3), To KaTO ceyeHNe HA TPAH3UTUBHU MHOXKECTBA M CAMOTO
X e TpaH3uTHBHO, trans(x). Or x C & u x C 3 1o 6. 3akI09aBa-
Me,dex =axVXxeaunux=PRVx € P. Boamoxuu ca ciaeauure
qeTUupu cjryvasd:

X =oaux = f3: ToraBa & = [3;

X=0auxE PB: ToraBa & € f3;

X € x 1 X = [3: ToraBa 3 € «;

Xx € aux € fB:roraBa x € xN P = x. Ho x e esrement ua
opauHa, ciaegoparesso ord(x). IIporusopeune.

Heka o < B, Te. « € . Heka x € S(«) e npoussosino. Torasa
X € aVx = «, orkbaero = € 3. Crenosarenno, S(«) C 3. Taka
1o cBoiicrBo 7. nosyuasame, ye S(o) < fB.

Hexka cera S(a) < . Torasamo 7., S(x) C B, r.e. a{ax} C f3.
Cnenmosarento, & € 3, T.e. & < f3.

[TbpBoO 1mIe TOKaxKeM, Ue X e €-100pe HAPEJIEHO. 3a IeJITa HeKa
y,z € x. Torasa ord(y) u ord(z). ITo cBoiicrBo 8. noyuasame, e
y<zVy=zVz<y Takaye€zVy=zVzeEy.

Heka @ # u C x. Heka « e opjaunas TakbB, e & € U.
Heka v = aNu. Ako v = &, 7o x € unm a«Nu = &. Heka
u # @. Honexke v C & u ord(«), TO CbIecTBYBa (€IMHCTBEHO)
y € U’ rakoBa, e yNu' = @&. Torasa n y Nu = &. Haucruna,
Jla, JIOIYCHEM HPOTUBHOTO, T.e. ye y Nu # &. Heka z € yNu e
cBrgeres 3a ToBa, z € u C x. Crenosarenno, ord(z). Ionexe z €
yuy €u C «, 1oz € x. Ho z € u, 0TK'bJIeTO TIOJIyUaBaMe, e 7 €
u' = aNu. Cera z € y Bieue, 4e z € y Nu' = &. IIporusopeune.
Crnemosarento, yNu = &. OcraBa caMo J1a 3a0eIeKuM, Ie y € U.
Okonuarenno, € WO(x).

Ba ga nokaxkem, de ord(Ux) e JOCTATBUHO JIa [OKAYKEM, Ue
trans(Ux) u € WO(Ux). Toea, ve trans(Ux) cisiesBa JupEeKTHO
OT TOBA, Y€ BCEKU eJIEMEHT Ha X € OPJMHAJ, a CJIeJOBATETHO U
TPAH3UTUBHO MHOXKECTBO. 3a Jla ToKaxeM, 4e Ux e €-100pe Ha-
PEJIEHO, € JIOCTATHIHO J1a 3a0€/IesKUM, Ue BCEKH HETOB €JIEMEHT €
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OpIUHAJ U J1a Ce Bb3IOJ3BaMe OT I'bPBATa dacT Ha TOBa CBOC-
TBO. JleiicTBuTeIHO, aKO ¥ € UX, TO CHINECTBYBa Zz € X TaKOBA,
ye y € z. Ho z e opaunan KaTo eJIeMEHT Ha X, OTK'BIETO Y CbIIO
me 6bae OpAMHA KATO €JeMEHT Ha opauHada z. ClesoBaTeHo,
ord(Ux).

(11) Tosa, ue (X, Ex) e cTpora YacTudHa Hapejda, cJe/lBa HEIOCPe]l-
CTBEHO OT cBoficTBaTa 2. 1 3.

Heka @ # u C x. ToraBa u uMa Hail-MaJI'bK €JIleMEHT OTHOCHO
Hapenbara €y. Haucruna, o 10. umame, ue € WO(x), cinenosa-
TEeJIHO ChINECTBYBa (€IMHCTBEHO) y € U TakoBa, 4e y Nu = .
[Tle mokaxkem, e TOBA y € ThPCEHUAT HAN-MaJIbK €JIEeMEHT, T.e.
qe

(Vzeu|z=yVy € 7.

Ba mesra Heka B3eMeM mpomsBosiHo z € u. Torasa ord(z). Karo
esileMeHT Ha u, uMame cbio ord(y). ToraBa z €x yVz =y Vy €x
7z. AKO IPEJIIONIOKIM, Y€ € U3II'bJIHEH I'bPBUST CIydail, T.e. e
Z €x y, TO IPEABUJ, Y€ Z € U moJjydasBame, 4ye z € yNu = J.
ITporusopeune. CieoBaTeHO, ¥ € HAJ-MAJIKUSIT €JIEMEHT Ha U.
Torasa (x, €x) € cTporo Jo6pe HAPEJIEHO MHOXKECTBO.

(12) Heka Ux < 3. Torasa 3a Bcsko « € x, & C Ux. CiemoBaresHo,
mo 7., & < Ux, orKbrero & < f3.

Heka (Vo € x)[ax < B]. Torasa (Vo € x)[x C B]. CuesroBa-
TesiHO, UX C B umo 7., Ux < 3.

(13) HocrarbaHo € jia B3eMeM IIPOM3BoJIeH opuHal Hast S(Ux).

(14) Ha nomycHem, e A MHOXKECTBO, B KOETO NPUHAJJIEIKH BCEKU OD-
uHast. V3nossBaiiku akcuomara 3a OT/IelIsiHe [0JIyYaBaMe MHO-
xkecrBo B = {x | ord(x)}. ToraBa mo mpeauirHoTO CBONCTBO
CBINECTBYBA OPAMHAI [3, KOHTO € CTPOro HaJ| BCEKU €JIEMEHT Ha
B. B gacrrocr, 3 ¢ B. IIporuBopedne.

(15) Cnensa menocpeacrseno ot 11.

_|

Jla zabenexxkum, de & e opamHad. Ilo-HATATHK, KOTaTO H3IIOJI3BaMe

& B posigTa My Ha OpJAMHAJ Ie u3nosjsame osnadenuero (. ITonexke 3a

Bcekr opjimHa &, ¥ C o m & e TpaH3UTUBHO MHOXKecTBO, TO 0 < .

Taka 0 e Hail-maykusaT opauHas. Cropes rOpHUTE CBOWCTBa Ha OpUHA-

jre, opauHal me obae u mMHoxkecrsoro S(0) = {0}, 3a Koero e us-

nossBaMe o3HadeHnero 1. Ilo chimmst HAUWMH OpAUHAT € U MHOXKECTBOTO
S(1) ={2,{@}} = {0,1}, 3a koero 1€ n30I3BaMe O3HAYEHUETO 2.



3B. TPAHIYHI OPAMHAJIN. ECTECTBEHI YNCJIA 41

3B. I'panuunu opauHaau. EcrecTtBeHu ducia

[Ile xasBame, Ue eIUH OPAUHAT X € 0PIUHAA HACACOHUK, AKO CHIIECT-
ByBa opjuHaJ 3 Takbs, ue & = S(B) = BU{R}. Beeku nenyses opauna,
KOWTO He € OpAUHAJ HACJEIHUK Ille HapudaMe 2paHUYeH:

Limit(x) = a # 0 & (VB)[x # S(B)].
Tebpaeune 3B.1. Hexa & e nenyaes opdunan. Tozasa:
Limit(a) <> & = Uc.

Jlokazamencmeo. (—) Heka Limit(x). B gacraocr ord(w«), orkbmero
trans(oc). ToraBa U C «. 3a 00paTHOTO BK/IIOYBaHE, HEKa X € X € IPO-
uzBosHo. Torasa ord(x) u x < . Cera or (12) na Teopema (35.2) mosy-
gaBame, de X < Ua. [lonexxe « e rpaHndeH, To OpAUHAIBLT S(X) ChIIO €
esieMeHT Ha &: 3(x) € «. OrHOBO 10 (12) MMame, de S(x) < Ua. Cera bk
(4) na Teopema (35.2) uu jnasa, de:

x < S(x) < Ug,

oTKbeTo X € Ux. CremoBaresno o« = U

(«) Heka « # 0 karo o« = Uxx. [a monycHeM, de & He € TpaHuYeH U
Heka 3 e TakbB opauHal, de x = S(f3). Torasa B € «, orkbieTo B € Uc.
Hexka opaunabT Y € cBueaTeN 3a ToBa, T.e. B € Yy uy € «. Ho raka B <
Y < S(B), koero nporusopeun Ha (4) or Teopema (35.2). CuenoBaresto
O € TPaHUYEeH OpJIMHAJL. .

B TepMuHNTE HA IpaHUYHUTE OPAMHAJIM MOXKEM Ja BbBeIeM U IOHs-
THETO €CTECTBEHO YHUCJIO.

Onpenenenne 3B.2. Kassame, ue opourasm T € eCmecmseHo “ucao,
axo moti HE € 2PAHUMEH, KAKMO U 6CeKU OPOUHAA NO-MAABK OM He20:

Nat(z) = ord(z) & —Limit(z) & (Vy < x)[-Limit(y)].

Ha zabemexxknm, de 0 e ecreceno [mncio, Nat(0). Ocsen ToBa, ako
OPAMHAJ'BT X € €CTBECTBEHO YHCJI0, TO HACJICIHUKBT My ChIIO € TaKOBa,

(Vx)[Nat(x) — Nat(S(x))],
KaKTO U BCHYKH ODJMHAJU PN HEro:
(Vx)(Vy)[Nat(x) & y <x — Nat(y)].

OxkasBa ce, 1e B cucremara Ha Zermelo-Fraenkel 6e3 akcnomara 3a 6e3-
KpaiHoCT (ZF - Inf) CBIIECTBYBAHETO HA MHOXKECTBO, CHbADLPKAIIO BCUY-
KU €CTEeCTBEHU YHUCJIA € €KBUBAJEHTHO HA CHINECTBYBAHETO HA I'DAHUYCH
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opauHaj. Besiko eIHO OT TsIX, I'bK € eKBUBAJIEHTHO Ha AKcrmoMara 3a 0e3-
KPalHOCT.

Teopema 3B.3 (ZF — Inf). Caednume ca exeusanrenmmu:

(1) (FA)(Vz)[ze A< Nal(z)];

(2) (Fo)[Limit(o)];

(3) (Inf) (FA)[@ e A& (Vr)[re A— S(z) € Al].
Jlokasameacmeo. (1) — (2): Heka A e MHOXKeCTBO, YMUTO €JIEMEHTH Ca
TOYHO eCTeCTBeHHUTe YucIIa. [JoHexKe BCAKO eCTECTBEHO YHCIIO € OPJMHAI,
to ord(UA). ITle mokazkeM, 4de TOii e U rpaHudeH. 3a IeJITa JIa JOIYCHEM
o6paTHOTO 1 HEKa & e TakbB, ye UA = S(a). Taka o € UA. Torasa Heka
X € A e rakbB, ue & € x. Cuenoaresno Nat(x) u nonexe o < X, TO
Nat(«). Orryk, Nat(S(S(«))) u Taka S(UA) = S(S(«)) € A. Ho Torasa
S(UA) < UA, koero e nporusopedne. CiepoBaresnto Limit(UA).

Ila 3abesiexkuM BebinHOCT, e A = UA. Hancruna, Heka mbpBo X € A.
Torasa cbuo S(x) € A. Crenosarenno S(x) C UA. Ilonexe Nat(S(x))
KaTo ejeMeHT Ha A, 1o S(x) e opaunas. Taka S(x) < UA u, ciemosaresto,
x < S(x) < UA. Orryk x € UA.

Heka x € UA. Heka y e TakoBa, ue x € y u y € A. CnegoareyiHo
Nat(y) n B gacraoct ord(y). Ho rorasa ord(x) m x < y, Koero Biede
Nat(x). Taka x € A.

B szaksouenne, UA = A u Limit(A).

(2) — (3): Heka « e rpanmden opauaai. B gacrHOCT, TOil € HEHYJIEB,
orkbaero 0 € o. Heka cera x € o e npoussosno. Torasa ord(x) u, ciemo-
BaresiHo, ord(S(x)). [lonerke HAC/IEHUKBT HA X € HAH-MAJIKUAT OPMHAI
o-rosistM oT X, To S(x) < «. Ho o me e nacyennuk, orkbaero S(x) < «.
Taka & € UHJIYKTUBHO MHOYKECTBO.

(3) — (1): Heka A e MHIYKTHBHO MHOXKECTBO, T.e. & € A U BCEKHU II'bT
korato X € A, nmame cbio S(x) € A. Heka B ={x | x € A & ord(x)}.
Torasa ord(UB). Hemo nosewe UB e rpannven oppunasn. Hawmcruna, na
JIOIyCHEM IPOTHBHOTO U Heka & e Takbs, ue UB = S(w). ToraBa o« € UB
n Heka [3 e cBuyeresn 3a ToBa. C jnpyru nymu, x € 3 u B € B. Cueno-
Barenno, UB = S(x) < . Ilonexe € B, to B < UB. Taka 3 = UB,
orkbaero UB € B. Torasa S(UB) € B u, ciegosaresnno, S(UB) < UB —
nporusopeune. Torasa Limit(UB).

Heka ap = pafoe < S(UB) & Limit(x)], T.e. &g € Hall-MaJKuAT rpa-
HUYIeH OpJaunHaJI.

Heka x € op. Torasa —Limit(x). Ako mbK y < X, T0 y < &g, OTKb-
nero —Limit(y). Cuenosaresno Nat(x). O6parno, neka Nat(x). Torasa
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(Vy)[y < x & —Limit(y)], orkbaero He e Bb3MOKHO &g < X. CiresroBares-

HO X € Xg. =
CrreBamoTo o3HaYMEHNE € TP HAJIMYNe Ha aKCHOMATa 33 0e3KPanHOCT

(Inf).

Osnadenne 3B.4 (ZF). C w we 03navasame MHOAHCECMBOMO HA €CMEC-

meenume wucaa, w = {z | Nat(z)}.

Or JoKa3aTesIcTBOTO Ha IpeauiHaTa Teopema e BHIHO, b€ W € Op/iu-
HaJI, KOTO e rpanmden, w = Uw. Hero nosede, monexke BCEKN OP/IHHAI
O/ (W € eCTBECTBEHO YHCJIO, T.€. He MOXKe Ja Obje IpaHudeH, TO W € H
Hali-MaJKusaT rpasnded opauHal (npu Hasgunane Ha (Inf)).

3I'. TpaHchuUHUTHA UHITYKITUS

B ro3u paszes, KaTo CIeJCTBHE OT TOBA, Y€ BCSIKO MHOXKECTBO OT OPJU-
HAJI MMa Hafi-MaJIbK €JIEMEHT, e OKAYKeM e/INH WH/[YKIIMOHEH [IPUHIAII
3a JJOKa3BaHe Ha CBOHicTBa oT opjuHaiu. TyK Ine pasrieaMe TPU HETOBH
opmMu, KOUTO ca JIOrUYeCK eKBUBAJIEHTHU [TOMEXKJLY M.

(dbopma I). Heka ¢(«,u) e Teopernko-MHOXKecTBeHO cBoiicTBO. To-
raBa:

Bl m)] = F)[p(, ) & (VBB < o — ~o(B, w)]].

Jlokazamencmeo. Heka &g e TakbB, 1e (g, u). Ja pasriemsame MHOXKEC-
TBOTO

A={x | a<S(ag) & (e, 7)}.

fdcmo e, we A me e mpasno, monexe &y € A. Toraa A mma Haif-maTbK
exeMent u Heka Toit € &, o = pafax € A]l. B wacrnocr, &’ < S(xg) u
o(o, ). Ja npexnonokum Hakpas, ue nma B < « < S(ag), 3a Koero
©(B,w). Ho Torasa B € A u, cienosaresno, & < (3. IIporusopeune. Taka
—p(B, ) 3a Besiko B < . —

[To-HaTaTbK, AKO TEOPETHKO-MHOXKECTBEHOTO CBOHCTBO (X, U) € B CH-
Ja 3a [OHE eINH OPJAWHA X, TO Hali-MaJKNs TaK'bB OPAWHAJ e O3HATa-
BaMe Upes:

pofip(ox, W)
(dopma II). Heka ¥(x, W) e T€OPETHKO-MHOXKECTBEHO CBOWCTBO, 3a
KOETO € B CHJIa, 9e:

(Ve)[(VB < o)[e(B, )] = (e, w)].
Toraga, (¥ o)[1(ex, ).
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Jlokasameacmeo. a 1peiionioxkum, 4e & e Tak'bB OpaAuHa, de —) (o, ).
Torasa no (dpopma I). npunoxkena 3a cBORCTBOTO —11) OJIydaBaMe, de Cb-
mecTByBa opjuHasa & Takbs, ye (', W) u 3a Beeku B < «, ~—)(P, ),
KoeTo e ekBuBJeHTHO Ha ¥ (B, ). Cera, N0 MHIYKIMOHHOTO CBOICTBO HA
1, monmyvasame ue (o, ). IlporuBopeyne. -

(dpopma III). Heka p(, ) € TeOPETUKO-MHOYKECTBEHO CBONCTBO, 3a
KOETO € B CHJIa, Ye:

* (0, ),

o (Volp(e, w) = o(S(x), )] m,

e (Vo)[Limit(a) & (VB < a)[o(B, 7)] = (et w)].
Torasa, (Vo)[p(x,u)].
Jlokasameacmeo. a peaionokum, 9e & e TaK'bB opauHall, 9e =@ (o, T).
Torasa o (dpopma I). nprrokeHa 3a CBOHCTBOTO —¢ TIOIyIaBaMe, g€ Cb-
mecTByBa opjmHas « TakbB, ue (', W) u 3a Beeku B < o, 7(P, W),
KoeTo e eKBuBJIeHTHO Ha (B, W). Ako o = S(B), 3a uakoe B, To p(B,u),
orkbaero o(«’,w). Ako mbk Limit(o), To orHOBO mMame ¢(o, w). IIpo-
TUBOpEYNE. =

3/1. TpancuHuTHa peKypcus

AxkcuoMmHa cxema 3a 3aMmsiHata. Hexa o(U,X,y) e meopemuko-
MHOIHCECTNBEHO CE0TCMBO MAK06a, “e NPu Habopa om napamempu U e 6
cuna, e

(Vx)3Y)[p(@, %, y)].

TOZGSG 30 B6CAKO MHOMHCECTNBO A couecmeyea MHOMCECMBO B maxoea, 4e:
(Vy)ly € B+ (3Ax)[x € A & o(u,x,y)]].

Jla 3abejieskuM, 9e TEOPEeTHKO-MHOXKECTBEHUTE CBONCTBA OT IIPEIIOC-
TaBKaTa B CXEMaTa 3a 3aMsiHa, T.e. Te3u ¢(U,X,y), Kouto (nmpu Habopa or
napamMeTpy U) M3IIbIHIBAT:

(Vx)(3Y) (@, x,y)],

3aJ1aBaT CbOTBEeTCTBUE. VIMEHHO, HA BCIKO MHOXKECTBO X MOXKEM JI& ChIIOC-
TaBUM €JJMHCTBEHOTO MHOYKECTBO Y, 3a Koero ¢(u,X,y). ToBa chorBercT-
BUe, obave, He € (PYHKIWS, TIOHEXKE € JTe(PUHUPAHO BbPXY BCSIKO MHOXKECT-
Bo. TaknBa CbOTBETCTBUS 3aHAIIPE/I e HApUIAME ONPEJEAUMU ONEPAUUL.
Babesiexkere, 1€ He BCHIKH (PYHKIIMOHAJHU CbOTBETCTBUS Ca OIIPEIe/IME
upe3 popmyiia, Hal-MaJIKOTO ITOPAJId MOITHOCTHU ChOOPayKeHMUsI.
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[To-rouno, me ka3same, ye dbopmyiara ©(T,X,y) OIpeess Oleparusl
(mpm HAbOOpaA OT MApaMeTpH ), aKo:

(Vx)(3y) (@, x, y)].

Taka Hanpumep, dpopmyrnara o(x,y) = (Va)la€y <> (Iz)[z € x&a €
z]] 3anaBa oneparusTa Ux, a dopmynara (x,y) = (x =2 &y =) V
(x#2 & (Va)lacy +» (Vz)[z€x — acz]]) - onepanusra Nx.

Heka F e oneparusita onpejieniena ot ¢ (npu Habopa OT HapaMeTpu
w). Torasa ¢ F(x) me o3HauaBaMe eJMHCTBEHOTO y, 3a Koero ¢(U,X,y).
Bbupeku, ge onepanusita F He e MHOXKeCTBO (T.e. HE € OOEKT OT HAIIATa
BCEJIEHA), 1€ CU MO3BOJIUM Jla u3nossBaMe F(X) = y karo o3HaueHme 3a
©(T,x,y). 306110, KO p € TEOPETUKO-MHOKECTBEHO CBOWCTBO, TO M3pa-
3bT p(...,F(x),...) me 6ble chbKpalneHue 3a:

@V)e(-- -y, ) & Fx) =]
IIpu Taxa BbBeJIeHUTE O3HAUCHUA, aKCHOMHATA CXeMa 33 3aMAHa Kas-

Ba, Ue 3a BCsSKa OlpeleanMa omnepamnus F 1 BCIKo MHOXKeCTBO A CbIIeCB-
TyBa MHOYKeCTBO B TakoBa, 4e 3a BCAKO MHOXKECTBO :

ye€ B+ (Ix)[xe A & F(x) =yl

Or akcuomara 3a 06EMHOCT CJIeJIBa U, Ye TOBa MHOXKECTBO B e u euHCTBe-
Ho. C ipyru JiyMu, 3a BCsIKa OIpeesinMa orepalius F' 1 BCSIKO MHOXKECTBO
A, CBBKYIIHOCTTa OT MHOXKECTBA.:

{v | GxxeA&F(x) =y}

e MHOKecTBO. [To-HaTaTbK TOBA MHOXKECTBO Ie Hapudame o0pa3 Ha A 1o
JieficTBIeTO Ha omepanusaTa F M, 3a Ja 3amasuM MHTYHIEATA U3IPajeHa
or dbyukIuuTe, me ozHauasame ¢ F[A], L.

Heka F orHOBO € oneparnusita, onpeesena ot ¢(u,x,y). OT akcuom-
HATa CXeMa 3a 3aMsiHaTa CbINO CJIEJBa, Y€ BbPXY BCIKO MHOMXKECTBO A,
onepanusTa F Moxke ma 6bje npejcrasena or byHKImst (U TOBA €/MH-
CTBeHAa), T.. OT MHOYKECTBO OT HapejeHu ABoiKu. [lo-Tovno: 3a BCIKO
MHOXKecTBO A, cbinecrByBa dyukiws f ¢ Dom(f) = A takasa, de 3a Besiko

x € A, f(x) = F(x).

IHO—CI)OpMaJIHOZ z = F[A] e cpkpamenue 3a
(Vy)ly €z @x)x €A & F(x) =v]l.

AxO p € TeOpeTHKO-MHOXKECTBEHO CBOWCTBO, TO U3passrT pf. .., F[A],...) me 6bae cbk-

paleHue 3a:
32)p(...,z,...) & z=TF[A]].
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Haucruna, Heka B e MHOXKECTBOTO, ONMCAHO B CXEMATa 3& 3aMsIHATA,
upu A u . Torasa dyHKIHIATA

f={(xy) | x€A&yeB&o@xy))}

e uMma KejaHuTe cBoiicTBa. llo-HAaTaTHK Ie M3MOJI3BAME O3HAYEHUETO
F | A 3a tasu equncrsena dynxmnus?. a 3a6eeKnM ChINo, de

Rng(F | A) = F[A].
TpanchuauTHA pekypcus

Teopema 3/1.1. (Tpancpurnumna pexypcua) Hexa npu naxot nabop om
napamempu u gopmyaama o(u, z,y) onpedeas onepayusma G(w,z). To-
20466 csulecmeyea onpedesuma onepayus Fg maxasa, ve

(Vo) [Fa(x) = G(u, Fg | «)].
IIpu mosa, Fg e eduncmeena 6 caednus cCMUCBA:
axo 3a 1 = 1,2, (Va)[Fi(x) = G(u, F; | «)], mo (V&)[F1(x) = Fa(x)].
Zoxasamencmso. 1. enuacrBenoct. Heka omeparunre F1 u Fo ca Taku-
ba, e (V)[F1(0) = G(&Fy | )] m (Va)[Fa(e) = G(&@,Fs | o)]. Ja
upesnosioxkuM, de (o) [F1 (o) # Fo(o)] u Heka o = p [F1(ox) # Fao(ax)].
Torasa (VB < o)[F1(B) = Fo(B)] u, cienosarenno, Fi | ag = Fa | a.
Taxka:

Fl((Xo) = G(ﬂ,Fl I 0(0) = G(ﬂ, Fo | (Xo) = FQ((X()).

IIporuBopeune.
II. cbimecrByBane. BbuBexkgame ciieHOTO MOHATHE 3 (-NPECMAMGHE:

Comp(@, o, f) = Funct(f)&(Dom(f) = S(x))&
&(VP < )[f(B) = G(u, ] B)].
1. Comp(w, e, f) = (VB < a)[Comp(w, B,f [ S(B))].

Heka < a. Torasa S(f3) < S(«), orkbaero S() C S(w). CiesroBa-
tesino, Funct(f [ S(B)) u Dom(f [ S(B)) = S(B).

2HO-CbOpMaIIHO: z =F | A e cbkpamenue 3a
Vo)t ez+ Fx)3y)[t = (x,y) &x € A & F(x) =y]].

AKoO p e TEOpeTHKO-MHOMKECTBEHO CBOiicTBO, TO m3pa3bTr p(...,F [ A ...) me 6bae
CbKpAallleHre 3a:

32)p(...,2z,...) &z=F [ A].
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Heka v < B. B wacrroct, v < «. [a 3abemexum, we (f [ S(B))(y) =
f(y) m (£ S(B)) [ v =1f [ v. Taka nomyuasame, we:

(E1S(B)(y) =f(v) = G(u,f [ v) = G(w, (£ [ S(B)) [ v)-

2. Comp(u, &, f)& Comp(u, «,g) - f=g

Heka Comp(w, «, f)& Comp(w, «, g) u Ja Hpe,ZLHOJIO}KI/IM qe f # g.
[Tonexke Dom(f) = Dom(g) = S(«), To uma oppunan o < & TakbB, 4ye
f(a') # g(o'). Heka ap = paff(x) # g(x)]. B uacrnocr, f(xg) # g(oco).
ToraBa oy € Dom(f) m taka g < . Ocsen ToBa, 3a Besko B < o,
f(B) = g(B). Caemosarenno f [ oy = g [ «tg. Torasa:

floo) = G(u,f [ o) = G(u, g | ao) = g(ox0)-

IIporuBopeune.
3. Comp(u, «, f) & Comp(w, o, g) — ng v ggf
Heka Comp(u o, f) u Comp(u, o, g). Ako & = o, o mo 2. f = g.

Heka cera o < o. Torasa S(o) < of. Crenosarenso, no 1., g [ S(w)
e o-upecmsitane. Ho f cbno e o-npecmsitane u mo 2. mosydasame, de
f=glS(x)Cg.
4. (Vo)(31)[Comp(u, «, f)]

e nokazkeM TBBPJIEHUETO ¢ TPAHCHUHUTHA WH/YKIHS 110 OP/IHAIII-
te. 3a mesra, Heka « e TakbB opaunal, de (VB < «)(3f)[Comp(w, B, 1)].
Heka 0(w,x,y) e dopmymnara:

[ord(x) & (Fz)[Comp(w, x,2)] & Comp(u,x,y)] V
V [ord(x) & —(3z)[Comp(T,x,2)] & y = 2] V
V [ord(x) & y = 9.

Ha zabemrexxum, ge (Vx)(3ly)[0(u, x,y)]. Torasa e popmya Ha oneparust
U 110 aKCHOMHATA CXeMa 3a 3aMsiHa MOXKEeM Ja 00pasyBaMe MHOXKECTBOTO:

B={y | @x)[xe€ a& 0(u,x,y)|}.

B cuna ca ciegauTe cBoiicTBa Ha ejieMeHTHTE Ha B:

e Heka y € B. Torasa uma 3 < « rakosa, 1e 0(w, 3,y). Ho ord(p) u
OT MHJIYKIIMOHHOTO Ipenosiozkenue umame, de (3z)[Comp(w, B,z)]. Cie-
nosarenno, Comp(w, B,y). Taka:

(Vy € B)(EB < «)[Comp(w, B, y)].

e Ot ropuoro csoiictBo noiyvasame, de (Vy € B)[Funct(y)]. Or 3.
ubK nmame, de (Vy; € B)(Vy, € B)ly; Cyy V yo C yy]. Crenosarenso:

Funct(UB).
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e Heka < o. ToraBa mo MHAYKIMOHHOTO IIPEIIIOJIOKEHIE HMa, Yy
takoBa, ue Comp(u, 3,y). Ho 3a Beako f < «, ako Comp(w, f3,y), TO
zagabkurenHo y € B. CremoBarestHo,

(VB < o)(3ly)y € B & Comp(, B,y)],

KATO €IMHCTBEHOCTTA UJBA OT 2.
Wmame, ve Funct(UB) kaTto or ropuure cpoiicrBa n daxra, e ako
Comp(@, B,y), To Dom(y) = S(B), monysasame, e:

Dom(UB) = U{Dom(y) | ye B} =U{S(B) | B < a} =

Heka g = (UB) U {(«, G(uw,UB))}. Ille mokaxkem, we Comp(%, &, g).
IMonexe & ¢ Dom(UB), To Funct(g). Ocsen ToBa

Dom(g) = Dom(UB) U {a} = S(«).
Haxpas meka 3 < «. Ako & = 3, To:
g(O() = G(ﬂv UB) = G(ﬂa gl OC).

Axo bk 3 < «, To Heka f e Takosa, ye Comp(u, 3, f). Or ropaure cBoiic-
TBa ciaensa, e f € B, orkbaero f C UB C g. Torasa:

g(B) = (UB)(B) =1(B) = G(w,f [ B) = G(w,g | B).

Crnenosarenno, Comp(w, «, g). Taka (3 f)[Comp(w, «, f)].
5. Ha osnaunm ¢ x(@,x,y) dopmyrara:

[ord(x) & (3f)[Comp(T, x,f) & y = {(x)]] V [-ord(x) & y = 2].

B cuia e, e

(Vx)(3y) [x (@ x,y)].
HeiictBurento, ako —ord(x), To x(u,x, ). Ako bk ord(x), To 1o 4. nma
dyukmnus f rakasa, ye Comp(w,x,f). Ho ToraBa x € Dom(f), orkbaero
x(u, x,{(x)). Creposarenno, (Vx)(Iy)[x(w,x,y)].

Heka x(@,x,y;) n x(@,X,ys). Ako —ord(x), To y; =y, = &. AKO I'bK
ord(x), To Heka dyukunre f; u fa ca rakusa, we Comp(u,x,f) & y; =
f1(x) u Comp(w, x, f3) & yy = f2(x). Torasa no 2. nosyuasame, de f; = fy,
OTK'BJIETO TAK Y| = Y.

CurietoBaTeIHO X 3a/1aBa Olepalysi, KOATO IIe O3HaIuM ¢ F.

6. (Vo)[F(a) = G(u,F | o)]
Heka ord(«). Heka dynkiusra f e takasa, ve Comp(w, o, f). Torasa

F(o) = f(x).
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Heka cera f < «. ToraBa S(B) < « u mo 1., Comp(w, 3,f [ S(B)),
orkbaero F(B) = (£ [ S(B))(B) =£(B). Taka F | « =f | «, orkbIeTO:

Fa) =f(o) = G(w,f [ ) = G(u, F | ).
_|

OT caMOTO JI0Ka3aTeJICTBO Ha rOpHATA TeopeMa CJIe/IBa, 1e (hopMyaara
KOsATO onpegiesia F moxke 11a 6bie epeKTUBHO MmoJiyvuena o hpopMysiaTa ¢,
onpeesia onepanusaTa G.

B makou or cienpammuTe HU KOHCTPYKIIMU 1€ Oblie HEOOXOIUMO Ja
IpaBuUM pa3JInKa Me)KILy OopJAnHaJJIN HaCJICJJHUIIN U I'PAaHUYIHU OPpAUHAJIN.
B cuna e ciemuusaT Bapuant #Ha Teopemara 3a TpaHC(OUHUTHA PEKYPCHSI,
B KOATO TOBa C€ B3UMa I10JI BHUMaHHEC.

Teopema 3.2. Hexa Gi,Go u Gs ca onpedesumu onepayuu. Tozasa
cowecmeyesa onpedeauma onepayus F makasa, we:

o F(O) = Gl(g)’

o F(S(x)) = Go(F()), 3a scexu opdunan ,

o Fla) = G3(F | o), 3a ecexu eparuvern opounas .
Jlokasamencmeo. Heka G e onepanusira, onpeiesieHa 0T TeOPeTHKO-MHO-
JKECTBEHOTO CBOWCTBO 1(X,y) =
x=0 ny=Gi(9), wmn
Funct(x), Dom(x) = S(«) 3a nsakoe &, u' y = Ga(x(«)), nam
Funct(x), (3 o) [Limit(x) & Dom(x) = o u y = G3(x), nim
X He € HUTO €J[HO OT TOpHUTE U y = &

Heka F e onpesenmmara oneparusi Takasa, de 33 BCEKH OPAUHAJ X,
F(a) = G(F | «). Torasa:
e F(0) = G(F [ 0) = G(F )

)
o F(S(x)) = G(F T S( )) Go((F f S(o (06)
e Hexka Limit(w). Torasa: F(x) = G(F

IIpunoxxkenus
[le uu 6bae HyKHA CAeAHATA TOMOIIHA JIEMa

Jlema 31.3. Hexa F e onpedesuma onepayus, KOAMO € UHEKMUBHA 8BDLY
opdunasume, m.e.:

(Vo) (VB) o £ B — Flox) # F(B)).
Tozasa (V A)(Fo)[F(x) & AJ.

Hoes: Axo A coabprxa F(«) 3a Beexu opaunan &, o F1[A] me 6510
MHO>KEeCTBO, KO€TO Cbhb/JbpzKa BCUIKUN OPAUHAJIN.
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Hoxazameacmeo. Ila npeanosoxum, de F e onpenenuma omneparust, a A
e TaKOBa MHOXKECTBO, ue 3a Bceku opjunana «, F(a) € A. Heka ¢(x,y, A)
e dopmymnara’:

xeA& Ga)x=F(a) &y=pax=F)] Vv
vV [x€AV 2Fx)x=F(o)]] &y=0]

He e tpyunno na ce zabenexu, de (Vx)(3ly)[(x,y,A)]. Hexka H e onepa-
[HsITa, KOSITO OIpesess 1. 3abesexere, 4e BbpXy MHOXKECTBOTO

{x | xeA& Fa)x=F(x)]} CA

onepanusita H meitcTBa KaTo obOparTHa Ha omeparusaTa F.

[Tonexe H e onpenennma onepanust, To H[A] e muoxkecrso. Heka o e
npousBoJieH opauHai u Heka X = F(«). Torasa x € A. OT MHEKTUBHOCTTA
na F, cienpa 1e o« = pB[x = F(B)]. Taka o = H(x) € H[A]. Torasa H[A]

_|

€ MHOXKECTBO, ChIIbPKAI0 BCUIKH opauHau. [IporuBopeune.

Teopema 3/1.4. Hexa (W, <) e d.n.m. Tozasa couwecmsysam eduncmeer
opdunanr o u edurcmsen uzomoppusom f: & — W meocdy d.1m.m. (o, €)
u (W, <).
Joxasamencmeo. (1. emuncrBenocr.) Heka 3a ¢ = 1,2, f; : o, - W
e msomopduzbMm Mexiay (o, €) u (W, <). Bes orpannuenne mMoxeMm ja
cantame, de &1 < xp. Hexka h = f o f; e OPYTH JIyMH, 3& BCIAKO X €
a1, h(x) = £ (fi(or)). Torasa h : o — &g e u3OMOPGUILM MK LY
(o1, €) u (o2, €). Ho (a1, €) e Hauasen cermeHT Ha (X2, €), OTKbIETO
®1 = «o.Torasa h e aBromopdusbm Ha A.H.M (X1, €) U, CJIEIOBATEIHO,
h = id(xl. Taka f; = f5.

(I. cbmecrByBane.) Heka (W, <) e g u oo ¢ W. Onpegensmve? ¢
peKypcus 1o OpJAuHaIuTe onepanusTa F:

31/1 MOXKE JIa Ce CBee IO TEOPETHKO-MHOXKECTBEHO CBOMCTBO, M3IOJI3BAMKH KOSTO
u ja e popmyiia, onpeaessia F.
4Heka G e olepanysTa, KOATO e OIpeae/is OT TeOPETHKO-MHOXKECTBEHOTO CBOMC-
8O Y (x,y, W, <, 00):
e y=0& [((W,<)mHe e ;.HM. V 00 € W V —Funct(x)],
i
o (W,<)enum & ocog W & Funct(x) & W\ Rng(x) # @ &
& y = min_(W \ Rng(x)),
i

o ((W,<) e mumMm) & co ¢ W & Funct(x) & W\ Rng(x) =2 & y = oo.

Cera F e onpejesmvara onepanysi, 3a KosiTo 3a Bcekn opautai «, F(a) = G(F | «).
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F(x) = min (W \ Rng(F | «)), ako W \ Rng(F | «) # @; B nporusen
caryaait, F(x) = oo.

Torasa, ako o < 3 u F(f) # oo, o F(at) # 0o u F(ax) < F(B).
Hauncruna, ako ¢ < f, o « C . Toraa F [ o« C F | 3, orkbuero
Rng(F | «) € Rng(F | B) u, caenosaresno,

W\ Rng(F | B) € W\ Rng(F | «).

[Monexe F(B) # oo, To W\ Rng(F | B) # @. Orryk, W\ Rng(F | «) # @
u taka F(a) # co. Ocsen ToBa:

minS(W \ Rng(F [ )) < min (W\ Rng(F [ B)),

re. F(a) < F(B).

Twit kato & € B, To F(x) € Rng(F | B). Or apyra crpana, F(B) €
W\ Rng(F | B), orkbaero F() € Rng(F [ ). Taka F(«) # F(p) u,
cieosarento F(a) < F(B).

CuiestoBaresHo TpsIOBa /14 MMa OpAWHAT X TaKbB, de F (o) = oo. Hanc-
THHA, B IPOTUBEH CJIydaii onepannsaTa F meme ga 6'bae HHEKTUBHA BbPXY
OpJUHAJUTE KATO BCEKM OPAMHAJ IIEmIe na Obae n300pa3eH B pasiamdeHn
eJleMeHT Ha MHOXKecTBOTO W, KoeTo e HeBb3MOoKHO criopen Jlema (3/1.3).
Heka o e Hali-magkusaT opauHas, KONTo ce n306passasa oT F B 0o:

xp = po[F(ax) = o0,
Te. F(ag) =00 u (VP < o)[F(B) # ool.

[Ile mokaxkem, ye dyuknusra F | o e uzomopduszbm Mexay (g, €)
u gum. (W, <). Heiticrsuresnno, Dom(F | «p) = ap. 3a Besko o € o
mvame, de (F [ op)(o) = F(x) # oo. CiegoBaresso,

(F I x0)() = F(a) € W\ Rug(F | o) € W

u taka Rng(F | ap) € W. Ilonexe F(xg) = 0o, To W\ Rng(F [ og) = &,
orkbaero Rng(F | og) = W. Taka F | ag e cropekTusHa.
Haxkpast neka o < 3 € xg. Torasa F(a),F(f) # con

(F T xo)(et) = F() <F(B) = (F I xo)(B),

r.e. F [ op e mHekTuBHa u 3amasBa Hapenbara. Okonuarento, f = F [ o
e nsoMopduzbM MeKIY (Xg, €) 1 gHM. (W, <).
_|
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3E. OpaunajiHa apuTMeTHKa

[To-pano nedunnpaxme x + 1 karo o U {a}. Jokazaxme, ue o+ 1 e
OpJIMHAJT, T.e. € TPAH3UTUBHO MHOYKECTBO, KOETO € I0Ope HAPEIEHO OT pe-
Jamusita €. Karo mobpe HapeIeHOo MHOXKeCTBO &+ 1 nMa HavuaJleH CerMeHT
X ¥ KPAWHUIAT My CEIMEHT, 3aIl09BAIll ¢ X C& ChCTOW OT €JINH €IMHCTBEH
eJIeMeHT — .

Jobassiiku 1 KbM o+ 1 mosrysaBamMe OpAUHAJ C HAYAJIEH CEIMEHT X U
KpaeH CerMeHT, ChCTOsIII ce OT JBa ejeMeHTa — & u & + 1. [ToHexke Kpaii-
HusT cermenT {«, x+1} (¢ napynupanara Hapeada ot &+ 1) e usomopden
Ha 2 = S(1) = 1+ 1, 10e o3nayaBame ¢ & + 2 cymara Ha & + 1 u 1.

[To-obrm0, oyt & + P e mMame HMPEABUJ OPIAUHAJA IOIYIEH OT &
nobassiiiku 3 meTu 1. Kazano unave, o+ 3 e opiuHaI ¢ HAYAJIEH CEIMEHT
X W KpaeH CerMeHT, 3amouBail ¢ &, m3oMmopden Ha (3. ToBa, 1e TakbB
Op/IMHAJI ChINECTBYBa CJieJ[Ba OT HAOJIIOIEHUETO, I

({0} x o) U ({1} x B)
e 1obpe HapeJeHo OT JeKCcuKorpadckaTa Hapeada. [1o oTHOIIEHNEe HA HesT,
{0} X « e mavasen cermeHT mzomopdeH Ha «, a Wbk {1} X B e KpaeH
cermeHT u3oMopden Ha f3.
Taka usreka pa3yMHO Jia OUPeJe/nM X+ 3 KaTo OpjuHasIa, H30MOp-
den Ha ({0} x &) U ({1} x B). 3a Texnudeckn y06cTBa IIIe IPEIIOIETEM
cJIeiHAaTa PEeKypcuBHaA, JepUHUILIUS.

Onpepenenne 3E.1 (Opaunasnno cubupane). 3a 6cexu opdunan :
o o+0=u;
e ax+(B+1)=(x+B)+1, 3a scexu opdunan f3;
e x+pB=U{a+v | v<B}, avo Limit(p).

Teopema 3E.2. ord(o+ ).

Joxasamencmeso. (¢ rpancuantaa nnmayknus no 3) Heka « e nponsso-
nen. Ionexe a+0 = «, o ord(«). Heka ord(a+ ). Torasa ac+ (f+1) =
(x+B)+1=S(x+ P), xkoero e opaunan. Hakpas, neka 3 e rpannden
opauHas TakbB, e (Vy)[y < B — ord(a+7)]. Toraa &+ 3 ¢ opumnas
KaTo 00eJIMHEHNEe HA MHOYKECTBO OT OP/IMHAJIM:

at+pB=U{at+y | vy<B}

Teopema 3E.3. 0+ ax=a+ 0= «.

Jlokasamencmeo. (c TpancunnTHA MHAYKIM 110 &) ¢ + 0 = o 1o o1~
penenenne. Ako 0+ o = o, 70 0+ (x+1) = (0+ ) +1 = x + 1. Ao
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Limit(a) u (VB)[B <& — 0+ p =], To
O+ax=U{0+B | B<a}=U{B | B<a}=ax.

Teopema 3E4. a <P — vy+a<vy—+p.

Jlokazamencmeo. (¢ tpanchunurHa unaykius mo ) Heka o < f —
Y+a<y+pPuoa<pP+1 Torapa x < p V «=p. U B nsara caydas

YHx<y+B<(+B)+1=v+B+1).
Heka Limit() u (VO)[[d <P & a <& — v+ « <y + d]]. Torasa:
y+a<U{y+d | d<PB}t=v+B.

CaencrBue 3E.5. x =0 < v+a=v+p.

Zloxazameacmeo.
a=03 =v+ta=v+p; a<P >yv+ta<y+p; B<ax—v+PB <vy+o
_|

[Ile 1y 6b/1€ T10JIE3HO U CJIETHOTO CBOMCTBO Ha TOTHUTE TOPHU I'PAHUIIN
HA MHOXKECTBa OT OPJIMHAJIH.

Jlema 3E.6. Hexa A u B ca mnoorcecmsa om opdunaau. Tozaea:
Vaxe A)(AP € B)la <PB] —» UA<SUB.

Jlokasameacmeo. vy € UA — (Ja)[y € « & « € A]. Ho « € A —
(3B)[Pp B & a < B, re. (IP)[y € P & B € BJ. Crnenosarenno y € UB,
oTkbaeTo UA < UB. —

ITocokaTa B rophara JieMa He MOXKe Ja ce OObpHe, KAKTO IIOKa3Ba
CJIeJHIS KOHTPa-IIPUMED:

Uw =w =U(w + 1).

Teopema 3E.7. « <p — a+vy<pB+Yy.

Zloxazameacmeo. (C TpPaHCOUHUTHA WHIYKIUS 10 ‘y) ax<PB = ax+0<
B+0. Akox+y<B+vyv, o+ (y+1)=(x+y)+1<(B+y)+1=
B+ (y+1). Ako Limit(y) u (VO)[d <y — a+8<B+ ], To

at+y=U{a+d | <y} <U{B+8 | 8<y}=B+Y.

Teopema 3E.8. o < — (Iy)[x+7v = B].
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Zloxazameacmeo. Ilonexe 0 < «, mo Teopemu 3E.7 u 3E.3 umame, de
x+ B >0+ B = B. CremoBareHO CHITECTBYBA HAH-MaTbK OPIUHAT Y
TaKbB, 9e & Yy > B. Ako Y ne e rpannden, oy =0 V (38)[y =5+ 1].
Akoy =0, 10 ¢ > B & o < B. CreoBarenso &« = 3 u x +7v = f3.
Akoy =0 =1, 1100 < vuma+d< . Toraba x+d+1< B, Te.
ax+v < p. Ho o+ v > B; crenoBaresnno & + vy = 3. Axo Limit(y), To
(VO)[d <v— a+d < B]. Cnenosarenno u+vy = U{ax+6 | § < B} < B.
OrHOBO TOHEXKE X + Y > 3 moaydyaBame, 9e & +7vy = [3.

Ot Cnencreue 3E.5 umame, ge ako x +y =P u o+ 6=, Toy =29.
_|

32K. Kapamuamau gucia

[e pa3sriieiame equH KJiac OT OPJIMHAJIHN, KOUTO MOrar ja Obiaar pas-
[JIeJaHd KATO KAHOHWYHM TPEICTABUTEIN Ha MOIIHOCTUTE Ha 100pe Ha-
peauMuTe MHOXKecTBa. V3puyuno orbesisi3zBaMe, de BCUUKU CJIEBAIIM JO-
KazarencTBa ca B ZF u He m3non3sar Akcuomara 3a m3bopa.

32K.1. Omnepanua na Hartogs. KakTo 111e mpoBepum mno-HaTaThK,
B ZF IIpUHIUIIA, Y€ BCEKHU JIBE MHOXKECTBA €A CPABHUMU 110 MOIITHOCT (3aKOH
3a rtpuxoromust, TL) Bieue Akcuomara 3a usbopa. Bebmmoct, ToBa e
CJIEJICTBHE HA CJIEHATA TEOPEMA.

Teopema 32K.1 (Hartogs). 3a ecaxo muoocecmso A cowecmsysa opdu-
HAA X, KOUMO He Mmooice da 0B0e 8.a001CceH uHekmueho 6 A:

(VA)(Fx)[x £ Al.

Joxazamencmeo. ° Jla npunomunM, de 3a Beaxo g.u.M. (W, R) cbmect-
ByBa €J[MHCTBEH OPJMHAI & TakbB, de (&, <) = (W, R). la osnaunm ¢ X
MHOYKECTBOTO HA BCUYKH JI.H.M. C HOCUTE/I HIKOE ITOJMHOKECTBO Ha A:

X = {(W,R) | WOSet((W,R)) & W C A}.

Torasa, crioper akcmoMHATa CX€Ma, 33, 3aMsIHATA, CHIIECTBYBA MHOXKECTBO

H, unuro ememenTn ca TOUHO OpAMHAINTE M30MOPQHI HA HAKON eJIeMeHT
Ha X:

H={a | 3xeX)[{a <) =x]}.

SPas6upa ce, ako msnomspame AC ropHaTa TeopeMa CTaBa TPUBMAIHA: IIPH J1a/1eHO
MHOXKECTBO A, copes Teopemara Ha Cantor P(A) He MOXKe J1a Ce BIOKM MHEKTHBHO B
A. Cera or AC cbiecTByBa OpJUHAJ X TaK'bB, de MexK Ly Hero u P(A) numa GHEKTUBHO
cborBeTcTBHE. ToraBa & He MOXKE Jla C€ BJIOXKM UHEKTUBHO B A.
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I1Te mokaxkeMm, ye H ¢babp:ka BCEKH OpAMHAJ, PABHOMOIIEH C IOAMHOXKEC-
T8O Ha A. Hamcruna, Heka & e Takbp opauHas. Heka f: o« — A e unek-
TUBHO n300pazkeHue, CBUETEICTBAINO 3a ToBa. [a oznaunm W = Rng(f)
uR = {{{(B),f(y)) | B <v e a}. TorasaRCWxWe gusWu
(W,R) = («, <). CinegoBarenno, « € H.

Ho H e MmHO>)KecTBO, cJIe10BATETHO UMa OPIUHAJ X TaK'bB, 4e &g & H.
B wacrHoct, o¢p HE € UHEKTUBHO BJIOXKUM B A. =

[To-nararbk ¢ H(A) me GenexkuM Hali-MaJIKusl OPJIUHAI, KOHTO He e
MNHEKTUBHO BJIOZKUM B A,

H(A) = pofw £ A,

u me Hapudame onepayus na Hartogs.
OT ompenenennero Ha onepanuaTa H HENOCPEICTBEHO CJIEIBA, 9e 34
BCSIKO MHOXKeCTBO A, H(A) e e OpIWHAJL, KOHTO He MOKe Jia O'bJlc THEKTUBHO

siaoxen B A: ord(H(A)) u H(A) £ A. Bes mamruuero ma Akcrmomara 3a
u3bopa He cjiejiBa, Y€ BCSKO MHOXKECTBO A e MHEKTHBHO BJIOKUMO B H(A).
Hermara, obate, ce ompocTsiBaT 1o ce oTHacsI 10 opauHaan. Heka o e

IIPOM3BOJIEH opauHaj. Torasa ’H ) £ & Crenosarenno H (o) £ & m 1o

TpuxoTOMHsATA Ha opmuHatuTe, ot < H(o). Taka & < H(«). B wacrmoct
nMaMme:

Jlema 32K.2. 3a scexu opdunan & cswecmsysa opdunan 3 maxses, ue:

x < B.

JlupekTHO OT ompeiesieHreTo Ha oneparusaTa Ha Hartogs, momyuaBame
W CJIEJTHATE CBOUCTBA:

e x <P <H(x) =«
.§<B—>”H,(ocl§ B:
o B<H(A) = B <H(A).

Ha orbenexum, e criopen Teopemara Ha Cantor, 3a BCIKO MHOXKECTBO

A, A < P(A). Obaue 6e3 namumero na AC, He MOXKeM Jia TBBHDPINM, He
H(A) u P(A) ca cpaBunmu 1o mommnoct. Ciie/iBammara jiemMa JaBa TOPHA
rpanuia 3a MomHocTTa Ha H(A) B TepMHHHTE HA CTEHEHHOTO MHOXKEC-
TBO Ha A. 3a obJjieKUYeHUe Ha U3JI0KEHHETO BbBEXKJIAMe U O3HAYEHUsITA:

P*(A) = P(P(A)), PP(A) = P(P(P(A))) u PY(A) = P(P(P(P(A)))).
Jlema 32K.3. 3a scaxo mmooicecmeo A, H(A) < PA(A).
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Jlokazamencmeo. a oznaunm 3a kparkocr = H(A). Torasa:
(Vo< B)ER)R C A x A & (A(R), R) = (o, <)].
Heka 3a Besiko & < 3, f() ={R | RC A x A & (fld(R),R) = («, <) }.

Torasa f e unekrusaa dynkuus ¢ Dom(f) = .

Heka R € f(«). Toraa R C A x A, orkbiaero R € P(A x A). Cueno-
Batesno, f(a) C P(A x A), Te. f(x) € P?(A x A). Ho A x A C P?(A),
otkbaero P2(A x A) C P*(A). Taka f(o) € PH(A) u, cienosaresnno,
Rng(f) € P*(A).

ITonexxe f e mnextusHa, To B = Dom(f) = Rng(f) < P4(A). =

32K.2. Kapauunanu. Kakro orbessizaxme O-rope, 3a BCAKO MHO-
kecTBO A, opmuHanbr H(A) He € PABHOMOINEH C HUTO €IUH OPJMHAJ,
KOWTO € Io-MaJbK OT Hero. TakuBa opjauHasu ie ObJIAT OT CIeluaieH
HHTepec 3a Hac. 3abesexere, de ako B < &, T0 B < & — HIEHTHTETHT
idB € MHEKTUBHO Bjarane Ha 3 B . B To3u ciydait ToBa, e o u 3 He ca

PaBHOMOIIHK € eKBUBAJEHTHO Ha B < X.

Onpenenenne 32K.4. Ile xazsame, we opdurarsm & e Kapouran, aro
HE € PABHOMOWEH C HUMO edur OPOUHAA NO-MAATK OM HE20,

card(e) < ord(«) & (VB < «)[B < &].

Taka 3a Bcsiko A, card(H(A)). Hancruna, ga jgomycaem o6paTHOTO
u neka B < H(A) e raxosa, ue B = H(A). Or gebunumuara na H(A)

ciesiBa, 4de 3 e nHekTUBHO BiokuMO B A. Ho Torasa, kaTo paBHOMOIIIHO
c uero, u H(A) e unekrusro BioxkuMo B A. IIporusopetne.

3a pas3iimKa OT OpInHAJIUTE, KbIAETO € Bb3MOKHO JIa IMa PABHOMOIIIH,
HO Pa3J/INYHU IOMEXK/ly UM OpJAUHAJH, IPU KapAUHAIATE € B CHJIa, 9e aKO
JIBa Ca PaBHOMOIIHH, TO T€ Ca U HEIIPEeMEHHO DaBHH.

Teoupaenne 32K.5. Hekxa k u A ca xkapdunaau. Tozasa:

(1) ?<X S K <A;

(2) K<A & k<A

(B) K=A & k=A.
Joxasameacmeo. (1) Hexa k < A. Torasa k C A, oTKbjeTO K < A.
[onexe card(A), To A He e PABHOMOITEH ¢ HUKOM T0-MaIbK ODJIMHAT; B

YaCTHOCT He e paBHOMOIIeH ¢ K: —(K = A). ciejioBaTesiHo K < A.
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Hexka cera K < A u ja jomycteM, ge —(k < A). Torapa A < K, OTKBIeTO

A C kuraka A < K. OTTyk, =(K < A), KOETO BOIH [0 HPOTUBOPEHIE.

CutenoBaresno K < A.

(2) Ako k <A, 10 kK C A; OTTYK JUPEKTHO HOJIydaBame, de K < A

Heka cera K < i u ja npejanonaoxum, e —(k < A). Tlonexe k u A ca
opaunasu, To A < K. Torasa mo (2), A < K, KOeTO IPOTHEOpEHH ¢ K < A,
cyiesioBaTesiHo, K < A.

(3) B cuita e eKBUBAJIEHTHOCTTA:

<AL

Al
Al

K=A & ( ) & (KSA&ASK) & K=A.

_|

KakTo BujsixMe 1o-paHo, o0eJuHEHUEeTO Ha, MHOXKECTBO OT OPJIMHAJIN
e opaunaJ. [lomobHO CBOMCTBO € B cijla U 3a KapIUHAJINTE.

Jlema 32K.6. Ob6edunenuemo Ha MHOHCECMB0 OMm Kapounasu e Kapou-
HaA,

(Va)[z € A — card(z)] — card(UA).

Jloxasamencmeo. Ilonexke Bceku kapauuas e opjunal, To ord(UA). Heka
« < UA. ToraBa uma k € A rakoBa, ye & € k. Ho card(k), orkbuero

« < K. Ionexe kK < UA, 10 K < UA. Taxa & < UA u, ciegoBarenno, UA
€ Kap/JuHaJl. .

CremoBarenno, ako A e MHOXECTBO OT KapiauHauau, To UA e Haii-
MaJIKUSIT KapIuHAaj, KOHTO € IIO-FOJISIM WJIM PaBeH Ha BCEKU €JIEMEHT Ha
A. OrTykK JslecHo ciefBa, Ue KapIUuHAJINTE He 00pa3yBaT MHOXKECTBO.

JIema 32K.7. ~(3F A)(V2)[card(z) — z € A].

Joxazamencmeo. a nomychem, de A e takoBa MHOKecTBO. OT akCHoM-
HaTa CXeMa 3a OTJEJISHETO CIIe/(BA, Ue ChIeCTBYBa MHOYKECTBO, TMUTO €JIe-
MeHTH ca TouHO KapauHaaure B = {x | card(x)} C A. Torasa card(UB)
u 3a Bcekn Kapauaan K € A, k < UB. Torasa H(UB) e kapaunas crporo
IO-TOJISIM OT BCEKH Kap/IMHAJL:

k < UB < H(UB).

IIporuBopeune. .
Jla mpumoOMHUM, Ye eCTeCTBEHO YHCJI0 HapWdaMe TaKbB HerpaHudeH
OpJIMHAJT, KOWTO HE € TIO-TOJISIM OT HUKON TPAHYNEH OP/IHHAJT:

Nat(x) = ord(x) & (VB < x)[-Limit(f)].
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C w mbK O3HAYMXME I'bPBUAT paHndeH opamHaa, w = p ofLimit(x)]
KaTO 33 BCIKO (X MMaMe:

Nat(x) <> o € w.

OxasBa Cce, 9€ BCAKO €CTEeCTBEHO YHCJIO, KAKTO N MHO2KECTBOTO OT BCHUYIKU
€CTeCTBCHHN YHCJ/Ia Ca KapJIuHaJIN.

JIema 32K.8. (V«)[Nat(o) — card(x)].

Zloxazameacmeo. Jla jgomycHeM HNPOTUBHOTO M HEKa & € HaAM-MaJKOTO
€CTeCTBEHO YHUCJI0, KOeTO He € KapjauHaj. B YacTHOCT, BCIKO B < & e
kapaunai. [lonexke o He e xKapmauaayi, o & # 0. OcBeH ToBa & He e

rpanmden opauna. Heka Torapa o = S(B). Ionesxe card(B), To p = & =
S(B).

He e tpymmo na ce 3abesexu, qe  # 0, orkbiuero = S(7y), 3a HAKOE
v < w. Heka f: S(S(y)) — S(v) e 6uekius mexkay « u (3. e crurnem
10 TIPOTUBOpEYNE, MOCTPOSIBANKN OUEKITUS MEXKIy [ U Y, KATO IO TO3U
HAYMH I TIOKaxKeM, 9e 3 € eCTeCTBEeHO YUCJIO IIO-MAaJIKO OT (X, KOETO He e
KapJIUHAJI.

Hawucruna, ako f(S(y)) = v, To uzobpakenunero f | S(y) e Guexiusi.

Nnave, ueka f(S(y)) = nmuy = £(¢) 3a narkou 1 < y u ¢ < v.
Oupejensive g karo: g(d) =£(8) 3a 6 # Cu g(¢) =n. Taka g: S(y) — v
e OUEeKIIHSI. =
Canencreue 32K.9. card(w).

Jlokasamencmeo. Ilonexe (Vx)[x € w — card(x)], To card(Uw). Ho
Limit(w), orkbrero w = UW e Kap/uHal. =

Besiko €/1HO ecTecTBEHO |HC/IO € KapuHaJ, KOWTO € OpJuHaJ Hac-
neqauk mwm 0. Oka3Ba ce, ¥e BCHUKH OCTAHAIN Kap/UHAIA CA TPAHUTIHH
ODP/IMHAJIH.

JIema 32K.10. card(x) & w < k — Limit(k).

Hoxazameacmeo. B ciaydas, koraro K = W TBbPICHUETO € OYEBHUJIHO.
Heka k > w u ma upeamosokuM, e K = S(8) e opauHAI HAC/IEIHUK.
Omnpenensme nzobpazkenuero f : S(8) — & upes: {(8) = 0; 3a Bestko & < W,
f(a) = S(x); m 3a Besirko w < & < O, (&) = &. Torasa f e Ouexrmst Mex Ty
K 1 0, KOETO IPOTUBOPEIH ¢ KapANHAJIHOCTTA Ha K. .

JIMpeKkTHO cleAcTBUE OT rOpHATA JIEMa €, Y€ HEChIIECTBYBa MHOXKEC-
TBO, KO€TO CBHbAbpzKa BCUIKHN I'PAHUYIHU OPJAWHAJIN!

=(3A)(Va)[Limit(a) - a € A],
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KaKTO W, 9€ Ha/J BCEKH OpJAWHAaAJI UMa I'PAHUYIECH OpJAWHAJI:
(Va)(@B)[e < B & Limit(8)].

[To-HaTaTbK, aKo K € KapAuHaJl, ¢ K 1me Ge1eskuM Haji-MaJIKus Kap/Iii-
HAJI TIO-TOJIAM OT K, T.e. KT = H(K). AKO K e KapuHa/J1 TakbB, 9e K = A+
3a HSIKOI KapJuHaJ A, TO IIe Ka3Bame, de K e (KapuHas) Hacje HuK. B
[POTUBEH cJiy4ail, ako K # (0, To I1e Ka3BaMme, 4e K € FPAHUYEeH Kap/MHAJ.

BabeJiexkeTe, 1€ BCSIKO €CTECTBEHO Yucyo 0e3 0 e eITHOBPEMEHHO Op/Iu-
HaJI HACJIEJHUK U KapJanHaj HacaeTHuk. C MpeIuITHOTO TBbPJECHNAE IbK
[oKa3axme, 9e BCeKU KapIUHAJI, KOWTO HE € eCTECTBEHO YUCJI0, € TPAHUYIEH
opaunaj. He e TpyaHo na ce Buin, de u3Mex /iy Oe3kpailHuTe KapiauHa I
MMa, KAKTO Kap/IMHAJIM HACJICIHUIIA, TAKa U TPAHUYHUA KAPIUHAJIN.

32K.3. Omnepamusara N. C pekypcusi 1o OpJAWHAJIUTE OIPEIE/IsIME
cJieHATA Ooreparus N:
o X(0) = w,
o N(S(x)) = H(R(x)) = ()", 3a Becekn oppunan a,
e N() =sup(Rng(N [ «)) = U{R(B) | P < a} 3a Bcekn rpanntien
OpAMHAT X.
Banamnpes Bmecto N(o) mie mmmeMm Ry, Jla 3abesrexkum, de 3a BCIKO K,
Ny e opaunasia. C momornTa Ha TPaHCHUHATHA WHIYKIU 110 OPINHAJIATE
JIECHO C€ MOKa3BaT CJIEJHUTE CBOMCTBA:
1. 3a Bcako o, o < Ng.
JeticrBurenno, npu o« = 0 TBbpaeHneTo e odeBugHO. [la mpemmosio-
xuM, qe x = S(f) u p < Ng. Torasa S(B) < S(Np) < Ng = Ny. Hakpas
HeKa & e rpaHudeH 1 3a Beako B < o, B < Np. Torasa:

a=U{f | B<a} <U{Ng | B <a}l=NR,4

JrbKuM cMe [1a 0TOeIeXKnM, e Makap omepannsaTa N 1a U3rIexXKaa "MHO-
ro 6bP30 pacTsIa”’, TO TsT UMa HEITOABUKHHU TOUKH, T.€. IMa TAKNBA OP/IH-
Ha &, 1e Ny = «. Herro moseue, omeparusita nMa IPOU3BOIHO TOJIEMA
HEIOJBUKHI TOUKU:

(VB)(F )[R < ax & Ny = «f.
2. N, e cTporo MOHOTOHHA OTlepallus, T.€ 38 BCeKU & U f3,
X< P =Ny < Nﬁ‘

[Tpu B = 0 TBBpIennETO € TpuBHaaHO. Heka 3 = S(y) u TBbpAeHIETO
e BapHo 3a Y. Heka o < 3 e mpomssosno. ToraBa o < Y u 10 UHIYKIIH-
OHHOTO Tpejmnojoxkenne Ny < Ry, < N;r = Ng. Hakpas nexa 3 e rpanuyen
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1 TBBPAEHUETO € BSPHO 3a BCEKHU IIO-MaJIbK OT Hero opauHaJ. Heka o e
nponsBosieH. ToraBa & < S(a) < , OTK'BIETO 1O WHIYKIIMOHHOTO MPE/T-
nonoxenne, Ny < Ng(q). Ocsen ToBa, Ngn) < U{Ry | v < B} = Rp.
Crnenosarenno, Ny < Ng.

3. BCEKU KapJMHAJ € OIPAHUYEH CTPOI'O OT HAKOE Ngy:

(Vk)(Fo)[card(k) = k < Ny].

+
Haucruna, cbriacno 1., kK < Ve < NI = Ng).
4. 3a BCAKO &, Ny € KapJuHaJ [O-TOJIsIM WJIM paBeH Ha w. B cuia e u
00paTHOTO, T.€. Ye BCAKO OE3KPaiiHO KapIUHAJJIHO YUCJIO € PaBHO Ha Ny 3a
HSIKOE

(Vk)(Fa)[card(k) & w < kK — k = Ny].

3a 1ga JoKaxKeM TOBa TBBLPIECHUE, Ha 3abeerkKnuM, Ue ChIIACHO 3., € J0C-
TATBHLUIHO JI& [TOKAYKEM, Ue:

(Vo)(Vk)[card(k) & w <k & k < Ny = (Fy < ) [k = Ry ]].

[le mokazkeM TBLPIEHHETO ¢ TpaHChUHUTHA HHAYKIMS 1m0 «. Heka
nbpBo & = S(B) u TBBpIeHuETO € BsApHO 3a 3. ToraBa Ny = Ng. Hexka
w < k < Ry. Cremosarenmmo k < Ng. Ako K = Ng, TO ThPCEHOTO Y €
camoro 3. AKo mbK K < Ng, TO 110 HHIYKIHOHHOTO HPEIIOTIOKEHNE IMa
Y < B < o TakoBa, Ue K = N,.

Haxpasi, Heka & e rpaHudeH OpJuHAJ ¥ TEHPAEHAETO € BIPHO 38 BCEKH
opauHaJ mo-marbk oT Hero. Heka w < k < N. Torasa chiectByBa f < o
TakoBa, de K < Ng. Ilo nnayknuonnoro npemnonoxenue nma y < f < o
TaKoBa, 9e K = N,.

5. 3a BCAKO &, Ny € KapJuHaJ HACJAEJHUK TOYHO TOTaBa, KOraTo & € op-
JIMHAJT HACJIEJIHUK.

(«+) Heka o e opaunan naciaeqauk karo o« = S(f3) 3a usikoe 3. Torasa
card(Ng) n Ry = Ng. CrenoBaresino, Ny € KapauHasl HaCJIeIHIK.

(—) Heka Ny e Kap/uHaI HACJHEIHUK KATO K € TaK'bB KapJUHAJ, de
Ny = k7. Torasa o« # 0 . Ja jomycreM, 9e & He e OpJHMHAJ HACIICIHUK.
Caenosarenno, Limit(x). ITonexe w < k < Ny, TO 10 4. CHIIECTBYBA Ta-
KbB op/mHal 3 < «, 9e K = Np. [Topagn rpanndnocTTa Ha X, IOy daBaMe
ve:

K=Ng < K+:NS([5) <Ny =«
IIporuBopeyne.
6. 3a Besiko MHOXKeCTBO OT opauHaan A, Ny = U{Ry | o« € A},
Heka mbpBo B € Nya. Ako B < w, 10 B € Ny 3a BCEKH OpAMHAT

a € A. B ciayuas, korato w < f3, Heka y e Takbs, 4e 3 = N,. Torasa
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Ny, < B < Nya, orkpaero ¥ < UA. Heka ¢ € A e TakbB, Ue Yy € o.
Torasa N, < Ny. OTTyx B = Niy < X, u, cremoarento, B < Ng. Taka,
HE3aBUCHMO OT TOBa JAJH [3 € KpaeH Wi Oe3KpaeH OpAUHAJ IIOJIyYaBaMe,
qe B e U{Ry | ax€ A}
Heka cera f € U{Xy | o« € A} u o e cBugeren 3a ToBa. Taka o € A
u (3 € Xy. Torasa ord(UA) n o« < UA. CrreoBarenno 3 € Ry < Nya.
Henoasu>xkuu Touku. KakTo orbensizaxMe MajiKO MIO-PaHO, oIepa-
nusiTa N MMa HEIOABMKHM TOYKH, T.e. TAKUBA OPAUHAINA X, Je:
Ny = .
Ba ja J0KaxkeM TOBa, HEKa pasriejaMe cjeanara onepaiust G, onpejesie-
Ha ¢ TpaHC(UHATHA PEKYPCHUSI IO ONPIUHAIUTE:
° G(O) = No;
e G(S(«)) = Ng(q), 32 BCEKH OpAHHAT ;
o G(ot) =U{G(B) | B < «}, 3a Bceku rpaHuveH OpJUHAI X.

[TTe mokaxkewM, de G(w) e Haji-MaJIKaTa HEMO/IBIZKHA TOUKA Ha Olepa-
nusara N. Hamcruna, nmame:

Ra(w) = Rufaep) <o) = URap) [B<w}=
=U{G(5(B)) | B <w}=U{G(B) | B < w}=G(w),
r.e. G(w) e HeNOABMAKHA TOYKA 3a olepanusra N.

Heka cera m e mpoussosiHa HENOJABUKHA TOUKa 3a N, T.e. Ny = 1.
Torasa G(0) = Ng < X;; = 1. OcBeH ToBa, aKO OPANHAIBT X € TAKbB, e
G(a) <, T0

G(S(a)) = Rg(w) < Ny =1.
CaeroBarenno, 3a Besako & < w nMmame, 9e¢ G(a) < 1), OTKBIETO
G(w) =U{G(x) |ax<w} <.
Taka G(w) e Haii-MasKaTa OT HEMOJBUXKHUTE TOYKU Ha oreparusita N.
VYuopaxkuenue 32K.11. [lokaoceme, we Limit( G(w)).

Yupakueuune 32K.12. [lokasceme, we onepayuama G we € cmpozo mo-
HOMOWHA, M.e. couecmeysam opounaau x < B maxusa, we G(x) = G(B).

VYupaxkueuue 32K.13. Ilokaoceme, we onepayuama X uma npoudsosHo
20AEMU HENOIBUNCHU TNOYKU:

(VR)F)[P < & & Ny = «].

33. KomynaTtuBHa iiepapxusi






I'nasa 4

Axcumoma 3a n3bopa

4A. Axkcuoma 3a um3bopa. ExkBuBasienTHu dpopmMu

(AM) Heka B e MHOXeCTBO, YHUTO €JEMEHTH Ca HENPA3HU U J(Ba IO
IIBa Hempecudalnyu ce. Torapa cbiecTByBa MHOXKecTBO C, KOETO ChIbprKa
TOYHO 110 €JMH eJIEMEHT OT BCEKHU eJIeMeHT Ha B.
(VB)[[(Vx)[xe B—=x# 2] &
& (Vx)(Vy)xeB&yeB&x#y — xNy=0]] —
— (30)(Vx)[xe B — (Fa)[Cnx={a}]]].
(AC) 3a Besixo MuoxKecTBO A chinecTByBa dbyHKIMa Ha u36opal 3a A.
VA)EH[(f: PA)\ {2} = A) & (Vx € Dom(f))[f(x) € x]].

(AC1) Heka A e MHOXKECTBO OT HEIpPa3HU MHOXKECTBa. ToraBa CbIECT-
ByBa dyukmus f rakasa, we: Dom(f) = A u 3a Bcsxo x € A, f(x) € x.
(Rel) Besika pesarust Mozke Jia Objie OrpaHntieHa 10 (DYHKINS ChC ChINaTa
nepuHUITIOHHA 00JIACT,

(VR)[Rel(R) — (3f)[Funct(f) & Dom(f) = Dom(R) & f C R]].

(Inj) Besika dyuknus moxe Jia ObJie OrpaHndeHa 10 MHEKTHBHA (DY HKIIUST
C¢'bC CbIATA 00JIACT OT CTOHHOCTHTE,

(V£)[Funct(f) — (3g)[g C f & Rng(g) = Rng(f) & Inj(g)]].
(ZL) Heka (A, <) e 9.H.M., B KOETO BCsIKa BepHUra MMa FOPHA IDAHHUIA.
Torasa B (A, <A) MMa [IOHE €JMH MAKCUMAJIEH €JIEMEHT.
(WOP) Besiko MHOKECTBO MOXKe Jia Objie 7100pe HapeIeHo.
(VA)(3IR)[POSet(A,R) & (Vu)ju#2 &ul A —
By)ly e u& (Vx)[x € u—= (v, x) € R]]]].

If e Qyuxmms ma usopa 3a A, ako Dom(f) = P(A) \ {@} u 3a Besiko HenpasHo
HOAMHOXKeCTBO X Ha A, f(x) € x.

63
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(TL) Bceku JBe MHOXKECTBa, Ca CPABHUMHE O MOIIHOCT:
(Va)(Vb)E<b Vv b<al

ExsupasenTHocTTa Ha AKcroMara 3a u3bopa u 3akoHa 3a Tpuxoro-
Mus e Jokazana or Hartogs mpes 1915.

4B. Akcumoma 3a MYJITHUIJINKATUBHOCT

Teopema 4B.1. AC « AC1

Jlokazamencmeo. (—) Heka A e MHOXKECTBO OT HeNPa3HU MHOXKECTBA.
Heka f e dynkius na nzbopa 3a UA, T.e.:

Dom(f) = P(UA)\ {2} n (Vx)[x # @ & x CUA — f(x) € x].

Ja zabenexknm, ge ako X € A, o x C UA. Ilonexe erlemenTuTe Ha A ca
Henpasun Muoxkectsa, o A C P(UA) \ {@} = Dom(f). Heka g = f | A.
Torasa Dom(g) = A, u 3a Bcsiko x € A e B cuta, 4e:

g(x) = (F1 A)(x) = f(x) € x.

(«<) Heka A e nponssosiro muoxkectBo. Torasa P(A)\ {@} e mHOXKeC-
TBO OT HenpasHu MHOxKecTBa. Heka f e rakasa dyHKIums, Je:

Dom(f) = P(A) \ {@} u 3a Besko x € P(A) \ {9}, f(x) € x.
Ho Torapa f e pynknus Ha uzbopa 3a A. .

Teopema 4B5.2. AC1 «+ AM

Joxazamencmeo. (—) Heka B e muoxkecTBO Takosa, e (Vx € B)[x # @]
u (Vx € B)(Vy € B)x #y — xNy = &]. Heka f e dynxius na uzbopa
3a UB, re. f: P(UB)\ {@} — UB u 3a Bcsko menpasuo u C UB, f(u) € u.

Ha zabesexxum, 1e & ¢ B, orkbiaero B C P(UB) \ {@}. Torasa muo-
xkecroro C = Rng(f [ B) e cesexrop 3a B. [eiicrBuresno, neka x € B.
Torasa x e Henpaszuo n x C UB, Te. x € P(UB) \ {@}. Taka f(x) € x u
nouesxke f(x) € C, o CNx # @.

OcraBa ja 3abesexkuM, 1e CMNX e CHHIVIETOH. 3a IeJTa, HeKa Y, Yo €
C Nx. Ionexke C = Rng(f | B), To chimecrByBar x1,Xo € B Takusa, de
yv1 =f(x1) € x1 n yy = f(x2) € xa. Torasa f(x1) € xNxy u f(x2) € xNxa.
OTTyK X] = X = X9 W, CJIEJIOBATEHO, Y| = Yo.

(<) Heka A e muoxkecrBo. Heka

B={{x}xx | xeA}.

Ia 3abenexkuMm, ue B e MHO>KeCTBO OT HeIpa3HU, [ABE 10 IBe HEIPECHIaIIn
ce MHOkecTBa (ako (a,b) € ({x} x x) N ({x'} x /), To x = a = X/). Heka
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C e MHOXKECTBO cejieKTOp 3a B, T.e. cedenunero My ¢ Bceku ejieMeHT Ha B
€ CHHIVIETOH:
Cn{xp xx={{xa)},

a € x. Pasbupa ce, mHokecTBoTO C MOZKE J1a ChbDPZKA U €JIEMEHTHU, HEIIPH-
HaJJIexKAally Ha HUKOI esleMeHT Ha B. 3a Jja ru orcrpanuM ja pasriejgame
muokectsoro f = CN (UB). e nmokaxewm, de f e dyuxmus ¢ Dom(f) = A
U TakBa, 4e 3a Besko X € A, f(x) € x.

Haucruna, nonexe f = CN (UB) C UB, o Rel(f). Heka cera a,b u b’
ca TakuBa, Je:

(a,b), (a,b’) € f.

Torasa {(a,b), (a,b’) € UB. Heka x,x' € A ca cBujerequ 3a ToBa, T.e.
(a,b) € {x} xxu {(a,b) € {x'} xx'. Cnemoparesno x =a=x"ub,b’ € a,
otkbeTo {(a,b), (a,b’) € {a} x a. [Tonesxe ca n enxementn na C, To b = b’
Taxa Funct(f).

[Tonexke f C UB, to Dom(f) C A. Ba obparHOTO BK/IIOYBAHE, HEKA
x € A e nmpoussosino. Heka a € x e takoBa, ue CN ({x} x x) = {(x,a)}.
[Monexe (x,a) € UB, 1o (x,a) € f. B wacrnocr, x € Dom(f) u f(x) = a € x.
Taka Dom(f) = A. o
Teopema 4B.3. AC, Rel u Inj ca exsusarenmmu.

Jlokasamencmeo. Rel — Inj Hexa Funct(f). Crenosaremno Rel(f™1).
Heka g e Taxasa dynximus, ue Dom(g) = Dom(f 1) ug C ! Taka g~ C
(1)1 = f u, nonexe Funct(f), To Funct(g™'). Tnit xaro (g7~ = g,
to Inj(g™!). Ocrasa na 3abenexum, 1e:

Rng(g™!) = Dom(g) = Dom(f~!) = Rng(f).

Inj — AM Heka A e MHOXKECTBO OT Helpa3HU JBE IO JIBe HEIPeCH-
qamu ce MHOXKecTBa. Heka f : UA — A e dyHKImsATA, ONIpejiesieHa dpes:
f(a) = x +» a € x. Ot Buzma Ha A ciensa, de dynkuusra f e KOpeKTHO
nedunnpana. [Tonexxe Bcekn eesemur Ha A e Henpasen, To Rng(f) = A.
Heka o Inj g C f e rakasa dbynknus, ye Rng(g) = Rng(f) = Auge
unextupHa. Torasa Funct(g™!) u Dom(g™!) = Rng(g) = A.

Jla 3abesexuMm, de 3a BCIKO X € A g_l(x) € y. Haucruna, nexa
g71(x) = a. Torasa g(x) = x, orkbero f(a) = x. Cera or jgedununuaTa
na f momygasame, e g71(x) = a € x.

Or1yk, 32 Besgko x € A, Rng(g™!) N x e cunrneron; taka Rng(g™!) e
ceekTop 3a A.

AC1 — Rel Heka Rel(R). Heka
A={u | ueP(Rng(R)) & (Ix)[x € Dom(R) & u = R[{x}]]} =
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= {R[{x}] | x € Dom(R)}.

Heka u € A. Torasa (3x € Dom(R))[u = R[{x}]]. Heka x¢ e cBuzmeresn
3a toBa. B uacrHocr, xg € Dom(R) Taka nma y takosa, 1e (xg,y) € R.
Canenosarenso y € R[{xo}], orkbaero y € u. Taka (Vu € A)[u # 2.

Heka f e rakasa, ue: Funct(f),Dom(f) = A u (Vx € A)[f(x) € x].
Omupenensive dynkiusTa g, kKaro 3a Besko x € Dom(R),

g(x) = f(R[{x}]).

Taxa: Funct(g) ¢ Dom(g) = Dom(R) n g(x) € R[{x}]. Torasa (x, g(x)) € R
u, cienoBarento, g C R. =

4B. JIlema Ha Zorn

Teopema 4B.1. ZL — AC

Zoxasameacmeo. Heka A e npoussoso Muoxecrso. Heka:
F={f| f:PA)\ {9} +» A & (Vx € Dom(f))[f(x) € x]}.

Torasa (F,Cp) e 4.H.M., B KOETO BCsIKa Bepura uma ropsa rpannma. Ha-
ucruna, vHeka Fg C F e Bepura. Torasa 3a Besiko f € Fy, f C UFq. [onexe
Fo e Bepura or dyukiuu, ro UFy cbuio e dyuknus karo Dom(UFy) =
U{Dom(f) | f€ Fo} € P(A)\{@} u3aBcsaxo x € Dom(UFy), UFy(x) € x.
Torasa UFy € F u, cienosaresno, e ropHa rpanuia 3a sepurara Fy.
Hexka f e makcumasen enement 3a (F, Cp). He e Tpymmo 1a ce chobpa-
su, ue Dom(f) = P(A)\ {@}. [a zabenexum cbimo, Ue 3a BCEKN HENPa3HH
x,y CA f(x) exux #y — f(y) € x. Cnenosarenno f e bynkius na
uszbopa 3a A. -

Teopema 4B.2. AC — ZL

Jlokazamencmeo. Heka (A, <p) e 1.H.M., B KOETO BCSIKa BEPHUTa NMa FOPHA
rpannna. Heka h e pyHkuus Ha nsdopa 3a A u oo € A. 3a Bessko B C A
na osnaunm ¢ M(B) MHOXKecTBOTO OT cTporure ropau rpanuiy Ha B:

MB)={te A | (VxeB)[x<a t|}.

Ha zabesexkum, ve BN M(B) = @.
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Omnpesiensive? ¢ peKypeHst 10 OpAMHAIATE onepanusTa F:

F(e) = h(M(Rng(F [ «))), ako M(Rng(F [ «)) # @ u Rng(F | «) e
Bepura; B IpoTUBeH ciydaii, F(oa) = oo.

Torasa, ako o < 3 u F(P) # oo, o F(a) # 0o u F(ox) <a F(B).
Hawncrtuna, ako o« < B, To « C 3. Toraa F | « C F | 3, orkbaero
Rng(F [ «) C Rng(F [ B) u, cienoBaresHo,

M(Rug(F | B)) € M(Rug(F | o).

[Monexxe F(B) # oo, o M(Rng(F | B)) # @ u Rng(F | B) e Bepura.
Canenosarenno, M(Rng(F | «)) # @ n Rng(F | «) e Bepura. Torasa
F(a) # 0.

Twit kato & € B, To F() € Rng(F | B). Or apyra crpana, F(B) €
M(Rng(F [ B)), orgbuero F(B) € Rng(F | B). Taka F(x) # F(f). Ilo-
Hexke F(P) e ropua rpannna 3a Rng(F | §), uniito enemenr e u F(«x),
nosrygasame, de F(o) <a F(p).

Ako 3a Beeku opaunan «, F(a) # 0o, To onepanusita F 6u 6uia nnex-
TUBHA BbPXY OPJIMHAJATE KATO 00pa3bT HA BCEKU OPJMHAJ IIE € €JIEMEHT
na MuoxkecTBoTO A. Cle10BaTETHO MMa TIOHE eJMH OPJNHAJ U300pa3eH B
oo. Heka Torasa

o = pox[F(xx) = o0].

Cera ako & < 3 < g, 10 F(x), F() # 00, orxbaero F(a) <a F(B).
Crnenosarenno, Rng(F | «p) e Bepura. Ho nonexe F(ap) = oo, 1o TO-
raBa tpsioBa M(Rng(F | «p)) = @. Taka, ako b e ropua rpanuma 3a
Rng(F | «p), kakBaro TpsibBa jia MMa CIIOPE/] IIPE/IOIOKEHIETO, TO b e
MakCHUMaJIeH esleMeHT 3a (A, <a). .

2Heka G e omepanmsaTa, KOATO ce OTMPeeNs OT TeOPETHKO-MHOKECTBEHOTO CBOMHC-
TBO ¢(X7 v, A, <a, 00, h)

e y=0& [(A,<a) He e WH.M., B KOETO BCsIKA BEPHUra UMa T.L.TP. V
V oo € A V h ue e dyukiusa na usbopa 3a AV —Funct(x)],
nim

e (A, <A) e W.H.M., B KOETO BCSIKa Bepura mMa T.I.Tp. & oo € A &
& h e dynkims Ha u3bopa 3a A & Funct(x) & M(Rng(x)) # @ &
& Rng(x) e sepura & y = h(M(Rng(x))),
nim

e (A, <A) e 4w.H.M., B KOETO BCJAKa Bepura mMa T.I.rp. & oo € A &
& h e dynkius Ha usbopa 3a A & Funct(x) &
& [M(Rng(x)) = @ V Rng(x) e e Bepura] & y = oo.

Cera F e onpejesmvara onepanysi, 3a KosiTo 3a Bcekn opautai «, F(a) = G(F | «).
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4T'. TlpumHnun 3a mo00pa HapeaNuMOCT

Teopema 4I'.1. Hexa A e mHoorcecmeo, Koemo uma GyHKuUA Ha u3bopa.
Tozasa couwecmsysam opduran & u buexuyus f: o — A.

Joxasameacmeo. Heka h e pynknumst na m3bopa 3a A u oo € A. Onpeje-
JIsIME C PEKYPCHsl TI0 OPJINHAJINTE oneparusara F:
F(ax) = h(A \ Rng(F | «)), ako A \ Rng(F [ «) # @; B nporusen ciyuaii,
F(a) = 0.

Torasa, ako o < 3 u F(f) # oo, o F(a) # 0o u F(ax) # F(B).
Hauncruna, ako « < p, o « C . Toraa F | o« C F | 3, orkbuero
Rng(F | «) C Rng(F | ) u, ciaenosaresno,

A\ Rng(F [ B) € A\ Rng(F | ).

[Monexe F(P) # oo, To A\ Rng(F [ ) # @. Torasa, A\ Rng(F [ «) # @
u taka F(a) # oo.

Twit kato o € B, o F(x) € Rng(F | ). Or apyra crpana, F(B) €
A\ Rng(F [ B), orkbaero F(B) € Rug(F | B). Taka F(x) # F(B).

CrenoBaresnHo TpsibBa J1a IMa Op/MHAJ X TakbB, de F(a) = oo. Haune-
THHA, B IPOTUBEH CJIy4ail oneparusaTa F merre 1a 0ble NHEKTUBHA BbPXY
OP/IMHAJIMTE KATO BCEKH OPJIMHAI Ielle Ja ObJie n300pa3eH B eJIeMeHT Ha
MHOKECTBOTO A, KOeTO € HeBb3MOXKHO. Heka o e Haifl-MaJIKUsIT OpIuHal,
KoIiTO ce m306pas3saBa oT F B 00:

op = p[F(ax) = oo].

IITe okaxkem, 1e pyukmusaTa F | o e buekims Mexk1y &g 1 MHOXKECTBOTO
A. Heiicturesnno, Dom(F | «p) = &p. 3a Besiko o« € g € B cujia, de
(F I «p)(x) = F(ax) # oo. CorenoBaresto,

(F | a0)(o) = F(a) € A\ Rug(F | o) C A

u taka Rng(F [ og) C A. TTonexxe A\ Rng(F | &) = &, ro Rng(F [ op) =
A. Taka F | o e ciopekTuBHA.
Haxkpas mexa o < 3 € xg. Torasa F(a),F(f) # oo n

(F T xo)(et) = F(ex) # F(B) = (F I o) (B),

re. F | oy e m unekrupHa. OkonuarenHo, f = F | &y e B3auMHO eaHO3-
HAYHO CHOTBETCTBUE MEXKIY OPIAMHAJA (X) U MHOXKECTBOTO A. -

Teopema 4I'.2. AC + WOP

Jlokasameacmeo. (—) Heka A e muoxkecrso. [To AC A nma dbyskimst
Ha u3bopa. Heka Torasa o e opaunan u f : o« — A e 6Gueknus. Torasa
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pesanusTa
<a={{f(B).f(v)) | B<vyea}
UHJIyIIIpaHa oT Hapebara < B « e jobpa Hapeaba B A.
(«-) Heka A e muOxkecTBO M <A e ;no6pa Hapeiba B Hero. Torasa
dyHKIHATA,

h(x) = min_ (x)
e yHKIMs Ha n3dopa 3a A. .

4]1. 3akoH 3a TPUXOTOMMUS

Teopema 4/1.1. AC — TL

Zloxazameacmeo. Heka a u b ca mpousBosHu MHOKecTBa. [loHexke nMmart
dyurnun Ha uzbopa, To o0 Teopema 41'.1, cbimecTByBaT OpAMHAIN X U [3

TakuBa, 9¢ a = & u b = B. ITo TpuXoTOMHSITA HA OPAMHAINTE UMAME, e
a<PuwmP<a Torabax <P wmpP<x Takaa<bmmb<a A
Teopema 4/1.2. TL — WOP

,ﬂonasame,ﬂcmeo Hexka A e npoussosino MmaoxkecTBo. ITonexe 7—[ ) £ A

T0 A < H(A). Heka f e unexTusro Biarame za A B H(A). Torasa A e
no6pe HapeIeno oT HHAyImpanaTa upe3 {1 1o6pa napeada Ha opAnHAJA

H(A):
{(a,b) | a,be A & f(a),f(b) € H(A) & f(a) < f(b)}.

4E. Axcuoma 3a n360pa U KapAWHAJIHUA YHUCIIA

Axkcumara 3a m3b0pa HU J1aBa BB3MOYXKHOCT II0 CPABHUTEHO IIPOCT
HadWH Ja JeduHUpaMe MOHATUETO 33 MOIIHOCT Ha MHOXKecTBO. Ja mpu-
IIoMHUM, 4Ye B ZFC BCAKO MHOXKECTBO € PaABHOMOIIHO Ha OPJAAHAJIL:

(Va)3a)[E=].
Tora cBoiicTBO HU TapaHTHPa, Ye BCIKO MHOYXKECTBO MOXKe Ja Obje j100pe
HapeIeHO U, Ye BCeKU KJIaC Ha €KBUBAJEHTHOCT OT PABHOMOIITHUTE C J1aJ1e-
HO MHOXKECTBO MHOXKECTBa ChIbpxKa opjauHasi. Cera mMoxkeM Jia u3bepem
Hali-MaJIKus Op/IMHAJ BbB BCEKU TaK'bB KJIaC Ha PABHOMOIIHYU MHOXKECTBa
KaTO KaHOHHWYEH IIpeJICTaBUTE]I Ha KJjaca.

Onpenenenune 4E.1. Kaplunaino “ucio Ha MHOMCECMBOMO G Ule HA-
pUNAME HAT-MANKUA OPOUHAA, PABHOMOWEH C HE20:

a=pala=u].
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HampaBo ot ropHOTO OIIpeieienne NOIyIaBaMe, e CIeJHUTE CBOHCTBA
ca B CHJIa 32 BCAKO MHOXKECTBO & M BCEKU OpJUHAI O

(1) a e pABHOMOIIHO ¢ KApMHAJIHOTO CH YHUCJIO a: a = (a)
(2) ord(a);
B) x<a — —(a=x);

(4) & < o
Ot (3) corenBa, We 3a BCIKO MHOYKECBO &, CHOTBETHOTO MY Kap/HHAJIHOTO
YHCJIO @ € KapUHAL:

Y

(Va)[ card(a) ].
[Tonezke BCEKM KapMHAT K € Hali-MAJKHUAT OPJMHAJ PBHOMOIIEH C K,
card(k) — k=po[K=1u],
TO MOIIMHOCTTa Ha BCEKH KapJHWHJI € paBHa Ha CaMMUAT HEro:
card(k) — K = k.

CieroBaTe/IHO, BCEKH KapIUHAJ € KaPIUHAJIHO YHNCJIO Ha MTOAXOISIIO MHO-
KecTBO. Taka:
(Vx)[ card(x) < (Fa)[x=a]].

Ciest BbBEXK/IaHETO Ha O3HAYEHUETO 3a MOIITHOCT HA MHOYKECTBO MOXKE
Jla BB3HUKHE IPOOJIEM C ThJIKyBaHETO Ha 3ammuca a = b. Or eqna crpana
MOKEM JIa TO pasrjexkjaMe KaTo OIMCaHWe Ha TOBa, Y€ MHOXKECTBATa a U
b ca papaomomnu. Moxke obade ma Obie pasrjiefaHo U KaTo OIMUCaHue Ha,
TOBa, Y& KapJuHAJHUTE Yucaa Ha a u b ca paBau. Oka3Ba ce obade, 4ye

JABeTe MHTEePIIpeTallii Ha 3alluca 5 = b ca eKBUBaJICHTHH.

Tebpaenue 4E.2. Jlce mrooicecmsa ca pagHoMOWHY MO2a6a U CAMO
mMo2a6a, K02aMO UMGM PABHU KAPOUHAAHU YUCAG:

Va)(vb)[a=0 « (@) =(b)].

Joxasameacmeo. Heka kK = a m A = b u Jja IPEIIOIOKUM II'LPBO, Ue
a u b ca paBaHomomuaun. Ho K e paBHOMOIIHO ¢ & U A € PABHOMOIIHO C
b, orkbaeTo K 1 A ca paBHOMOITHHU. [loHEXKe U JBeTe ca KapIWHAJHU, TO
HEIIpeMeHHO K = A.

Hexka cera k = A. Ho k e paBHOMOIIIHO C & U A € PaBHOMOIIHO C b,
OTK'bJIETO & U b ca paBHOMOIIHH. =

ITo momoben HaYMH MOXKE Ja ce IOKasKe, Y€ MOHSITHETO 38 KapIuHaJl-
HO YHCJIO € ChIVIACYBaHO U C OTHOIIEHUsATa < U < MEXKJIy MOIIHOCTH Ha
MHOKECTBA.

Teopaeune 4E.3. 3a scexu dse mmoorcecmsa a u b:
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(1) mowgHocmma na a € No-Maska Ul PasHa om masu Ha b mou-
HO M02a6a, K02amo KaAPIUHAAHOMO YUCAO HA G € NO-MANKO UAU
PAGHO HG MO6a Ha b,

i<h & (@< 0)

(2) mowgocmma ma a e cmpozo no-maaka om masu wa b Mmouro
Mo2a8a, K02aMOo KAPOUHAAHOTNO YUCAO HA G € CIMPO20 NO-MAAKO
om moesa Ha b,

a<b o (@) < ().

VYupaxkueuune 4E.4. Jloxasiceme 20promo mespdenue.
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