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1 Óâîä
Çàìÿíàòà íà îïðåäåëåíè äóìè â äàäåí òåêñò ñ äðóãè â çàâèñèìîñò îò
êîíòåêñòà, â êîéòî ñå íàìèðàò, å îò îñîáåíà âàæíîñò íå ñàìî ïðè ìà-
øèííàòà òåêñò-îáðàáîòêà, íî è ïðè ñèñòåìè, êîèòî ðàçïîçíàâàò èëè
ñàìèòå òå ïðåñúçäàâàò ÷îâåøêà ðå÷. Åòî çàùî å ïîëåçíî äà ìîæåì äà
àâòîìàòèçèðàìå òîçè ïðîöåñ, òîåñò ïî çàäàäåíî ïðàâèëî äà ñúçäàäåì
ìàøèíà, êîÿòî åôåêòèâíî äà èçâúðøâà çàìÿíàòà íåçàâèñèìî îò âõîä-
íèÿ òåêñò. Çà ñúæàëåíèå òîâà íå å âúçìîæíî äà áúäå ðåàëèçèðàíî çà
ïðîèçâîëíè ïðàâèëà.

Åäèí åñòåñòâåí êëàñ îò ïðàâèëà, çà êîèòî òàêèâà óñòðîéñòâà ìîãàò
äà ñå êîíñòðóèðàò ñà ðåãóëÿðíèòå ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå. Ïðè òÿõ
êàêòî ëåâèÿò è äåñíèÿò êîíòåêñò, òàêà è ìíîæåñòâîòî îò äóìè, êîèòî
èñêàìå äà çàìåíèì ñà ðåãóëÿðíè åçèöè, à ïðàâèëîòî çà ñàìàòà çàìÿíà
ñå îïðåäåëÿ îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ. Çà äà ñå èçáåãíàò âúçìîæíè
êîíôëèêòè, êîãàòî ñå îêàçâà, ÷å åäíà è ñúùà ÷àñò îò òåêñòà ìîæå äà
ñå çàìåíè ïî ïîâå÷å îò åäèí êîðåêòåí íà÷èí, îáèêíîâåíî ñå èçáèðà
ñòðàòåãèÿòà íà íàé-ëÿâîòî, íàé-äúëãî ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî â òåêñòà.
Ïðè íåÿ ñå çàìåíÿ ïúðâîòî îòëÿâà íàé-äúëãî ñðåùàíå, à ñëåä òîâà
ñå òúðñè ñëåäâàùîòî ñðåùàíå, ÷èèòî ôîêóñ íå ñå çàñòúïâà ñ âå÷å
çàìåñòåíàòà ÷àñò îò òåêñòà.

Òåçè îãðàíè÷åíèÿ ñå îêàçâàò â èçâåñòåí ñìèñúë åñòåñòâåíè è ïîç-
âîëÿâàò äà áúäàò îïèñàíè ãîëÿìà ÷àñò îò ïðàâèëà, êîèòî ïðåäñòàâëÿ-
âàò ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñ. Îò äðóãà ñòðàíà âñÿêî ðåãóëÿðíî ïðàâèëî
çà çàìåñòâàíå, êàêòî ñëåäâà îò êîíñòðóêöèèòå, îïèñàíè îò Kaplan è
Kay [KK94] è îò Roche [Roc97], ïðåäñòàâëÿâàò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè,
òîåñò çà òÿõ ìîæå äà áúäå ïîñòðîåí íåäåòåðìèíèðàí ïðåîáðàçóâàòåë
(òðàíñäþñåð), êîéòî ðàçïîçíàâà äâîéêè îò äóìè - òåêñò è íåãîâîòî
êîðåêòíî ïðåîáðàçóâàíå.

Íåäåòåðìèíèðàíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè ïðåäñòàâëÿâàò åñòåñòâåíî îáîá-
ùåíèå íà êðàéíèòå àâòîìàòè è òåõíèòå ñâîéñòâà ñå èçó÷àâàò ïîäðîá-
íî îò Eilenberg [Eil74]. Âúïðåêè ÷å ïîçâîëÿâàò ëèíåéíî òðàâåðñèðàíå,
òîåñò ëèíåéíî ïî äúëæèíàòà íà âõîäíèÿ òåêñò ìîæåì äà íàìåðèì íå-
ãîâèÿ ïðåâîä, ïîðàäè íåäåòåðìèíèçìà íå ìîæåì ëîêàëíî äà ïðåöåíèì
êîå ùå áúäå óñïåøíîòî èçïúëíåíèå è ñúîòâåòíî ìîæå äà ñå íàëîæè

4



äà çàäúðæèì èçõîäà äî êðàÿ, êîãàòî ùå ðàçáåðåì êîé å ïðàâèëíèÿò
ðåçóëòàò. Çà ðàçëèêà îò êðàéíèòå àâòîìàòè, êúäåòî íåäåòåðìèíèç-
ìúò ìîæå äà áúäå îòñòðàíåí è âñåêè êðàåí íåäåòåðìèíèðàí àâòîìàò
ìîæå äà ñå çàìåíè ñ åêâèâàëåíòåí äåòåðìèíèðàí òàêúâ, íåäåòåðìèíè-
ðàíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè íå ïðèòåæàâàò òîâà õóáàâî ñâîéñòâî [Eil74].
Ñúùåñòâóâàò íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ, ïðè êîèòî òàêàâà äå-
òåðìèíèçàöèÿ å âúçìîæíà, êàêòî ïîêàçâà Mohri [Moh94] è òîãàâà çà-
åäíî ñ òðàâåðñèðàíåòî íà âõîäíèÿ òåêñò, ïàðàëåëíî, ñ êîíñòàíòíà äî-
ïúëíèòåëíà ïàìåò, ïðåîáðàçóâàòåëÿò ãåíåðèðà è èçõîäíèÿ òåêñò. Äå-
òåðìèíèðàíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè îáèêíîâåíî ñå îçíà÷àâàò êàòî ïîä-
ïîñëåäîâàòåëíè è çà òÿõ ìîæå äà ñå ïîñòàâè è âúïðîñà çà ìèíèìè-
çàöèÿ [Moh94], êîéòî ñå ðåøàâà åôåêòèâíî îò Mohri [Moh94], à ñëåä
òîâà Breslauer [Bre96] ïðåäëàãà ïî-åôåêòèâåí àëãîðèòúì, íî è â äâà-
òà îñíîâíàòà èäåÿ å äà ñå ñâåäå ïðîáëåìà äî ìèíèìèçàöèÿ íà êðàåí
àâòîìàò - ïðîáëåì, êîéòî ðåøàâàò ñ àëîðèòúìà íà Hopcroft [Hop71].
Îò òàêàâà ãëåäíà òî÷êà ñà èíòåðåñíè ïðàâèëà, çà êîèòî å âúçìîæíî
äà ñå ïîñòðîè ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë. Ïðèìåð çà òîâà å
àëãîðèòúìúò íà Ìèõîâ è Schulz [SM06], êîèòî äèðåêòíî ñòðîÿò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà ïðåâîä íà äóìè â äàäåí òåêñò, ïî
ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí ðå÷íèê.

Îñâåí ñ (íåäåòåðìèíèðàíè) ïðåîáðàçóâàòåëè, ðåãóëÿðíèòå ïðàâè-
ëà çà çàìåñòâàíå ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò è ÷ðåç áèìàøèíè. Áèìàøè-
íèòå ïðåäñòàâëÿâàò äâîéêà àâòîìàòè è ôóíêöèÿ, êîÿòî ïî çàäàäåíè
ñúñòîÿíè íà äâàòà àâòîìàòà è ñèìâîë âðúùà äóìà îò èçõîäíèÿ òåêñò.
Ïðè ïîäàäåí òåêñò åäèíèÿò àâòîìàò çàïî÷âà äà ãî òðàâåðñèðà îòëÿâî
íàäÿñíî, à äðóãèÿò - îòäÿñíî íàëÿâî. Èçõîäúò âúðõó i-òàòà áóêâà îò
òåêñòà çàâèñè îò òîâà äî êîå ñúñòîÿíèå ñà ñòèãíàëè äâàòà àâòîìàòà,
êîãàòî èì ïðåäñòîè äà ïðî÷åòàò òîçè ñèìâîë. Ðåçóëòàòúò îò èçïúë-
íåíèåòî íà áèìàøèíàòà òîãàâà å êîíêàòåíàöèÿòà íà òåçè ëîêàëíè
èçõîäè, êîíêàòåíèðàíè îòëÿâî íàäÿñíî. Eilenberg [Eil74] ïîêàçâà, ÷å
åçèöèòå, ðàçïîçíàâàíè îò áèìàøèíè, ñúâïàäà ñ êëàñà îò ðàöèîíàëíè
ôóíêöèè. Kaplan è Kay [KK94] ñúùî äàâàò àëãîðèòúì êàê îò ïðåîá-
ðàçóâàòåë çà äàäåíà ôóíêöèÿ ñå ïîñòðîÿâà åêâèâàëåíòíà áèìàøèíà.
Âúïðåêè ÷å áèìàøèíèòå ñà äåòåðìèíèðàíè è íå ñå íàëàãà äà ñúõ-
ðàíÿâàìå ïðîèçâîëíî äúëãè ÷àñòè îò èçõîäíèÿ òåêñò ïðåäè äà ãè
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îòïå÷àòàìå, òå èìàò íåäîñòàòúêà, ÷å òðÿáâà äà ðàçïîëàãàò ñ öåëèÿ
âõîäåí òåêñò. Íåùî ïîâå÷å, çà ðàçëèêà îò ïðåîáðàçóâàòåëèòå, òå íå
ïîçâîëÿâàò äà äîïèñâàìå íîâè ñèìâîëè è äóìè êúì âå÷å ïîäàäåíèÿ
òåêñò, çàùîòî òîâà ùå ïðîìåíè ïîâåäåíèåòî íà "äåñíèÿ"àâòîìàò è
ñúîòâåòíî ùå äîâåäå äî ãðåøåí ðåçóëòàò.

Öåëòà íà íàñòîÿùàòà äèïëîìíà ðàáîòà å äà äåôèíèðà è äà èçó÷è
÷àñò îò ñâîéñòâàòà íà ôîðìàëèçúì, êîéòî ïîäîáíî íà ïîäïîñëåäîâà-
òåëíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè è áèìàøèíèòå å äåòåðìèíèðàí, íî çà ðàçëè-
êà îò òÿõ ðàçïîëàãà ñ äîïúëíèòåëíà ïàìåò, ïîä ôîðìàòà íà îïàøêà,
êîÿòî ìîæå äà èçïîëçâà çà òåêóù çàïèñ - òîâà, êîåòî âñúùíîñò ñå
íàëàãà äà ïðàâÿò íåäåòåðìèíèðàíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè, çà äà èçâå-
äàò íàêðàÿ ðåçóëòàòà. Òîçè ôîðìàëèçúì, êîéòî ùå íàðè÷àìå FIFO-
òðàíñäþñåð, ùå çàïàçè ñâîéñòâîòî íà àâòîìàòèòå, äà ðàáîòè ëèíåéíî
âðåìå âúðõó ñâîÿ âõîä. Âúïðîñúò, êîéòî ñè ïîñòàâÿìå ñëåä òîâà, å
äîêîëêî èçðàçèòåëíè ñà òåçè óñòðîéñòâà. Ìîæåì ëè äà ãè èçïîëçâà-
ìå âìåñòî áèìàøèíèòå èëè íåäåòåðìèíèðàíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè, çà
äà ðàçïîçíàâàìå ïðàâèëà çà ñúùîòî âðåìå, íî ïîòåíöèàëíî ïî-ìàëêî
ïàìåò? Àêî íå, òî çà êàêâè ïðàâèëà ìîæåì äà ñòðîèì åôåêòèâíî
FIFO-òðàíñäþñåðè?

Îò îïåðàöèèòå, õàðàêòåðíè çà ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà - êîíêàòåíà-
öèÿ, îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå, çâåçäà è êîìïîçèöèÿ - íèå ùå èçñëåäâàìå
ñàìî ïîñëåäíàòà â êîíòåêñòà íà FIFO-òðàíñäþñåðè. Âñúùíîñò êîí-
êàòåíàöèÿòà, îáåäèíåíèåòî è çâåçäàòà íà Êëèíè, íå çàïàçâàò â îá-
ùèÿ ñëó÷àé ôóíêöèèòå, à êàêòî êàçàõìå - FIFO-òðàíñäþñåðèòå ñà
íàñî÷åíè èìåííî êúì ðàçïîçíàâàíåòî íà ôóíêöèè. Ñå÷åíèåòî ïúê íå
çàïàçâà ðåãóëÿðíîñòòà, êîãàòî ñòàâà âúïðîñ çà ðåëàöèè. Íàêðàÿ êîì-
ïîçèöèÿòà íà äâå ôóíêöèè å îòíîâî ôóíêöèÿ, íî â êîíòåêñòà íà ïðè-
ëàãàíå íà ïðàâèëà, òîâà îçíà÷àâà âìåñòî ïîñëåäîâàòåëíî äà ïðèëà-
ãàìå ïúðâîòî ïðàâèëî êúì âõîäíèÿ òåêñò, à ñëåä òîâà âòîðîòî âúðõó
èçõîäà, äà èçâúðøèì çàìÿíàòà äèðåêòíî, êàòî íå ñå èíòåðåñóâàìå îò
âðåìåííèÿ ðåçóëòàò. Òîâà å âñúùíîñò è ñâîéñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå
ôóíêöèè (ðåãóëÿðíèòå ðåëàöèè), êîåòî íàìèðà íàé-øèðîêî ïðàêòè-
÷åñêî ïðèëîæåíèå è çàòîâà íèå ñïèðàìå ïîäðîáíî íàøåòî âíèìàíèå
èìåííî âúðõó òîâà ñâîéñòâî.

Äèïëîìíàòà ðàáîòà å ñòðóêòóðèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Â ÷àñò 2
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íèå äåôèíèðàìå FIFO-òðàíñäþñåðèòå è ôîðìàëíî äåôèíèðàìå òåõ-
íèÿ åçèê. Ïîêàçâàìå, ÷å âñåêè FIFO-òðàíñäþñåð ðàçïîçíàâà (÷àñòè÷-
íà) ôóíêöèÿ è ìîæå äà áúäå òðàâåðñèðàí äåòåðìèíèðàíî, çà ëèíåéíî
âðåìå. Äàâàìå ïðèìåð çà íåðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñå ðàçïîçíà-
âà îò FIFO-òðàíñäþñåð è ïðèìåðè çà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, êîèòî ñå
ðàçïîçíàâàò îò FIFO-òðàíñäþñåð. Òàçè ÷àñò çàâúðøâà ñ åäíà òåîðåìà
ñ òåõíè÷åñêî çíà÷åíèå, êîÿòî ïîêàçâà êàê ìîæåì äà îãðàíè÷èì çà-
ïèñèòå, êîèòî ïðàâèì â îïàøêàòà, áåç äà çàãóáèì îò èçðàçèòåëíàòà
ñïîñîáíîñò íà FIFO-òðàíñäþñåðèòå.

Â ÷àñò 3 èçó÷àâàìå êîìïîçèöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåðè ñ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè è äîêàçâàìå, ÷å êàêòî ëÿâàòà, òàêà è
äÿñíàòà êîìïîçèöèÿ äàâà ôóíêöèÿ, ðàçïîçíàâàíà îò FIFO-òðàíñäþñåð.
Äîêàçàòåëñòâàòà ñà êîíñòðóêòèâíè, êîåòî íè ïîìàãà äà ãè èçïîëçâà-
ìå â îñíîâàòà íà àëãîðèòìè çà êîíñòðóèðàíåòî íà òàêèâà óñòðîéñòâà.

×àñò 4 å ïîñâåòåíà íà åäèí ïîäêëàñ îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, êîèòî
ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç FIFO-òðàíñäþñåð. Ïúðâî ãè äåôèíèðà-
ìå è ïîêàçâàìå êàê åôåêòèâíî ìîæåì äà ñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåðè
çà òÿõ. Ñëåä òîâà ïîêàçâàìå, ÷å ìîæåì äà ïîñòðîèì è áèìàøèíà çà
âñÿêà òàêàâà ôóíêöèÿ. Â ïðåäïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô íà ÷àñò 4 ïîêàçâà-
ìå åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà êîìïîçèöèÿ íà äâå òàêèâà ôóíêöèè,
êîåòî íè ïîçâîëÿâà åôåêòèâíî äà êîíñòðóèðàìå ôóíêöèÿ, åêâèâà-
ëåíòíà íà òúðñåíàòà êîìïîçèöèÿ. Òàçè ÷àñò çàâúðøâà ñ ïðîâåðêàòà,
÷å ïðèìåðèòå îò ÷àñò 2 ñà äåéñòâèòåëíî ôóíêöèè, ðàçïîçíàâàíè îò
FIFO-òðàíñäþñåð.

Â ÷àñò 5 êîíñòðóèðàìå ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ïðåäñ-
òàâèìà ñ FIFO-òðàíñäþñåð. Ïîêàçâàìå ñúùî, ÷å êëàñúò îò ôóíêöèè,
ïðåäñòàâèìè ñ FIFO-òðàíñäþñåðè íå å çàòâîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ.

×àñò 6, ìîòèâèðàíà îò òîâà, ÷å èìà ðåãóëÿðíè ïðàâèëà, çà êîèòî
íÿìà FIFO-òðàíñäþñåð, ñå ñòðåìè äà îïèøå êëàñ îò òàêèâà, çà êîèòî
ñúîòâåòíîòî óñòðîéñòâî ñúùåñòâóâà è ìîæå äà ñå êîíñòðóèðà åôåê-
òèâíî. Ïúðâî äåôèíèðàìå ïðàâèëà ñ ìàðêåðè, çà êîèòî èçïîëçâàéêè
òâúðäåíèÿòà îò ÷àñò 4 ïîêàçâàìå êîíñòðóêöèÿ çà ïîñòðîÿâàíåòî íà
FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî äà ãè ðàçïîçíàâà. Ñëåä òîâà ðàçãëåæäàìå è
ðåãóëÿðíè ïðàâèëà îò îáù òèï. Íàëàãàìå àëãîðèòìè÷íî ïðîâåðèìè
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó òåçè ïðàâèëà è â ñëó÷àé, ÷å óñëîâèÿòà ñà èçïúë-
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íåíè è êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìèòå îò ÷àñò 3 ïîêàçâàìå êàê ìîãàò
äà ñå ñâåäàò êúì ïðàâèëà ñ ìàðêåðè. Íàêðàÿ ðàçãëåæäàìå îãðàíè-
÷åíèÿ, ïðè êîèòî ìîæåì äà êîìïîçèðàìå àëãîðèòìè÷íî ïðàâèëàòà.
Ïîêàçâàìå îòíîâî, ÷å óñëîâèÿòà ñà àëãîðèòìè÷íî-ïðîâåðèìè è èç-
ïîëçâàìå òåîðåìèòå îò ÷àñò 4 çà äà êîíñòðóèðàìå ñúîòâåòíèÿ FIFO-
òðàíñäþñåð.

Â ÷àñò 7 ñå çàíèìàâà ñ àëãîðèòìè÷íàòà ðåàëèçàöèÿ íà êîíñòðóê-
öèèòå, îïèñàíè â ïðåäõîäíèòå ÷àñòè. Ïúðâî ðàçðàáîòâàìå àëãîðèòìè,
ïîäîáíè íà òîçè íà Ìèõîâ è Schulz [SM06], çà äà ìîæåì äà ïîñòà-
âèì íåîáõîäèìèòå íè ìàðêåðè îò ÷àñò 6 ïîñðåäñòâîì ïîäïîñëåäîâòà-
åí ïðåîáðàçóâàòåë, åôåêòèâíî. Ñëåä òîâà ðàçðàáîòâàìå àëãîðèòìè, ñ
ïîìîùòà íà êîèòî åôåêòèâíî ñå ðåàëèçàðàò êîíñòðóêöèèòå çà êîìïî-
çèöèÿ ñ ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè, îïèñàíè â ÷àñò 3. Íàê-
ðàÿ ñêèöèðàìå ðåàëèçàöèÿòà íà íÿêîè îò ïî-âàæíèòå êîíñòðóêöèè â
÷àñò 4 è ÷àñò 6.

Â ÷àñò 8 îáîùàâàìå ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè è ïîñòàâÿìå âúïðîñè,
êîèòî áèõà ìîãëè äà ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ çà ïî-íàòàòúøíî èçñëåä-
âàíå.
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2 Äåôèíèöèè. Ïðèìåðè. Êàíîíè÷åí FIFO-
òðàíñäþñåð

2.1 Òðàíñäþñåð ñ îïàøêîâà ïàìåò(FIFO-òðàíñäþñåð)
Äåôèíèöèÿ 1 Äåòåðìèíèðàí òðàíñäþñåð ñ îïàøêîâà ïàìåò (FIFO-
òðàíñäþñåð) íàðè÷àìå T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P,Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >, êú-
äåòî:

1. Σ, Ω è Γ ñà ñúîòâåòíî âõîäíà, èçõîäíà è àçáóêà íà îïàøêàòà.

2. P è Q ñà äèçþíêòíè êðàéíè ìíîæåñòâà îò ñúñòîÿíèÿ. P íà-
ðè÷àìå îñíîâíè ñúñòîÿíèÿ, à Q ñúñòîÿíèÿ íà îïàøêàòà.

3. i ∈ P - íà÷àëíî ñúñòîÿíèå.

4. ∆ : P × Σ → P ∪ Q - ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå âúðõó îñíîâíèòå
ñúñòîÿíèÿ.

5. d : Q × Γ × {0, 1} → P ∪ Q - ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå âúðõó
ñúñòîÿíèÿòà íà îïàøùàòà.

6. λ : P × Σ → Γ∗, Dom(λ) = Dom(∆) - ôóíêöèÿ, çàïèñâàùà â
îïàøêàòà.

7. out : Q× Γ× {0, 1} → Ω∗, Dom(out) = Dom(d) - èçõîäíà ôóíê-
öèÿ.

8. φ : P → Q

9. ψ : Q → Ω∗.

Âñè÷êè ôóíêöèè ñà ÷àñòè÷íè.

Òîâà å ôîðìàëíàòà äåôèíèöèÿ íà FIFO-òðàíñäþñåð. Ñëåäâàùèòå íÿ-
êîëêî äåôèíèöèè ùå íè ïîçâîëÿò äà âúâåäåì ñåìàíòèêà âúðõó òîçè
ñèíòàêòè÷åí îáåêò.
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Äåôèíèöèÿ 2 Àêî T =< Σ × Ω∗, Γ∗, P, Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >, êîí-
ôèãóðàöèÿ κ = (p, α, γ, ω) íà T òîâà å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà (P ∪
Q)× Σ∗ × Γ∗ × Ω∗.

Èíòóèöèÿòà íè å, ÷å ñëåä ïðî÷èòàíå íà ÷àñò îò âõîäíàòà äóìà ñìå
äîñòèãíàëè äî ñúñòîÿíèå p, îñòàòúêúò îò âõîäíàòà äóìà å α, à äóìàòà,
êîÿòî â ìîìåíòà å çàïèñàíà â îïàøêàòà å γ. ω å òåêóùèÿò ðåçóëòàò
âúðõó èçõîäíàòà ëåíòà, òîâà îò êîåòî ñå èíòåðåñóâàìå, âñúùíîñò.

Ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå ∆ è d óïðàâëÿâàìå ïðåõîäèòå ìåæäó
îòäåëíèòå êîíôèãóðàöèè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Äåôèíèöèÿ 3 Àêî κ′ = (p′, α′, γ′, ω′) è κ′′ = (p′′, α′′, γ′′, ω′′) ñà äâå
êîíôèãóðàöèè íà T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P, Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >, êàçâàìå,
÷å T äîïóñêà ïðåõîäà κ′ ` κ′′ â åäèí îò ñëåäíèòå òðè ñëó÷àÿ:

1. p′ ∈ P , α′ = σα′′, êúäåòî σ ∈ Σ è p′′ = ∆(p′, σ), γ′′ = γ′λ(p′, σ),
ω′′ = ω′.

2. p′ ∈ Q, γ′ = bγ′′, êúäåòî b ∈ Γ, γ′′ 6= ε è p′′ = d(p′, b, 1), α′′ = α′,
ω′′ = ωout(p′, b, 1).

3. p′ ∈ Q, γ′ = b ∈ Γ è γ′′ = ε, p′′ = d(p′, b, 0), α′′ = α′, ω′′ =
ω′out(p′, b, 0).

Âúâ âñè÷è îñòàíàëè ñëó÷àè ïðåõîäúò κ′ ` κ′′ å íåäîïóñòèì â T .

Ïúðâèÿò ñëó÷àé ñúòâåòñòâà íà ïîëîæåíèåòî, êîãàòî òðÿáâà äà ïðî÷å-
òåì ñëåäâàùèÿ ñèìâîë îò âõîäíàòà äóìà. Òîãàâà ìîæåì è äà çàïèøåì
íåùî â îïàøêàòà. Âòîðèÿò - ÷åòåì ñèìâîë îò îïàøêàòà, êîéòî íå å
ïîñëåäíèÿò, à ïðè òðåòèÿ ñëó÷àé - îòíîâî ÷åòåì ñèìâîë îò îïàøêàòà,
ñëåä êîåòî òÿ îñòàâà ïðàçíà. Â ïîñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ îïðåäåëÿìå è
÷àñò îò èçõîäà.

Äåôèíèöèÿ 4 Àêî κ′ = (p′, α′, γ′, ω′) è κ′′ = (p′′, α′′, γ′′, ω′′) ñà äâå
êîíôèãóðàöèè íà T , êàçâàìå, ÷å T äîïóñêà èçâîäà κ′ ² κ′′ àêî:

1. κ′ = κ′′ èëè

2. ñúùåñòâóâà êîíôèãóðàöèÿ κ íà T , çà êîÿòî κ′ ` κ è κ ² κ′′.
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Çàáåëåæêà 1 Âñúùíîñò ² å ðåôëåêñèâíîòî è òðàíçèòèâíî çàòâà-
ðÿíå íà `.
Äåôèíèöèÿ 5 Äúëæèíà íà èçâîäà κ′ ² κ′′ òîâà å åñòåñòâåíî ÷èñëî
l, êîåòî ñå îïðåäåëÿ ðåêóðñèâíî ïî äåôèíèöèÿòà íà èçâîä.

1. κ′ = κ′′, òî l = 0 è

2. àêî èçâîäúò å ñúñòàâåí îò ïðåõîäà

κ′ ` κ è îò èçâîäà
κ ² κ′′,

è äúëæèíàòà íà èçâîäà κ ² κ′′ å l′, òî:

l = l′ + 1.

Çàáåëåæêà 2 Îò äåôèíèöèÿ 3 çà ïðåõîä ñëåäâà, ÷å îò åäíà êîíôè-
ãóðàöèÿ èìà íåïîâå÷å îò åäèí äîïóñòèì ïðåõîä. Îòòóê è îò äåôè-
íèöèÿ 4 ñëåäâà, ÷å ìåæäó äâå êîíôèãóðàöèè ñúùåñòâóâà íåïîâå÷å
îò åäèí äîïóñòèì èçâîä.

Äåôèíèöèÿ 6 Íåêà T =< Σ × Ω∗, Γ∗, P,Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ > å
FIFO-òðàíñäþñåð. Ðåëàöèÿ èëè åçèê, äåôèíèðàí îò T íàðè÷àìå ìíî-
æåñòâîòî L(T ) îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè îò äóìè (α, ω), çà êîè-
òî ∃f ∈ P, ∃p ∈ Q, ∃γ ∈ Γ∗, ∃ω1, ω2 ∈ Ω∗ ñúñ ñâîéñòâàòà:

1. (i, α, ε, ε) ² (f, ε, γ, ω1).

2. (φ(f), ε, γ, ω1) ² (p, ε, ε, ω2).

3. p ∈ Q è ω = ω2ψ(p).

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ùå ïîêàæå, ÷å âñúùíîñò åçèêúò, äåôèíè-
ðàí îò äàäåí FIFO-òðàíñäþñåð ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî (÷àñòè÷íà)
ôóíêöèÿ íàä ìíîæåñòâîòî îò âõîäíè äóìè Σ∗. Îñâåí òîâà, â òåðìè-
íèòå íà äúëæèíà íà èçâîäà, FIFO-òðàíñäþñåðèòå ïîçâîëÿâàò ëèíåé-
íî, ïîñëåäîâàòåëíî è äåòåðìèíèðàíî òðàâåðñèðàíå ïî çàäàäåí âõîä -
ñâîéñòâî, êîåòî ïðèòåæàâàò è ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè.
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Òâúðäåíèå 1 Íåêà T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P, Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ > å FIFO-
òðàíñäþñåð. Íåêà îùå l = max |λ(p, σ)|, êúäåòî ìàêñèìóìúò ñå âçè-
ìà ïî âñè÷êè äâîéêè (p, σ) ∈ P ×Σ, çà êîèòî λ å äåôèíèðàíà. Òîãàâà
ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. Çà âñåêè q ∈ Q, α ∈ Σ∗, γ ∈ Γ∗ è ω ∈ Ω∗ ñúùåñòâóâà íåïî-
âå÷å îò åäíà êîíôèãóðàöèÿ (p, α, γ′, ω′), çà êîÿòî (q, α′, γ, ω) ²
(p, α, γ′, ω′), çà êîÿòî p ∈ P è |α| = |α′|. Ïðè òîâà àêî òàêúâ
èçâîä ñúùåñòâóâà, òî äúëæèíàòà ìó å |γ| − |γ′|. Íåùî ïîâå÷å
γ′ å íàñòàâêà íà γ è α = α′.

2. Çà âñåêè p1 ∈ P , α1, α2 ∈ Σ∗, γ1 ∈ Γ∗ è ω1 ∈ Ω∗ ñúùåñòâóâà
íåïîâå÷å îò åäíà êîíôèãóðàöèÿ (p2, α2, γ2, ω2), çà êîÿòî p2 ∈
P è (p1, α1, γ1, ω1) ² (p2, α2, γ2, ω2). Ïðè òîâà àêî òàêúâ èçâîä
ñúùåñòâóâà, òî íåãîâàòà äúëæèíà íå íàäìèíàâà (l + 1)(|α1| −
|α2|) + |γ1| − |γ2|. Íåùî ïîâå÷å α2 å íàñòàâêà íà α1.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Ïúðâî äà çàáåëåæèì, ÷å îò äåôèíèöèÿ 3 ïðè ïðåõîä

(p1, α1, γ1, ω1) ` (p2, α2, γ2, ω2)

ïî ïðàâèëî 1 |α2| = |α1|−1, äîêàòî ïðè ïðèëàãàíå íà ïðàâèëàòà
2 è 3 α1 = α2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî (q, α, γ, ω) ² (p, α′, γ′, ω′), çà
êîèòî |α1| = |α2|, òî α1 = α2 è âñåêè îò ïðåõîäèòå, îò êîèòî òîçè
èçâîä å ñúñòàâåí îòãîâàðÿ íà ïðàâèëî 2 èëè ïðàâèëî 3 íà äåôè-
íèöèÿ 3. Ñåãà âñÿêà êîíôèãóðàöèÿ îò âèäà (q, α, γ, ω) ñ q ∈ Q
åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ äàëè ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî 2 èëè 3, è âñÿêî
îò òÿõ åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ íîâàòà êîíôèãóðàöèÿ (q′, α, γ′, ω′).
Îò äðóãà ñòðàíà ïðè êîíôèãóðàöèÿ îò âèäà (p, α, γ′, ω′) ñ p ∈ P
íå å âúçìîæåí ïðåõîä ïî ïðàâèëî 2 èëè 3. Òîâà äîêàçâà è åä-
íîçíà÷íîñòòà íà âñåêè èçâîä îò âèäà (q, α, γ, ω) ² (p, α, γ′, ω′) ñ
p ∈ P . Ïðè âñÿêî ïðèëàãàíå íà ïðàâèëî 2 èëè 3 ïî äåôèíèöèÿ 3
ïðè ïðåõîä

(q1, α, γ1, ω1) ` (q2, α, γ2, ω2)
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ñëåäâà, ÷å |γ2| = |γ1| − 1 è γ2 å íàñòàâêà íà γ1. Ñëåäîâàòåëíî è
äúëæèíàòà íà èçâîäà

(q, α, γ, ω) ² (p, α, γ′, ω′)

å |γ| − |γ′| è γ′ å íàñòàâêà íà γ.

2. Åäíîçíà÷íîñòòà íà èçâîäà ñëåäâà ëåñíî, êàòî ñå èìà âïðåäâèä,
÷å ïðàâèëî 1 îò äåôèíèöèÿ 3 ïðîìåíÿ äàäåíà êîíôèãóðàöèÿ

(p, α, γ, ω) ` (p′, α′, γ′, ω′)

åäíîçíà÷íî, êàòî |α| = |α′|+1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ñúùåñòâó-
âà èçâîä (p1, α1, γ1, ω1) ² (p2, α2, γ2, ω2), òî òîé ñå ñúñòîè òî÷íî
îò |α1| − |α2| ïðåõîäà ïî ïðàâèëî 1. Ñåãà äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå
äà áúäå èçâúðøåíî ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ïðåõîäèòå îò òîçè
òèï. Àêî òîé å 0 òâúðäåíèåòî ñëåäâà äèðåêòíî, îñâåí òîâà ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å p1 = p2, α1 = α2, γ1 = γ2 è ω1 = ω2, â ñëó÷àé, ÷å
òàêúâ èçâîä ñúùåñòâóâà.
Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà ïðîèçâîëíè p1 ∈ P , γ1 ∈ Γ∗,
ω1 ∈ Ω∗ è α1, α2 ∈ Σ∗ ñ |α1| − |α2| = n. Òîåñò çà âñåêè p1 ∈
P , γ1 ∈ Γ∗, ω1 ∈ Ω∗ è |α1| − |α2| = n ñúùåñòâóâà íåïîâå÷å
îò åäèí èçâîä (p1, α1, γ1, ω1) ² (p2, α2, γ2, ω2), êúäåòî p2 ∈ P è
àêî òàêúâ èçâîä ñúùåñòâóâà, òî íåãîâàòà äúëæèíà íåíàäìèíàâà
(l + 1)n + |γ1| − |γ2| è α2 å íàñòàâêà íà α1. Íåêà ñåãà α1 = σα′1,
êúäåòî σ ∈ Σ, α2 ∈ Σ∗ è |α1| − |α2| = n + 1 ñà ïðîèçâîëíè. Íåêà
îùå p1 ∈ P , γ1 ∈ Γ∗ è ω1 ∈ Ω∗. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïîíå
åäèí èçâîä îò æåëàíèÿ âèä,

(p1, α1, γ1, ω1) ² (p′2, α2, γ
′
2, ω

′
2).

Òîãàâà îò n + 1 > 0 ñëåäâà, ÷å òîé çàïî÷âà ñ ïðåõîä îò âèäà:

(p1, α1, γ1, ω1) ` (p′1, α
′
1, γ

′
1, ω

′
1),

çàùîòî p1 ∈ P , ñëåäâàí îò èçâîä

(p′1, α
′
1, γ

′
1, ω

′
1) ² (p′2, α2, γ

′
2, ω

′
2).
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Îñâåí òîâà, òúé êàòî ïðèëàãàìå ïðàâèëî 1 îò äåôèíèöèÿ 3, òî
γ′1 = γ1λ(p1, σ), â ÷àñòíîñò |γ′1| ≤ |γ1|+ l.
Çà p′1 ñà âúçìîæíè äâà ñëó÷àÿ:

• ñëó÷àé 1 p′1 ∈ P . Â òîçè ñëó÷àé ìîæåì äà ïðèëîæèì
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p′1, α′1, α2, γ′1 è ω′1 =
ω1, çàùîòî |α′1| − |α2| = n. Òîãàâà ùå ñëåäâà, ÷å èçâîäúò
(p′1, α

′
1, γ

′
1, ω

′
1) ² (p′2, α2, γ

′
2, ω

′
2) å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí îò

p′1, α′1, α2, γ′1 è ω′1 = ω1 è íåãîâàòà äúëæèíà íåíàäìèíàâà

(l + 1)n + |γ′1| − |γ2| ≤ (l + 1)n + l + |γ1| − |γ2|.

Îòòóê äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå, ÷å èçâîäúò (p1, α1, γ1, ω1) ²
(p′2, α2, γ

′
2, ω

′
2) ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò p1, α1, α2, γ1 è ω1

è äúëæèíàòà ìó å îãðàíè÷åíà îòãîðå ñ

1 + (l + 1)n + l + |γ1| − |γ2| = (l + 1)(n + 1) + |γ1| − |γ2|.

Îñâåí òîâà α2 å íàñòàâêà íà α′1 è òúé êàòî α1 = σα′1 òî α2

å íàñòàâêà è íà α1.
• ñëó÷àé 2 p′1 ∈ Q. Òîãàâà îò ïúðâàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí èçâîä

(p′1, α
′
1, γ

′
1, ω

′
1) ² (p′′1, α

′
1, γ

′′
1 , ω′′1),

êúäåòî p′′1 ∈ P è íåãîâàòà äúëæèíà å |γ′1| − |γ′′1 |. Òîâà îçíà-
÷àâà, ÷å èçâîäúò (p1, α1, γ1, ω1) ² (p′2, α2, γ

′
2, ω

′
2) ìîæå äà ñå

ïðåäñòàâè êàòî:

(p1, α1, γ1, ω1) ` (p′1, α
′
1, γ

′
1, ω

′
1) ² (p′′1, α

′
1, γ

′′
1 , ω′′1) ² (p′2, α

′
2, γ

′
2, ω

′
2).

Òúé êàòî p′′1 ∈ P è |α′1| − |α′2| = n, òî ìîæåì äà ïðèëîæèì
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p′′1, α′1, α′2, γ′′1 è ω′′1 . Òàêà
çàêëþ÷àâàìå, ÷å p′′1, α′1, γ′′1 è ω′′1 åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿò p′2, γ′2
è ω′2. Òúé êàòî òå ñå îïðåäåëÿò, îò òâúðäåíèå 1 åäíîçíà÷íî
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îò p′1, γ′1 è ω′1 = ω1, ñëåäâà, ÷å è öåëèÿò èçâîä å åäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåí îò p1, γ1, ω1, α1 è α2. Îñâåí òîâà íåãîâàòà
äúëæèíà å ðàâíà ñóìàòà îò äúëæèíèòå íà èçâîäèòå

(p′1, α
′
1, γ

′
1, ω

′
1) ² (p′′1, α

′
1, γ

′′
1 , ω′′1) è

(p′′1, α
′
1, γ

′′
1 , ω′′1) ² (p′2, α2, γ

′
2, ω

′
2)

ïëþñ 1. Íî ñïîðåä ïúðâàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî, äúëæèíà-
òà íà ïúðâèÿ èçâîä å |γ′1|− |γ′′1 |, à äúëæèíàòà íà âòîðèÿ íå-
íàäìèíàâà, ïî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà, (l+1)n+|γ′′1 |−|γ′2|.
Ñëåäîâàòåëíî äúëæèíàòà íà öåëèÿ èçâîä å îãðàíè÷åíà îò-
ãîðå îò:

1 + |γ′1| − |γ′′1 |+ (l + 1)n + |γ′′1 | − |γ′2| =
1 + |γ′1|+ (l + 1)n− |γ′2| ≤ 1 + l + |γ1|+ (l + 1)n− |γ′2| =

(n + 1)(l + 1) + |γ1| − |γ′2|.

Îñâåí òîâà α2 å íàñòàâêà íà α′1, îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å å
íàñòàâêà è íà α1.

Ñ òîâà èäóêöèîííàòà ñòúïêà å çàâúðøåíà, à ñ òîâà è òâúðäåíèåòî1
å äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1 Çà âñåêè FIFO-òðàíñäþñåð T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P,Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >
ñ l = max |λ(p, σ)|, êúäåòî ìàêñèìóìúò å ïî âñè÷êè äâîéêè (p, σ) ∈
P × Σ îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà λ è çàâñÿêî α ∈ Σ∗ å â ñèëà,
÷å:

1. ñúùåñòâóâà íåïîâå÷å îò åäíà òðîéêà (f, γ, ω1), êúäåòî f ∈ P ,
γ ∈ Γ∗ è ω1 ∈ Ω∗, çà êîÿòî T äîïóñêà èçâîäà

(i, α, ε, ε) ² (f, ε, γ, ω1).

Ïðè òîâà àêî òàêúâ èçâîä ñúùåñòâóâà, íåãîâàòà äúëæèíà íå-
íàäìèíàâà (l + 1)|α| − |γ|.
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2. àêî òàêàâà òðîéêà (f, γ, ω1) ñúùåñòâóâà, òî ñúùåñòâóâà íåïî-
âå÷å îò åäíà äâîéêà (q, ω2), çà êîÿòî q ∈ P ∪ Q è ω2 ∈ Ω∗, çà
êîèòî

(φ(f), ε, γ, ω1) ² (q, ε, ε, ω2).

Â ñëó÷àé, ÷å ñúùåñòâóâà äúëæèíàòà íà òîçè èçâîä å |γ|.
3. L(T ) å ãðàôèêà íà ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ fT : Σ∗ → Ω∗. Àêî ñòîé-

íîñòèòå íà âñÿêà åäíà îò ôóíêöèèòå â äåôèíèöèÿòà íà T
ìîãàò äà ñå ïðåñìÿòàò çà O(1) ïðè ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè,
òî èç÷èñëåíèåòî íà fT (α) ìîæå äà ñå èçâúðøè èòåðàòèâíî
çà âðåìå O(|α|).

1. Òîâà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå 1, ïðè-
ëîæåíî çà p1 = i, α1 = α, γ1 = ε, ω1 = ε è α2 = ε. Îöåíêàòà çà
äúëæèíàòà íà èçâîäà ñúùî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

2. Òúé êàòî âòîðèòå êîìïîíåíòè íà äâåòå êîíôèãóðàöèè ñà åäíàê-
âè, òî åäèí èçâîä ìåæäó òÿõ ìîæå äà ñå ñúñòîè ñàìî îò ïðåõîäè,
îòãîâàðÿùè íà ïðàâèëàòà 2 è 3 îò äåôèíèöèÿ 3. Ñ ðàçñúæäå-
íèÿ, àíàëîãè÷íè íà òåçè ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà ïúðâàòà ÷àñò
íà òâúðäåíèå 1, âèæäàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íàé-ìíîãî åäèí òàêúâ
èçâîä è íåãîâàòà äúëæèíà å |γ|.

3. Äèðåêòíî îò 1 è 2 è äåôèíèöèÿ 6 çà L(T ) ïîëó÷àâàìå, ÷å fT

å ôóíêöèÿ. Çàïî÷âàìå ñ êîíôèãóðàöèÿòà (i, α, ε, ε) è íà âñÿêà
ñòúïêà íà àëãîðèòúìà èçâúðøâàìå ïî åäèí ïðåõîä, äîêàòî íå
ñòèãíåì â êîíôèãóðàöèÿ (f, ε, γ, ω1). Ñëåä òîâà ïðåìèíàâàìå â
êîíôèãóðàöèÿòà (φ(f), ε, γ, ω1) è îòíîâî òðàâåðñèðàìå, äâèæèì
ñå ïî ïðåõîäèòå, äîêàòî íå ïîïàäíåì â êîíôèãóðàöèÿ (q, ε, ε, ω2).
Àêî q ∈ Q, òî fT (α) = ω2ψ(q). Ïàìåòòà, êîÿòî ùå íè å íåîáõîäè-
ìà å òàçè çà ïðåäñòàâÿíåòî íà T ïëþñ ðàçìåðà íà ìàêñèìàëíàòà
âúçìîæíà äúëæèíà íà γ, êîÿòî ùå ñå íàëîæè äà èç÷èñëèì.

2.2 Ïðèìåðè çà FIFO-òðàíñäþñåðè
Â òàçè ÷àñò ùå ðàçãëåäàìå òðè ôóíêöèè, êîèòî ìîãàò äà ñå çàäàäàò
÷ðåç FIFO-òðàíñäþñåð. Îò åäíà ñòðàíà òå ùå íè äàäàò èíòóèöèÿ çà
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èçðàçèòåëíàòà ñïîñîáíîñò íà íàøèÿ ôîðìàëèçúì è âúðõó òÿõ ùå äå-
ìîíñòðèðàìå òåõíèêàòà íà äîêàçàòåëñòâî, êîÿòî ùå èçïîëçâàìå è â
ñëåäâàùèòå ÷àñòè. Îò äðóãà ñòðàíà, òåçè ïðèìåðè ùå íè äàäàò âúç-
ìîæíîñò äà ñðàâíèì åçèöèòå, ðàçïîçíàâàíè îò FIFO-òðàíñäþñåðèòå
ñ êëàñà íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè, êîéòî å äîáðå èçó÷åí.

Ôóíêöèèòå, íà êîèòî ùå ïîñâåòèì òîçè ïàðàãðàô ñà ñëåäíèòå:

ir : (Σ ∪ $)∗ → (Σ ∪ $)∗, äåôèíèðàíà êàòî

ir(α) =

{
α, àêî α = ω$ω çà íÿêîÿ äóìà ω ∈ Σ∗

¬! èíà÷å.

Âòîðàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî ùå ðàçãëåäàìå ùå áúäå:

ins0,1 : {a, b}+ → {a, b, 0, 1}∗.

Çà äóìà îò âèäà:
∏k

i=0(a
mibni , êúäåòî ∀ i > 0 mi > 0 & ∀ j < k nj > 0

ins0,1

(∏k
i=0(a

mibni)
)

=
∏k

i=0(cia
mibni)0,

êúäåòî áóêâèòå ci ∈ {0, 1} óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî:

ci ≡
k∑

j=i

anj
( mod 2).

Íàêðàÿ ùå ïîñòðîèì è FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà:

rep0,1 : {a, b, 0, 1}∗ → {A, a, b}∗, çàäàäåíà îò

rep0,1(ci) =

{
ε, ci ∈ {0, 1}
¬! èíà÷å.

rep0,1(αcβ) =





αA ◦ rep0,1(β) àêî α ∈ {a, b}∗, c = 1

α ◦ rep0,1(β) àêî α ∈ {a, b}∗, c = 0

¬! èíà÷å,
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a ↓ a, b ↓ b

b : b

$ ↓ $

a ↓ a

b ↓ b

a : a

p0

p1 qa

qb

φ

q$ f

a : a, b : b

$ : $

Ôèãóðà 1: Êîíñòðóêöèÿòà íà Tir ïðè Σ = {a, b}.

êúäåòî αA å äóìàòà, ïîëó÷åíà îò α ñëåä çàìÿíàòà íà âñÿêî ñðåùàíå
íà a ñ áóêâàòà A.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå äâå òåîðåìè:

Òåîðåìà 1 Ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð Tir, çà êîéòî:

fTir
= ir.

Òåîðåìà 2 1. Ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð Tins, çà êîéòî:

fTins
= ins0,1.

2. Ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð Trep, çà êîéòî:

fTrep = rep0,1.

Çàïî÷âàìå ñ êîíñòðóêöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåð Tir, êîéòî ùå
ðàçïîçíàâà ôóíêöèÿòà ir (âæ. ôèãóðà 1).

Tir =< (Σ∪$)×(Σ∪$)∗, Σ∪$, {p0, p1}, {qa | a ∈ Σ∪$}∪{f}, p0, ∆, d, λ, out, φ, ψ >

Ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå âúðõó îñíîâíèòå ñúñòîÿíèÿ

∆ : {p0, p1} × (Σ ∪ $) → {p0, p1} ∪ {qa | a ∈ Σ ∪ $} ∪ {f}
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ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∆(p0, a) =

{
p0 àêî a ∈ Σ

p1 àêî a = $

∆(p1, a) =

{
qa àêî a ∈ Σ

¬! èíà÷å.

Ôóíêöèÿòà
λ : {p0, p1} × (Σ ∪ $) → Σ ∪ $

ñå äåôèíèðà òðèâèàëíî:

λ(pi, a) = a,

çà âñÿêà äâîéêà (p0, a) è (p1, a) ñ èçêëþ÷åíèå íà (p1, $), çà êîÿòî λ å
íåäåôèíèðàíà.

Ôóíêöèÿòà

d : ({qa | a ∈ Σ∪$}∪{f})×(Σ∪$)×{0, 1} → {p0, p1}∪{qa | a ∈ Σ∪$}∪{f}
ñå çàäàâà ñ ðàâåíñòâàòà:

d(q, b, j) =





p1 àêî q = qb, b ∈ Σ, j ∈ {0, 1}
f àêî q = q$, j ∈ {0, 1}
f àêî q = f, b ∈ Σ ∪ $, j ∈ {0, 1}
¬! èíà÷å.

Ôóíêöèÿòà íà èçõîäèòå

out : ({qa | a ∈ Σ ∪ Ω} ∪ {f})× (Σ ∪ $)× {0, 1} → (Σ ∪ $)∗

ñå îïðåäåëÿ êàòî:
out(qa, b, j) = b

çà âñåêè åëåìåíò îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà d.
Íàêðàÿ äåôèíèðàìå è ôóíêöèèòå φ è ψ:

φ(p1) = q$

ψ(f) = ε.
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Çà âñè÷êè îñòàíàëè àðãóìåíòè òåçè äâå ôóíêöèè ñà íåäåôèíèðàíè.
Ñåãà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

Òâúðäåíèå 2 1. < p0, αβ, ε, ε >²< p0, β, γ, ω > òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî α = γ ∈ Σ∗ è ω = ε.

2. < p0, αβ, ε, ε >²< p1, β, γ, ω > òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ωγ = α è α = ωz$ω, êúäåòî z ∈ Σ∗$, à ω ∈ Σ∗.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî è íà äâåòå òâúðäåíèÿ å ñ èí-
äóêöèÿ. Â åäíàòà ïîñîêà èíäóêöèÿòà å ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà, à â
äðóãàòà ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà α.

1. Íåêà:
< p0, αβ, ε, ε >²< p0, β, γ, ω > .

Àêî äúëæèíàòà íà èçâîäà å 0, òî ïî äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å α = ε
è íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñåêè
èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ìàëêà îò n è íåêà äúëæèíàòà íà èçâîäà:

< p0, αβ, ε, ε >²< p0, β, γ, ω >

å n. Òîãàâà òúé êàòî âñåêè îò ïðåõîäèòå, îïðåäåëåí îò íÿêîå îò
ñúñòîÿíèÿòà, ðàçëè÷íè îò p0 âîäè â ñúñòîÿíèå ðàçëè÷íî îò p0,
òî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì äàäåíèÿ èçâîä êàòî:

< p0, α
′aβ, ε, ε >²< p0, aβ, γ′, ω′ >

< p0, aβ, γ′, ω′ >`< p0, β, γ, ω > .

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà èç-
âîäà:

< p0, α
′aβ, ε, ε >²< p0, aβ, γ′, ω′ >,

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ω′ = ε è γ′ = α′ ∈ Σ∗. Ñåãà îò òîâà,
÷å èìàìå ïðåõîäà:

< p0, aβ, γ′, ω′ >`< p0, β, γ, ω >
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ñëåäâà, ÷å ∆(p0, a) = p0. Òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî a ∈ Σ. Îñâåí
òîâà λ(p0, a) = a è ñëåäîâàòåëíî:

γ = γ′ ◦ λ(p0, a) = γ′ ◦ a = α′ ◦ a = α.

Íàêðàÿ ω = ω′ = ε.
Â îáðàòíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ñëåäâà ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæè-
íàòà íà α. Àêî α = ε òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî. Íåêà α = α′ ◦ a ∈
Σ∗. Òîãàâà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå èçâîäà:

< p0, α
′aβ, ε, ε >²< p0, aβ, γ′, ω′ > .

Òúé êàòî α ∈ Σ∗, òî è a ∈ Σ è ñëåäîâàòåëíî ∆(p0, a) = p0, êîåòî
ïîêàçâà, ÷å:

< p0, aβ, γ′, ω′ >`< p0, β, γ, ω > .

Ñ òîâà ïúðâîòî òâúðäåíèå å äîêàçàíî.

2. Íåêà å â ñèëà, ÷å:

< p0, αβ, ε, ε >²< p1, β, γ, ω > .

Ùå ïîêàæåì, ÷å α = ωγ = ωzω, êúäåòî ω ∈ Σ∗, z ∈ Σ∗$. Äî-
êàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà êîíôèãó-
ðàöèèòå îò èçâîäà îò âèäà κ =< p1, x, y, z >. Äà çàáåëåæèì,
÷å ñúùåñòâóâàò äâà íà÷èíà äà äîñòèãíåì äî òàêàâà êîíôèãó-
ðàöèÿ. Ïúðâèÿò å êîãàòî ïðåäõîäíàòà êîíôèãóðàöèÿ èìà âèäà
< p0, x

′, y′, z′ >, à âòîðàòà å êîãàòî ïðåäõîäíàòà êîíôèãóðàöèÿ
èìà âèäà < qa, x

′, y′, z′ > çà íÿêîå a ∈ Σ.
Íåêà áðîÿò íà êîíôèãóðàöèèòå < p1, x, y, z > â ðàçãëåæäàíèÿ
èçâîä å 1. Òîãàâà âñè÷êè ïðåäõîäíè êîíôèãóðàöèè â èçâîäà ñà
îò âèäà < p0, x

′, y′, z′ >. Ñëåäîâàòåëíî àêî α = α′a, òî:

< p0, α
′aβ, ε, ε >²< p0, aβ, γ′, ω′ >`< p1, β, γ, ω > .
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Îò òâúðäåíèå 1 èìàìå, ÷å γ′ = α′ è ω′ = ε. Ñåãà òúé êàòî
∆(p0, a) = p1 îò äåôèíèöèÿòà íà ∆ ñëåäâà, ÷å a = $. Îñâåí òîâà
îò äåôèíèöèÿòà íà λ ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å:

γ = γ′ ◦ λ(p0, $) = γ′$ = α.

Òâúðäåíèåòî ñåãà ñëåäâà îò ñúîáðàæåíèåòî, ÷å α = εαε è α′$ ∈
Σ∗$.
Íåêà ñåãà â èçâîäà:

< p0, αβ, ε, ε >²< p1, β, γ, ω > .

èìà n + 1 êîíôèãóðàöèè îò âèäà < p1, x, y, z >, êúäåòî n ≥ 1.
Íåêà < p, x′β, y′, z′ > å êîíôèãóðàöèÿòà ïðåäè < p1, β, γ, ω >,
òîåñò:

< p0, αβ, ε, ε >²< p, x′β, y′, z′ >`< p1, β, γ, ω > .

Ñåãà p = p0 èëè p = qa çà íÿêîå a ∈ Σ. Òúé êàòî îáà÷å ïðå-
äè < p, x′β, y′, z′ > ñúùåñòâóâà ïîíå îùå åäíà êîíôèãóðàöèÿ
< p1, x0β, y0, z0 >, òî (αβ)(x′)−1 6∈ Σ∗ è ñëåäîâàòåëíî p 6= p0.
Íåêà p = qa. Òîãàâà åäèíñòâåíèÿò ïðåõîä, êîéòî âîäè äî <
qa, x

′β, y′, z′ > e < p1, ax′β, y′′, z′′ >. Ñëåäîâàòåëíî äàäåíèÿò èç-
âîä èìà âèäà:

< p0, αβ, ε, ε >²< p1, ax′β, y′′, z′′ >`
< qa, x

′β, y′, z′ >`< p1, β, γ, ω >

Ñåãà èçâîäúò:

< p0, αβ, ε, ε >²< p1, ax′β, y′′, z′′ >

ñúäúðæà ïî-ìàëêî êîíôèãóðàöèè ñúñ ñúñòîÿíèåòî p1 è çà íå-
ãî ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå. Òîãàâà
òúé êàòî:

< qa, x
′β, y′, z′ >`< p1, β, γ, ω >
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è qa å ñúñòîÿíèå íà îïàøêàòà, òî x′ = ε. Íåêà α = α′ ◦ a. Òîãàâà
îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷àâàìå, ÷å:

α′ = z′′y′′ = z′′uz′′

êàòî u ∈ Σ∗$, à z′′ ∈ Σ∗. Ñåãà ëåñíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

y′ = y′′ ◦ λ(p1, a) = y′ ◦ a è
z′ = z′′

Òúé êàòî èìàìå ïðåõîä îò < qa, β, y′, z′ >`< p1, β, γ, ω >, òî
ïúðâàòà áóêâà íà y′ å a è ñëåäîâàòåëíî:

γ = a−1y′ è
ω = z′a.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ωγ = z′a(a−1y′′a) = z′′y′′a = α′a = α è
z′′uz′′a = ω(a−1u)ω.

Òúé êàòî a ∈ Σ, òî a−1u ∈ Σ∗$, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çà-
âúðøåíî.
Íåêà ñåãà α = ωuω, êúäåòî ω ∈ Σ∗, u ∈ Σ∗$. Ùå ïîêàæåì, ÷å:

< p0, αβ, ε, ε >²< p1, β, uω, ω >

ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà ω. Ïðè ω = ε èìàìå, ÷å v = u$−1 ∈
Σ∗ è îò ïúðâîòî òâúðäåíèå ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p0, v$β, ε, ε >²< p0, $β, v, ε > .

Òîãàâà, òúé êàòî:

∆(p0, $) = p1

λ(p0, $) = $,
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ïîëó÷àâàìå è èçâîäà:

< p0, v$β, ε, ε >²< p0, $β, v, ε >`< p1, β, v$, ε >

Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêà äóìà ω′ ñ äúëæèíà íåíàä-
ìèíàâàùà n. Íåêà ω = ω′a è íåêà α = ωuω. Íåêà α′ = ω′(au)ω′.
Òîãàâà α = α′a. Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà ω′ ïîëó-
÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p0, α
′aβ, ε, ε >²< p1, aβ, auω′, ω′ > .

Ñåãà îò p1 òðÿáâà äà íàïðàâèì ïðåõîä ñ áóêâà a è ñëåäîâàòåëíî,
òúé êàòî a ∈ Σ ïîëó÷àâàìå:

< p1, aβ, auω′, ω′ >`< qa, β, au, ω′a > .

Íàêðàÿ ïðèëàãàìå è äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä îò qa. Òúé êàòî au
çàïî÷âà ñ a, òî ïðåõîäúò å äåôèíèðàí è:

< qa, β, auω′, ω′ >`< p1, uω′a, ω′a >,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å:

< p1, aβ, auω′, ω′ >²< p1, β, uω, ω >,

îòêúäåòî ñëåäâà è òâúðäåíèåòî.

Ñåãà ëåñíî ìîæåì äà ïîêàæåì, ÷å:

fTir
= ir.

Íåêà ïúðâî !fTir
(t). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò pi ∈ {p0, p1}, γ è ω, çà êîèòî:

< p0, t, ε, ε >²< pi, ε, γ, ω >

è å äåôèíèðàíà φ(pi). Ñëåäîâàòåëíî pi = p1 è φ(p1) = q$. Òîãàâà îò
âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå 2 çàêëþ÷àâàìå, ÷å t = ωγ è γ = uω çà
íÿêîå u ∈ Σ∗$. Ñåãà îáà÷å çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< q$, ε, γ, ω >²< q, ε, ε, ω′ > .
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Â ÷àñòíîñò èìà ïðåõîä îò ñúñòîÿíèåòî q$, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å u ∈
$(Σ∪$)∗, êîåòî çàåäíî ñ u ∈ Σ∗$ âëå÷å, ÷å u = $. Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà
íà d è out âúðõó q$ è f ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

q = f è ω′ = ω$ω.

Íàêðàÿ ψ(f) = ε è ñëåäîâàòåëíî fTir
(t) = ω$ω = ωuω = t = ir(t).

Îáðàòíî íåêà t = ω$ω òîãàâà îò âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå 2 çà
β = ε ïîëó÷àâàìå, ÷å å äåôèíèðàí èçâîäúò:

< p0, t, ε, ε >²< p1, ε, $ω, ω >

Ñåãà φ(p1) = q$. È îòíîâî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

< q$, ε, $ω, ω >`< f, ε, ω, ω$ > .

Íàêðàÿ òúé êàòî çà âñÿêî a ∈ Σ å â ñèëà, ÷å:

d(f, a, j) = f

out(f, a, j) = a

çà j = 0, 1, òî î÷åâèäíî èìàìå è èçâîäà:

< f, ε, ω, ω$ >²< f, ε, ε, ω$ω > .

Òúé êàòî ψ(f) = ε å äåôèíèðàíà, òî t ñå ïðèåìà îò Tir è fTir
(t) = t.

Ñëåäñòâèå 2 Ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ðàöèîíàëíà, íî ñå
ðàçïîçíàâà îò FIFO-òðàíñäþñåð.

Äîêàçàòåëñòâî: Êàêòî âèäÿõìå Tir ðàçïîçíàâà ir. Îò äðóãà ñòðàíà
Dom(ir) = {ω$ω |ω ∈ Σ∗}, êîåòî íå å ðåãóëÿðåí åçèê è òúé êàòî
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà âñÿêà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ å ðåãóëÿðåí
åçèê, òî ir íå å ðàöèîíàëíà.

Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì êîíñòðóêöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóí-
êöèÿòà ins0,1 : {a, b} → {a, b, 0, 1}, êîÿòî äåôèíèðàõìå êàòî:

ins0,1

(∏k
i=0(a

mibni)
)

=
∏k

i=0(cia
mibni)0,
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çà âñåêè mi, ni, çà êîèòî mi > 0 çà i > 0 è bi > 0 çà i < k, à áóêâèòå
ci ∈ {0, 1} óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî:

Ïúðâî ùå ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà ôóíê-
öèÿòà:

pref0,1

(
k∏

i=0

(amibni)

)
=

k∏
i=0

(cia
mibni)ck+1,

ïðè ñúùèòå óñëîâèÿ êàêòî çà ôóíêöèÿòà ins0,1, íî ci ñå äåôèíèðàò
êàòî:

ci ≡
i−1∑
j=0

nj( mod 2).

Àêî ïîñòðîèì òàêúâ ïðåîáðàçóâàòåë ùå ìîæåì äà ïîñòðîèì è
FIFO-òðàíñäþñåð çà ins0,1. Â îñíîâíèòå ñúñòîÿíèÿ ùå áðîèì ÷åòíîñò-
òà íà a-òàòà â öÿëàòà äóìà, äîêàòî ìåæäóâðåìåííî ÿ çàïèñâàìå â
îïàøêàòà. Ñëåä êàòî ïðî÷åòåì äóìàòà, â çàâèñèìîñò îò òàçè ÷åòíîñò
ùå ïðåäïî÷åòåì ïðåîáðàçóâàòåëÿ çà pref0,1 èëè pref1,0 - äâîéíñòâå-
íèÿ íà pref0,1, êîéòî íà ìÿñòîòî íà 0 ïèøå 1 è îáðàòíî. Êëþ÷îâèÿò
ìîìåíò å â òîâà, ÷å:

k∑
j=i

mj =
k∑

j=0

mj −
i−1∑
j=0

mj.

È òàêà ïðåìèíàâàìå êúì êîíñòðóêöèÿòà íà ïîäïîñëåäîâàòåëåí
ïðåîáðàçóâàòåë, âæ. ôèã. 2:

Tpref =< {a, b} × {a, b, 0, 1}∗, Q0, q0, δ0, λ0, φ0 >,

êîéòî ùå ðàçïîçíàâà pref0,1. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà
îò äóìè, êîèòî çàâúðøâàò íà a:

EA0 = {αak |α ∈ {a, b}∗b ∪ {ε}, α ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé a è k > 0, k ≡ 0( mod 2)}
EA1 = {αak |α ∈ {a, b}∗b ∪ {ε}, α ñúäúðæà ÷åòåí áðîé a è k ≡ 1( mod 2)}

OA0 = {αak |α ∈ {a, b}∗b ∪ {ε}, α ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé a è k > 0, k ≡ 0( mod 2)}
OA1 = {αak |α ∈ {a, b}∗b ∪ {ε}, α ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé a è k ≡ 1( mod 2)}
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q0

B0
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b : b

a : 0a
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b : 0b

b : b

a : a

a : a

a : ab : b

b : b

a : 0a

b : b

a : a

b : b

Ôèãóðà 2: Ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáïàçóâàòåë çà pref0,1

ßñíî å ÷å ìíîæåñòâàòà EA0, EA1, OA0 è OA1 äåôèíèðàò ðàçáèâàíå
íà ìíîæåñòâîòî îò äóìè {a, b}∗a. Äåôèíèðàìå è ìíîæåñòâàòà:

B0 = {α ∈ {a, b}∗b |α ñúäúðæà ÷åòåí áðîé a} è
B1 = {α ∈ {a, b}∗b |α ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé a}

ßñíî å, ÷å B0 è B1 äåôèíèðàò ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò äóìè
{a, b}∗b. Ïî òîçè íà÷èí EA0, EA1, OA0, OA1, B0, B1 è {ε} äåôèíèðàò
åäíî ðàçáèâàíå íà âñè÷êè äóìè îò {a, b}∗. Íåùî ïîâå÷å ëåñíî ñå âèæ-
äà, ÷å âñúùíîñò òå îïðåäåëÿò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà åäíà
äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Èìåííî, äèðåêòíî ñå
ïðîâåðÿâà, ÷å:

1. Çà âñÿêà äóìà α ∈ EA0, α ◦ a ∈ EA1 è α ◦ b ∈ B0,

2. Çà âñÿêà äóìà α ∈ EA1, α ◦ a ∈ EA0 è α ◦ b ∈ B1,

3. Çà âñÿêà äóìà α ∈ OA0, α ◦ a ∈ OA1 è α ◦ b ∈ B1,

4. Çà âñÿêà äóìà α ∈ OA1, α ◦ a ∈ OA0 è α ◦ b ∈ B0,

5. Çà âñÿêà äóìà α ∈ B0, α ◦ a ∈ EA1 è α ◦ b ∈ B0,

27



6. Çà âñÿêà äóìà α ∈ B1, α ◦ a ∈ OA1 è α ◦ b ∈ B1,

Íåêà Q0 = {EA0, EA1, OA0, OA1, B0, B1, q0}. Â ñúîòâåòñòâèå ñ ãîðíè-
òå íàáëþäåíèÿ äåôèíèðàìå δ0 êàòî:

δ0(q0, a) = EA1, δ0(q0, b) = B0

δ0(EA0, a) = EA1, δ0(EA0, b) = B0

δ0(EA1, a) = EA0, δ0(EA1, b) = B1

δ0(OA0, a) = OA1, δ0(OA0, b) = B1

δ0(OA1, a) = OA0, δ0(OA1, b) = B0

δ0(B0, a) = EA1, δ0(B0, b) = B0

δ0(B1, a) = OA1, δ0(B1, b) = B1

Ïðè òàçè äåôèíèöèÿ ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

δ∗0(q0, α) = S ∈ Q0,

çà α ∈ {a, b}+, òî÷íî êîãàòî α ∈ S. Ñåãà äåôèíèðàìå è ôóíêöèÿòà íà
ïðåõîäèòå:

λ0(q0, a) = 0a, λ0(q0, b) = 0b

λ0(EA0, a) = a, λ0(EA0, b) = b

λ0(EA1, a) = a, λ0(EA1, b) = b

λ0(OA0, a) = a, λ0(OA0, b) = b

λ0(OA1, a) = a, λ0(OA1, b) = b

λ0(B0, a) = 0a, λ0(B0, b) = b

λ0(B1, a) = 1a, λ0(B1, b) = b

Íàêðàÿ ïîëàãàìå:

φ0(EA0) = φ0(OA1) = φ0(B0) = 0

φ0(EA1) = φ0(OA0) = φ0(B1) = 1.
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Òâúðäåíèå 3 Íåêà S ∈ Q0\{q0}. Íåêà α ∈ Σ+. Òîãàâà:

1.
α ∈ S ⇔ δ∗0(q0, α) = S.

2. Àêî α ∈ S, òî

pref0,1(α) = λ∗0(q0, α)φ0(S).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðåäâèä çàáåëåæêàòà ïî ãîðå, òðÿáâà äà äîêà-
æåì ñàìî âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî. Òîâà ïðàâèì ñ èíäóêöèÿ ïî
äúëæèíàòà íà α. Ïðè α = a èëè α = b òâúðäåíèåòî ñå ïðîâåðÿâà íå-
ïîñðåäñòâåíî. Òúé êàòî èçõîäúò çàâèñè ñàìî îò ïðåäõîäíèòå ñèìâîëè,
òî ïðè èíäóêöèîííàòà ñòúïêà åäèíñòâåíèòå íåòðèâèàëíè ñëó÷àè ñà
ïðåõîäèòå îò δ0(B0, a) è δ0(B1, a), çàùîòî ñàìî ïðè òÿõ çàïî÷âàìå íîâ
áëîê îò áóêâè a, ïðåä êîèòî òðÿáâà äà çàïèøåì ñúîòâåòíîòî c. Íî àêî
α ∈ B0, òî áðîÿò íà áóêâèòå a â α å ÷åòåí è ñúîòâåòíî λ(B0, a) = 0a,
à â äðóãèÿ ñëó÷àé λ(B1, a) = 1a. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ëåñíî ñå ñúîáðàçÿ-
âà, ÷å ôóíêöèÿòà φ0 îáåêòèâíî îòðàçÿâà ÷åòíîñòòà íà áóêâèòå a âúâ
âñÿêà äóìà α ∈ S.

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.
Ñåãà ëåñíî ìîæå äà ñå ïîñðîè FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà

ins0,1. Èäåÿòà å, ÷å â îñíîâíèòå ñúñòîÿíèÿ òðÿáâà äà ïðåáðîèì ÷åò-
íîñòòà íà îáùèÿ áðîé áóêâè a, à ñëåä êàòî ïðî÷åòåì äóìàòà â çàâèñè-
ìîñò îò òàçè ÷åòíîñò äà èçáåðåì ïðåîáðàçóâàòåëÿ pref0,1 èëè pref1,0,
êîéòî âìåñòî 1 ïèøå 0 è îáðàòíî. Òàêà ìîæåì ùå ïîëó÷èì FIFO-
òðàíñäþñåðåð, ïîêàçàí íà ôèã. 3:

Tins =< {a, b} × {a, b, 0, 1}∗, {a, b}, {p0, p1}, Q0
0 ∪Q1

0, p0, ∆, d, λ, out, φ, ψ >,

êúäåòî:

1. Q0
0 = {q0

0, EA0
0, EA0

1, OA0
0, OA0

1, B
0
0 , B

0
1 , }.

2. Q1
0 = {q1

0, EA1
0, EA1

1, OA1
0, OA1

1, B
1
0 , B

1
1 , }.
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b ↓ bb ↓ b

a ↓ a

a ↓ a

p0 p1

φ φ

q0

0

B0

0

B0

1

EA0

0

EA0

1

OA0

0

OA0

1

a : 0a

a : 1a

b : 0b

b : b

a : a

a : a

a : a

b : b

b : b

a : 0a

b : b

a : a

b : b

q1

0

B1

0

B1

1

EA1

0

EA1

1

OA1

1

b : b

a : 1a

a : 0a

b : 1b

b : b

a : aa : a

a : a

b : b

b : b

a : 1a

b : b

a : a

b : b

OA1

0

Ôèãóðà 3: FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà ins0,1
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3. ∆ : {p0, p1} × {a, b} → {p0, p1} ∪Q0
0 ∪Q1

0 ñå äåôèíèðà êàòî:

∆(p0, a) = p1

∆(p0, b) = p0

∆(p1, a) = p0

∆(p1, b) = p1.

4. λ : {p0, p1} × {a, b} → {a, b}, ñå çàäàâà êàòî:

λ(pi, a) = a çà i = 0, 1

λ(pi, b) = b çà i = 0, 1.

5. d : Q0
0 ∪Q1

0×{a, b}× {0, 1} → {p0, p1} ∪Q0
0 ∪Q1

0 å îïðåäåëåíà îò
ðàâåíñòâàòà:

d(Sj, x, 0) = d(Sj, x, 1) = T j, çà âñåêè j ∈ {0, 1}, x ∈ {a, b}, êúäåòî T = δ0(S, x).

6. out : Q0
0 ∪Q1

0×{a, b}× {0, 1} → {a, b, 0, 1}∗ ñå çàäàâà ïî ïîäîáåí
íà÷åí, èìåííî:

out(Sj, x, 0) =

{
λ0(S, x) ïðè j = 0

λ0(S, x), êúäåòî âñÿêà 0 å çàìåíåíà ñ 1 è îáðàòíî ïðè j = 1.

7. φ : {p0, p1} → Q0
0 ∪Q1

0 å îïðåäåëåíà êàòî:

φ(p0) = q0
0

φ(p1) = q1
0.

8. ψ : Q0 ∪Q1 → {a, b, 0, 1}∗ ñå äåôèíèðà êàòî:

ψ(S0) = φ0(S) çà âñÿêî S ∈ Q0

ψ(S1) = φ0(S), â êîÿòî âñÿêà 0 å çàìåíåíà ñ 1 è îáðàòíî.
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a ↓ a, b ↓ b

0 ↓ 0

1 ↓ 1

0 : ε

1 : ε

a : a, b : b

a : a, b : b

φp0

q0

q1

f

Ôèãóðà 4: FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà rep0,1

Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåð Trep è çà rep0,1,
âèæ ôèãóðà 4:

Trep =< {a, b, 0, 1}×{a,A, b}, {a, b, 0, 1}∗, {p0}, {q0, q1, f}, p0, ∆, d, λ, out, φ, ψ >,

êúäåòî:

1. ∆ : {p0} × {a, b, 0, 1} → {p0} ∪ {q0, q1} ñå äåôèíèðà êàòî:

∆(p0, a) = ∆(p0, b) = p0

∆(p0, 0) = q0

∆(p0, 1) = q1.

2. λ : {p0} × {a, b, 0, 1} → {a, b, 0, 1}∗ ñå îïðåäåëÿ êàòî:

λ(p0, x) = x çà âñÿêî x = a, b, 0, 1.

3. d : {q0, q1, f} × {a, b, 0, 1} → {p0} ∪ {q0, q1, f} å äåôèíèðàíà ñàìî
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çà q0 è q1 è:

d(q0, x, j) =





q0 àêî x ∈ {a, b}, j ∈ {0, 1}
p0 àêî x = 0, j ∈ {0, 1}
¬! èíà÷å.

d(q0, x, j) =





q1 àêî x ∈ {a, b}, j ∈ {0, 1}
p0 àêî x = 1, j ∈ {0, 1}
¬! èíà÷å.

4. out : {q0, q1, f} × {a, b, 0, 1} × {0, 1} → {a, A, b}∗ ñå äåôèíèðà îò
ðàâåíñòâàòà:

out(q0, x, j) =





x àêî x ∈ {a, b}, j = 0, 1

ε àêî x = 0, j = 0, 1

¬! èíà÷å.

out(q1, x, j) =





A àêî x = a, j = 0, 1

b àêî x = b, j = 0, 1

ε àêî x = 1, j = 0, 1

¬! èíà÷å.

5. φ(p0) = f .

6. ψ : {q0, q1, f} → {a,A, b}∗ å äåôèíèðàíà ñàìî â ñúñòîÿíèåòî f è:

ψ(f) = ε.

Ôîðìàëíîòî äîêàçàòåëñòâî, ÷å Tins è Trep ðàçïîçíàâàò ñúîòâåòíî
ins0,1 è rep0,1 ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî ïî íà÷èí, ïîäîáåí íà òîçè,
ïî êîéòî äîêàçàõìå êîðåêòíîñòòà íà FIFO-òðàíñäþñåðà Tir. Çàòîâà
íèå íÿìà äà èçëàãàìå òåçè äîêàçàòåëñòâà, à ôàêòúò, ÷å ins0,1 è rep0,1

ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò ñ FIFO-òðàíñäþñåð ùå îòëîæèì çà ÷àñò 4,
êúäåòî ùå ðàçãëåäàìå êëàñ îò ôóíêöèè, çà êîèòî òàêúâ òðàíñäþñåð
ìîæå äà ñå ïîñòðîè è ëåñíî ùå ïðîâåðèì, ÷å ôóíêöèèòå ins0,1 è rep0,1

ïîïàäàò â òîçè êëàñ.
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2.3 Êàíîíè÷åí FIFO-òðàíñäþñåð. Åêâèâàëåíòíîñò
Â òàçè ÷àñò ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà îãðàíè÷èì çàïèñèòå, êîèòî
ïðàâèì â îïàøêàòà äî åäíîáóêâåíè äóìè, çà âñÿêî ñúñòîÿíèå è âñåêè
âõîäåí ñèìâîë. Çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà:

Äåôèíèöèÿ 7 FIFO-òðàíñäþñåð, T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P, Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >,
çà êîéòî Γ = P × Σ, à λ(p, σ) = (p, σ) çà âñÿêà äâîéêà (p, σ) ∈ P × Σ
ùå íàðè÷àìå êàíîíè÷åí. Êîãàòî ñå ïîäðàçáèðà, ÷å ñòàâà âúïðîñ çà
êàíîíè÷íè FIFO-òðàíñäþñåðè ùå èçïóñêàìå, Γ è λ ñèãíàòóðàòà íà
T , òîåñò ùå ïèøåì T =< Σ× Ω∗, P, Q, i, ∆, d, out, φ, ψ >.

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Çà âñåêè FIFO-òðàíñäþñåð T =< Σ×Ω∗, Γ∗, P, Q, i, ∆, d, λ, out, φ, ψ >,
ñúùåñòâóâà êàíîíè÷åí FIFO-òðàíñäþñåð T̃ =< Σ×Ω∗, P̃ , Q̃, ĩ, ∆̃, d̃, õut, φ̃, ψ̃ >,
êîéòî å åêâèâàëåíòåíå íà T , òîåñò L(T ) = L(T̃ ).

Èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî å äà ñèìóëèðàìå èçïúëíåíèåòî, òîåñò
èçâîäèòå, íà T . Çà öåëòà âèíàãè, êîãàòî ÷åòåì ñèìâîë (p, a) ∈ P × Σ

îò îïàøêàòà íà T̃ íèå ùå ñå îïèòâàìå äà èìèòèðàìå ïîâåäåíèåòî íà T
âúðõó ïðî÷åòåíà äóìà λ(p, a). Òîâà îáà÷å íÿìà äà íè ñå îäàâà âèíàãè.

Òúé êàòî T̃ çàäúëæèòåëíî òðÿáâà äà ïèøå â îïàøêàòà ñè òî÷íî ïî
åäèí ñèìâîë íà âñåêè ïðî÷åòåí ñèìâîë, òîâà ùå ïðåäèçâèêà ðàçìèíà-
âàíå åæäó T̃ è T - îò âðåìå íà âðåìå T̃ ùå òðÿáâà äà èç÷àêâà, çàùîòî
òîé íå å çàïèñâàë íèùî, à îò âðåìå íà âðåìå, ùå òðÿáâà äà ãî íàñòèãà,
êàòî îáðàáîòâà ïî-ãîëåìè ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò áóêâè íàâåäíúæ.

Çà äà ñå ñïðàâèì ñ òîçè ïðîáëåì, â ñúñòîÿíèÿòà íà òðàíñäþñåðà,
êîéòî ùå ñòðîèì ùå ïàçèì äîïúëíèòåëíî è èíôîðìàöèÿ, çà íåîáðà-
áîòåíàòà ÷àñò îò íà÷àëîòî íà îïàøêàòà íà T , êîÿòî îáà÷å T̃ å ïðî÷åë
íàâåäíúæ, íî T å îáðàáîòèë ðåàëíî ñàìî ÷àñò îò íåÿ. Îò äðóãà ñòðà-
íà ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å â îïðåäåëåí ìîìåíò T å îáðàáîòèë ÷àñò îò
íà÷àëîòî íà îïàøêàòà ñè è å èçâåë íåùî íà èçõîäíàòà ëåíòà. Òúé
êàòî îáà÷å öÿëàòà òàçè èíôîðìàöèÿ ùå ñå ñúäúðæà ñàìî â åäíî ñúñ-
òîÿíèå íà p̃ ∈ P̃ , òî ùå ñèìóëèðà ïðåõîäèòå â T è ùå ïðåìèíå â äðóãî
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ñúñòîÿíèå p̃′ ∈ P̃ áåç äà èìà âúçìîæíîñò äà èçâúðøè çàïèñ âúðõó èç-
õîäíàòà ëåíòà. Òîçè èçõîä ñúùî òðÿáâà äà áúäå çàïàçåí è òîâà ìîæå
äà ñòàíå ñàìî ïîñðåäñòâîì íîâî ñúñòîÿíèå íà P̃ .

Ïðîáëåì ïðåäèçâèêâàò è ñúñòîÿíèÿòà Q̃ - çà äà íàïðàâèì ïðå-
õîä îò òÿõ íèå òðÿáâà äà çíàåì äàëè ðàáîòèì ñ ïîñëåäíèÿ ñèìâîë
â îïàøêàòà (íî íå òàçè â T̃ , à òàçè â T ) èëè íå. Îïàñíîñòòà òóê
å, ÷å å âúçìîæíî îðèãèíàëíèÿò òðàíñäþñåð äà íå å çàïèñàë íèùî,
äîêàòî êàíîíè÷íèÿò å áèë ïðèíóäåí äà ïîñòàâÿ çàïèñè (p, a), çà êî-
èòî λ(p, a) = ε. Ðåøåíèåòî òóê å îòíîâî äà èç÷àêàìå - äà çàïàçèì
ïîñëåäíàòà áóêâà îò äóìàòà, êîÿòî ÷åòåì, ñèìóëèðàéêè îðèãèíàëíèÿ
àâòîìàò, äîêàòî íå ñå óáåäèì, ÷å ñëåä íåÿ ñëåäâàò îùå çíà÷åùè. Àêî
òîâà íå å òàêà, òî íèå ùå ïðî÷åòåì âñè÷êè ñèìâîëè îò îïàøêàòà íà T̃
- òå ùå áúäàò ε è òîãàâà ùå çíàåì, îòíîâî äåòåðìèíèðàíî, ÷å òðÿáâà
äà ñèìóëèðàìå ðàáîòàòà íà T ñ ïîñëåäíèÿ ñèìâîë â îïàøêàòà, êîéòî
íèå ïðåäâèäëèâî ñìå çàïàçèëè.

Âúçíèêâà åñòåñòâåíèÿò âúïðîñ äàëè ùå óñïååì äà îðãàíèçèðàìå
ñúõðàíåíèåòî íà òîëêîâà ìíîãî èíôîðìàöèÿ ñàìî ñ êðàåí áðîé ñúñ-
òîÿíèÿ. Îêàçâà ñå, ÷å òîâà å âúçìîæíî, áëàãîäàðåíèå íà ôàêòà, ÷å
íàñòàâêèòå íà äóìèòå îò λ(p, a), êîèòî T ìîæå äà çàïèøå â îïàøêàòà
ñà êðàåí áðîé. Âñúùíîñò òå, çàåäíî ñ âñåâúçìîæíèòå èçõîäè ïî ïðåä-
ñòàâêèòå íà òåçè äóìè, å îíàçè äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ, êîÿòî ùå
îñèãóðè æåëàíàòà îò íàñ ñèìóëàöèÿ.

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì ôîðìàëíîòî èçëàãàíå íà êîíñòðóêöèÿòà.
Çàïî÷âàìå ñ äåôèíèöèÿòà íà òðè ôóíêöèè, ÷èÿòî öåë å äà îïèøàò
âúçìîæíî íàé-ïúëíî ïîâåäåíèåòî íà T íà áàçàòà íà ÷àñò îò íà÷àëîòî
íà îïàøêàòà íà T è ñúñòîÿíèå q ∈ Q.

Äåôèíèöèÿ 8 walk : Q × Γ∗ → P ∪ Q, rest : Q × Γ∗ → Γ∗ è print :
Q × Γ∗ → Ω∗ ñå äåôèíèðàò çà âñÿêî q ∈ Q è âñÿêà äóìà γ ∈ Γ∗,
èíäóêòèâíî ïî äúëæèíàòà íà γ.

1. |γ| ≤ 1, òîãàâà walk(q, γ) = q, rest(q, γ) = γ è print(q, γ) = ε.

2. γ = bγ′, |γ′| ≥ 1.

35



(à) àêî d(q, b, 1) ∈ P , òî

walk(q, γ) = d(q, b, 1),

rest(q, γ) = γ′,

print(q, γ) = out(q, b, 1).

(á) àêî d(q, b, 1) ∈ Q, òî

walk(q, γ) = walk(d(q, b, 1), γ′),

rest(q, γ) = rest(d(q, b, 1), γ′),

print(q, γ) = out(q, b, 1) ◦ print(d(q, b, 1), γ′).

(â) àêî d(q, b, 1) íå å äåôèíèðàíà, òî è ôóíêöèèòå walk, rest
è print ñà íåäåôèíèðàíè çà q è γ.

Çàáåëåæêà 3 Îò äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà íà rest äèðåêòíî
ñëåäâà, ÷å rest(q, γ) å íàñòàâêà íà γ çà âñåêè q è γ, çà êîèòî å äåôè-
íèðàíà. Îñâåí òîâà àêî |γ| > 1, òî |rest(q, γ)| < |γ|.

Ñëåäâàùàòà ëåìà îòðàçÿâà íàøàòà èíòóèöèÿ çà òåçè ôóíêöèè:

Ëåìà 1 Íåêà q ∈ Q, γ1 ∈ Γ∗, γ2 ∈ Γ∗, α ∈ Σ∗ è ω ∈ Ω∗ ñà ïðîèçâîëíè.
Òîãàâà:

1. (q, α, γ1γ2, ω) ² (walk(q, γ1), α, rest(q, γ1) ◦ γ2, ω ◦ print(q, γ1)).

2. Ïðè òîâà àêî |rest(q, γ1)| ≥ 2, òî walk(q, γ1) ∈ P .

3. Àêî ôóíêöèèòå walk(q, γ1), ñúîòâåòíî rest(q, γ1) è print(q, γ1)
íå ñà äåôèíèðàíè, òî íå ñúùåñòâóâà èçâîä ñ íà÷àëî (q, α, γ1γ2, ω)
ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |γ1| − 2. Ïðè òîâà âñåêè òàêúâ èçâîä
èìà âèäà:

(q, α, γ1γ2, ω) ² (q′, α, γ′1γ2, ωω′),

êúäåòî q′ ∈ Q è γ′1 å íàñòàâêà íà γ1.
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Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâî å ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà γ1.
È òðèòå òâúðäåíèÿ ñà î÷åâèäíè ïðè |γ1| ≤ 1. Ïúðâîòî å òàâòîëîãèÿ,
à 2 è 3 ñà ñ ãðåøíà ïðåäïîñòàâêà.

Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèÿòà ñà âåðíè çà ïðîèçâîëíè q ∈ Q è
γ1 ∈ Γ∗, çà êîèòî |γ1| = n. Íåêà q ∈ Q, γ1 ∈ Γ∗, γ2 ∈ Γ∗, α ∈ Σ∗

è ω ∈ Ω∗ ñà ïðîèçâîëíè êàòî |γ1| = n + 1. Òîãàâà γ1 = bγ′1 êàòî
|γ′1| = n ≥ 1. Òîãàâà òúé êàòî q ∈ Q òî åäèíñòâåíèÿò âúçìîæåí
ïðåõîä â T îò êîíôèãóðàöèÿòà (q, α, γ1γ2, ω) å:

(q, α, γ1γ2, ω) ` (d(q, b, 1), α, γ′1 ◦ γ2, ω ◦ out(q, b, 1)).

Îò äåôèíèöèÿ 8 òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå òðè ñëó÷àÿ:
• d(q, b, 1) ∈ P . Òîãàâà walk(q, γ1) = d(q, b, 1), rest(q, γ1) = γ′1 è

print(q, γ1) = out(q, b, 1) è 1 å èçïúëíåíî òðèâèàëíî, 2 è 3 ñúùî
ñà â ñèëà.

• d(q, b, 1) ∈ Q. Òîãàâà walk(q, γ) = walk(d(q, b, 1), γ′), rest(q, γ) =
rest(d(q, b, 1), γ′) è print(q, γ) = out(q, b, 1)print(d(q, b, 1), γ′). Òî-
ãàâà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà d(q, b, 1) è γ′1 èìàìå,
÷å

(d(q, b, 1), α, γ′1γ2, ω ◦ out(q, b, 1)) ²
(walk(d(q, b, 1), γ′1), α, rest(d(q, b, 1), γ′1) ◦ γ2, ω ◦ out(q, b, 1) ◦ print(d(q, b, 1), γ′1)),

è ñëåäîâàòåëíî:

(q, α, γ1γ2, ω) ² (walk(q, γ1), α, rest(q, γ1) ◦ γ2, ω ◦ print(q, γ1).

Îñâåí òîâà àêî |rest(q, γ1)| = |rest(d(q, b, 1), γ′1)| ≥ 2, òî îò èí-
äóêöèîííîòî ïðåäïîëåæåíèå ïîëó÷àâàìå, ÷å walk(d(q, b, 1), γ′1) ∈
P , îòêúäåòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å è walk(q, γ1) ∈ P .
Íàêðàÿ, àêî walk(q, γ1) íå å äåôèíèðàíà, òî è walk(d(q, b, 1), γ′1)
íå å äåôèíèðàíà è îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà ñëåäâà, ÷å íÿìà
èçâîä îò (d(q, b, 1), α, γ′1γ2, ω◦out(q, b, 1)) ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò
|γ′1|−2. Òîãàâà è îò (q, α, γ1γ2, ω) = (q, α, bγ′1γ2, ω) íå ñúùåñòâóâà
èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò 1 + |γ′1| − 2 = |γ1| − 2.
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• d(q, b, 1) íå å äåôèíèðàíà. Òîãàâà òðÿáâà äà ïðîâåðèì ñàìî òðå-
òîòî óñëîâèå è òî å íàëèöå, çàùîòî |γ1| ≥ 2.

Ñ òîâà òâúðäåíèÿòà íà ëåìàòà ñëåäâàò îò ïðèíöèïà çà ìàòåìàòè÷åñêà
èíäóêöèÿ.

Ñåãà ìîæåì äà ïðèñòúïèì êúì êîíñòðóêöèÿòà íà T̃ . Êàêòî âå÷å
îòáåëÿçàõìå âàæíà ðîëÿ ïðè òàçè êîíñòðóêöèÿ ùå èãðàÿò íàñòàâêèòå
íà äóìèòå λ(p, a) è âúçìîæíèòå èçõîäè ïî ïðåäñòàâêèòå íà òåçè äóìè.
Çàòîâà íåêà ïîëîæèì:

Suf(λ) = {γ ∈ Γ∗ | ∃p ∈ P, σ ∈ Σ, β ∈ Γ∗, çà êîèòî
λ(p, σ) = β ◦ γ} è

Pref(out) = {print(q, γ) | q ∈ Q, γ ∈ Suf(λ)}.

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ äåôèíèðàìå êîìïîíåíòèòå íà T̃ =< Σ ×
Ω∗, P̃ , Q̃, ĩ, ∆̃, d̃, õut, φ̃, ψ̃ >.

1. P̃ = P × Suf(λ)× Pref(out).

2. Q̃ = Q× (Γ ∪ {ε})× Pref(out).

3. ĩ =< i, ε, ε >.

4. ∆̃ : P̃ × Σ → P̃ ∪ Q̃, êîÿòî äåôèíèðàìå òàêà:

∆̃(< p, γ, ω >, σ) =





< ∆(p, σ), γ, ω > àêî ∆(p, σ) ∈ P

< walk(q, γ), rest(q, γ), ω ◦ print(q, γ) >,

êúäåòî q = ∆(p, σ) ∈ Q.

¬! èíà÷å.
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5. d̃ : Q̃× (P̃ × Σ)× {0, 1} → P̃ ∪ Q̃ äåôèíèðàìå ÷ðåç:

d̃(< q, b, ω >, (< p, β, ω′ >, σ), 1) =< walk(q, bγ), rest(q, bγ), ε > , êúäåòî γ = λ(p, σ).

d̃(< q, b, ω >, (< p, β, ω′ >, σ), 0) =





< walk(q, bγ), rest(q, bγ), ε >,

êúäåòî γ = λ(p, σ) è walk(q, bγ) ∈ P,

< d(walk(q, bγ), rest(q, bγ), 0), ε, ε >,

êúäåòî γ = λ(p, σ) è walk(q, bγ) ∈ Q è
rest(q, bγ) 6= ε

< q, ε, ε >

êúäåòî γ = λ(p, σ) è walk(q, bγ) ∈ Q è
rest(q, bγ) = ε

¬! èíà÷å.

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å d å êîðåêòíî äåôèíèðàíà. Òîâà ñëåäâà
äèðåêòíî îò ëåìà 1 3 çàáåëåæêà 3.
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6. õut : Q̃× (P̃ × Σ)× {0, 1} → Ω∗ äåôèíèðàìå ÷ðåç ðàâåíñòâàòà:

õut(< q, b, ω >, (< p, β, ω′ >, σ), 1) = ω ◦ print(q, bγ), êúäåòî γ = λ(p, σ)

õut(< q, b, ω >, (< p, β, ω′ >, σ), 0) =





ω ◦ print(q, bγ),

êúäåòî γ = λ(p, σ) è walk(q, bγ) ∈ P,

ω ◦ print(q, bγ) ◦ out(walk(q, bγ), rest(q, bγ), 0),

êúäåòî γ = λ(q, σ) è walk(q, bγ) ∈ Q

è rest(q, bγ) 6= ε

ω

êúäåòî γ = λ(q, σ) è walk(q, bγ) ∈ Q è
rest(q, bγ) = ε

¬! èíà÷å.

7. φ̃ : P̃ → Q̃ äåôèíèðàìå ñ ðàâåíñòâîòî:

φ̃(< p, γ, ω >) =< walk(φ(p), γ), rest(φ(p)), ω ◦ print(φ(p), γ) > .

8. ψ̃ : Q̃ → Ω∗ äåôèíèðàìå ñ ðàâåíñòâîòî:

ψ̃(< q, b, ω >) =

{
ω ◦ out(q, b, 0) ◦ ψ(d(q, b, 0)), àêî b ∈ Γ,

ω ◦ ψ(q), àêî b = ε.

Ïðåäè äà ïðèñòúïèì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíîòî òâúðäå-
íèå, îò êîåòî ùå ñëåäâà, ÷å L(T̃ ) = L(T ) ùå íè áúäå íóæíî åäíî
ïîñëåäíî îçíà÷åíèå. Òî ùå ñúîòâåòñòâà íà åñòåñòâåíèÿ õîìîìîðôè-
çúì λ̃∗ : P̃×Σ → Γ∗, ïîðîäåí îò ôóíêöèÿòà λ : P×Σ → Γ∗. Ôîðìàëíî
òîâà ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî òàêà:

Äåôèíèöèÿ 9 λ̃∗ : (P̃ × Σ)∗ → Γ∗ ñå äåôèíèðà èíäóêòèâíî ïî äúë-
æèíàòà íà äóìàòà γ̃.
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1. àêî γ = ε, òî λ̃∗(γ) = ε.

2. àêî γ = (< p, β, ω >, σ) ◦ γ′, òî λ̃∗(γ) = λ(p, σ)λ̃∗(γ′).

Ñåãà ñìå â ñúñòîÿíèå äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíàòà ëåìà â äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òåîðåìà 3:

Ëåìà 2 Íåêà p̃1 = (p1, γ1, ω1) ∈ P̃∪Q̃ è p̃2 = (p2, γ2, ω2) ∈ P̃∪Q̃ ñà äâå
ïðîèçâîëíè ñúñòîÿíèÿ íà T̃ . Íåêà îùå α1, α2 ∈ Σ∗, β1, β2 ∈ (P̃ × Σ)∗

è π1, π2 ∈ Ω∗ ñà ïðîèçâîëíè äóìè. Òîãàâà

1. àêî (p̃1, α1, β1, π1) ² (p̃2, α2, β2, π2), òî (p1, α1, γ1◦λ̃∗(β1), π1◦ω1) ²
(p2, α2, γ2 ◦ λ̃∗(β2), π2 ◦ ω2).

2. àêî p2 ∈ P èëè β̃2 = ε è (p1, α1, γ1 ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1) ² (p2, α2, γ2 ◦
λ̃∗(β2), π2◦ω2), òî ñúùåñòâóâà è èçâîä (p̃1, α1, β1, π1) ² (p̃2, α2, β2, π2)

çà íÿêîè β2 ∈ (P̃ × Σ)∗ è π1, π2 ∈ Ω∗ è íÿêîå p̃2 = (p2, γ2, ω2) ∈
P̃ ∪ Q̃.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà
èçâîäà

(p̃1, α1, β1, π1) ² (p̃2, α2, β2, π2).

(à) Àêî (p̃1, α1, β1, π1) = (p̃2, α2, β2, π2), òî ïîëó÷àâàìå, ÷å p1 =
p2, γ1 = γ2, ω1 = ω2, α1 = α2, β1 = β2 è π1 = π2. Òîâà
ïîêàçâà, ÷å γ1 ◦ λ̃∗(β1) = γ2 ◦ λ̃∗(β2), π1 ◦ ω1 = π2 ◦ ω2 è
ñëåäîâàòåëíî
(p1, α1, γ1 ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1) ² (p2, α2, γ2 ◦ λ̃∗(β2), π2 ◦ ω2).

(á) Íåêà èçâîäúò

(p̃1, α1, β1, π1) ² (p̃2, α2, β2, π2)

ñå ñúñòîè îò ïðåõîäà

(p̃1, α1, β1, π1) ` (p̃, α, β, π)
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è èçâîäà
(p̃, α, β, π) ² (p̃2, α2, β2, π2)

Â çàâèñèìîñò îò òèïà íà ïðåõîäà

(p̃1, α1, β1, π1) ` (p̃, α, β, π)

ùå ðàçãëåäìå òðèòå âúçìîæíè ñëó÷àÿ:
• p̃1 ∈ P̃ . Òîãàâà α1 = σ ◦α. Íåêà p = ∆(p1, σ). Àêî p ∈ P

òî p̃ = ∆̃(p̃1, σ) =< p, γ1, ω1 >. Îò äðóãà ñòðàíà òúé
êàòî p̃1 ∈ P̃ , òî è p1 ∈ P òîãàâà î÷åâèäíî T äîïóñêà
ïðåõîäà:

(p1, α1, γ1 ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1) ² (p, α, γ1 ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1).

Òîãàâà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà
ïðèëîæåíà çà ∆̃(p, σ) è p̃2. Àêî ïúê q = ∆(p1, σ) ∈ Q

òî ∆̃(p̃1, σ) =< walk(q, γ1), rest(q, γ1), ω1◦print(q, γ1) >.
Ñåãà îò ëåìà 1, 1 ñëåäâà, ÷å çà âñåêè α ∈ Σ∗, β ∈ Γ∗ è
π ∈ Ω∗ ñúùåñòâóâà ïðåõîä:

(q, α, γ1β, π) ² (walk(q, γ1), rest(q, γ1) ◦ β, π ◦ print(q, γ).

Ñåãà êàòî ïîëîæèì β = λ̃∗(β1), π = π1 ◦ω1 ïîëó÷àâàìå,
÷å T äîïóñêà èçâîäà:

(q, α, γ1λ̃
∗(β1), π1 ◦ ω1) ²

(walk(q, γ1), rest(q, γ1) ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1 ◦ print(q, γ)).

Ñëåäîâàòåëíî

(p, α1, γ1λ̃
∗(β1), π1 ◦ ω1) `

(q, α, γ1λ̃
∗(β1), π1 ◦ ω1) ²

(walk(q, γ1), rest(q, γ1) ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1 ◦ print(q, γ))
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èëè, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å:

(p, α1, γ1λ̃
∗(β1), π1 ◦ ω1) ²

(walk(q, γ1), rest(q, γ1) ◦ λ̃∗(β1), π1 ◦ ω1 ◦ print(q, γ)).

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííîòà õèïîòåçà,
ïðèëîæåíà çà ∆̃(p̃1, σ) è p̃2.

• Íåêà p̃1 ∈ Q̃ è β1 = (q̃, σ) ◦ β, êúäåòî q̃ =< q, s, t > è
β 6= ε. Òîãàâà α = α1, (p, γ, ε) = p̃ = d̃(p̃1, (q̃, σ), 1) è
π = π1 ◦ω1 ◦ õut(p̃1, (q̃, σ), 1). Òîãàâà îò äåôèíèöèèòå íà
d̃ è õut p = walk(p1, γ1◦λ(q, σ)) è γ = rest(p, γ1◦λ(p, σ)).
Ñåãà, ïðèëàãàéêè îòíîâî ëåìà 1, çà p1 è γ1 ◦ λ(q, σ)
ïîëó÷àâàìå, ÷å T äîïóñêà èçâîäà:

(p1, α, γ1 ◦ λ(q, σ) ◦ λ̃∗(β), π1 ◦ ω1) ²
(p, α, γ ◦ λ̃∗(β), π1 ◦ ω1 ◦ print(p1, γ1 ◦ λ(q, σ))) =

(p, α, γ ◦ λ̃∗(β), π).

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà,
ïðèëîæåíà çà p̃ =< p, γ, ε > è p̃2.

• Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî p̃1 ∈ Q̃ è β1 =
(q̃, σ), êúäåòî q̃ =< q, s, t >. Îò òóê ñëåäâà, ÷å β = ε.
Àêî walk(p1, γ1◦λ(q, σ)) ∈ P , òî ïðèëàãàéêè ðàçñúæäå-
íèÿ, àíàëîãè÷íè íà òåçè îò ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé, ïîëó÷à-
âàìå, ÷å p̃ = (walk(p1, γ1◦λ(q, σ)), rest(p1, γ1◦λ(q, σ)), ε)
è π = π1 ◦ ω1 ◦ print(p1, γ1 ◦ λ(q, σ). Òîãàâà îòíîâî îò
ëåìà 1 ñëåäâà, ÷å

(p1, α1, γ1 ◦ λ(q, σ), π1 ◦ ω1) ²
(p, α1, rest(p1, γ1 ◦ λ(q, σ)), π)

è ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà p̃ =<
p, rest(p1, γ1 ◦ λ(q, σ)), ε > è p2, çàùîòî β = ε.
Ïî-èíòåðåñåí å ñëó÷àÿò, êîãàòî walk(p1, γ1 ◦ λ(q, σ)) ∈
Q. Òîãàâà îò âòîðàòà ÷àñò íà ëåìà 1 ñëåäâà, ÷å |rest(p1, γ1◦
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λ(q, σ)| ≤ 1. Íåêà p′ = walk(p1, γ1◦λ(q, σ) è b = rest(p1, γ1◦
λ(q, σ) ∈ Γ∪ {ε}. Òîãàâà îòíîâî îò ëåìà 1 ïîëó÷àâàìå,
÷å

(p1, α1, γ1 ◦ λ(q, σ), π1 ◦ ω1) ²
(p′, α1, b, π1 ◦ ω1 ◦ print(p1, γ1 ◦ λ(q, σ))).

Ñåãà òúé êàòî d̃(p̃1, (q̃, σ)), 0) å äåôèíèðàíà è p′ ∈ Q,
òî å äåôèíèðàíà è ôóíêöèÿòà d(p′, b, 0), ïðè b 6= ε. Â
òîçè ñëó÷àé ñúùåñòâóâà ïðåõîä:

(p′, α1, b, π1 ◦ ω1 ◦ print(p1, γ1 ◦ λ(q, σ))) `
(d(p′, b, 0), α1, ε, π1 ◦ ω1 ◦ print(p1, γ1 ◦ λ(q, σ)) ◦ out(p′, b, 0)) =

(p, α, ε, π1õut(p̃1, (q̃, σ), 0)) =

(p, α, ε, π).

Ñåãà òúé êàòî p̃ =< p, ε, ε >, β = ε, òî ïðèëàãàéêè
èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà p̃ è p̃2 ïîëó÷àâàìå æåëàíèÿ
ðåçóëòàò.
Àêî ïúê b = ε, òî íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà, ÷å è λ̃∗(β′) =
ε è îòíîâî òâúðäåíèåòî ñëåäâà.

2. Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî.

• Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî è äà ïðåäïîëîæèì,
÷å ñúùåñòâóâà èçâîä â T :

(p1, α1, γ1β̃1, π1 ◦ ω1) ² (p2, α2, β2, π2),

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè β̃1 = λ̃∗(β1). Íåêà ñ

(p̃1, α1, β1, π1) ² (p̃, α, β, π)

îçíà÷èì íàé-äúëãèÿò âúçìîæåí èçâîä ñ íà÷àëî (p̃1, α1, β1, π1).
Äà äîïóñíåì, ÷å |α| < |α2|. Òîãàâà òúé êàòî íà âñåêè ïðåõîä
äúëæèíàòà íà äóìàòà α1 íàìàëÿâà íàé-ìíîãî ñ 1 è òîâà ñå
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ñëó÷âà òî÷íî ïðè ïðåõîäè îò ñúñòîÿíèÿòà â P̃ , òî ùå ñúùåñ-
òâóâà êîíôèãóðàöèÿ, â òîçè èçâîä (p̃′, α′, β′, π′), ïðè êîÿòî
|α′| = |α2| è p̃′ ∈ P̃ . Îò òâúðäåíèå 1 ñëåäâà, ÷å α′ = α2. Íåêà
p̃′ =< p′, γ′, ω′ >. Îò ïúðâàòà ÷àñò íà ëåìàòà, ùå ñëåäâà, ÷å
îò êîíôèãóðàöèÿòà (p1, α1, γ1β̃1, π1ω1) ² (p′, α′, γ′, π′). Ñåãà
îòíîâî òúé êàòî äúëæèíàòà íà ÷åòåíàòà äóìà íå ðàñòå, à
íàìàëÿâà òî÷íî â ïðåõîäè îò ñúñòîÿíèÿòà â P ùå ñëåäâà,
÷å α2 = α′ è p′ = p2. Íî òîãàâà àêî ïðèëîæèì ïúðâàòà ÷àñò
íà ëåìàòà çà p̃1, è p̃′ ùå ïîëó÷èì òî÷íî òâúðäåíèåòî, êîåòî
òâúðäè âòîðàòà ÷àñò íà ëåìàòà, à íèå äîïóñíàõìå, ÷å òî å
ãðåøíî.
È òàêà |α| ≥ |α2|, êàòî àêî èìàìå ðàâåíñòâî, òî p′ 6∈ P .
Ñåãà îò ïúðâàòà ÷àñò íà ëåìàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å èçâîäúò

(p1, α1, γ1β̃1, π1 ◦ ω1) ² (p2, α2, β2, π2)

å ñúñòàâåí îò äâàòà èçâîäà:
(p1, α1, γ1β̃1, π1 ◦ ω1) ² (p, α, γλ̃∗(β), π ◦ ω)

è
(p, α, γλ̃∗(β), π ◦ ω) ² (p2, α2, β2, π2)

Òúé êàòî òîâà å íàé-äúëãèÿò âúçìîæåí èçâîä îò (p̃1, α1, γ1β1, π1),
òî T̃ íå äîïóñêà ïðåõîä îò (p̃, α, γ, π). Äà äîïóñíåì, ÷å
p̃ ∈ P̃ . Òúé êàòî â T èìà ïðåõîä îò (p, α, γλ̃∗(β), πω), òî
∆(p, σ) å äåôèíèðàíà (òóê σ å ïúðâàòà áóêâà íà α). Ñå-
ãà îò äåôèíèöèÿòà íà ∆̃ åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò ∆̃(p̃, σ)
äà íå å äåôèíèðàíà å ∆(p, σ) ∈ Q è walk(∆(p, σ), γ) íå
å äåôèíèðàíà. Òîãàâà îò ëåìà 1 íå ñúùåñòâóâà èçâîä îò
< ∆(p, σ), α′, γλ̃∗(β), πω > ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |γ| − 2
è âñåêè òàêúâ ïðåõîä çàïàçâà α′ è ñúîòâåòíîòî ñúñòîÿíèå
å îò ìíîæåñòâîòî Q. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñòèãàìå äî ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å èëè p2 ∈ P èëè β2 = ε. Â ÷àñòíîñò
âòîðèÿò èçâîä å íåâúçìîæåí. Òàêà îñòàâà âúçìîæíîñòòà
p̃ ∈ Q̃, îòêúäåòî p ∈ Q. Àêî β = ε, òî è λ̃∗(β) = ε è îòíîâî

(p, α, γλ̃∗(β), π ◦ ω) ² (p2, α2, β2, π2)
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å íåâúçìîæåí çà p 6= p2. Íåêà β = bβ′′. Àêî β′′ 6= ε, òî òúé
êàòî d̃(p̃′, b) íå å äåôèíèðàí, òî îò ëåìà 1, 3 íå ñúùåñòâóâà
èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |γ′λ̃∗(b)| − 2, çàïî÷âàù îò
(p, α, γλ̃∗(β), πω′) è âñåêè òàêúâ èçâîä çàïàçâà íåïðîìåíåíî
α. Òîåñò îòíîâî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Íàêðàÿ îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî β′ = b. Àêî
walk(q, γλ(b) íå å äåôèíèðàíà, òî ðàçñúæäàâàéêè êàêòî
ïî ãîðå ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Íåêà walk(q, γλ(b)) = q′′,
rest(q, γλ(b)) = b′. Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò òîãàâà äà íÿ-
ìàìå ïðåõîä å b′ ∈ Γ è ñòîéíîñòòà d(q, b′, 0) äà íå å äåôè-
íèðàíà. Òîâà îáà÷å îòíîâî îçíà÷àâà, ÷å

(q′, α′, γ′λ(b), π′ω′) ²
(walk(q′, α′, γ′λ(b)), α′, b′, π′ω′ ◦ print(q′, γ′λ(b))),

êúäåòî T íå äîïóñêà ïðåõîä îò ïîñëåäíàòà êîíôèãóðàöèÿ
êàòî èëè b′ ∈ Γ è walk(q′, γ′λ(b)) ∈ Q.
Ñ òîâà ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å òâúðäå-
íèåòî íà ëåìàòà íå å â ñèëà, ñ êîåòî è äîêàçàòåëñòâîòî íà
ëåìàòà å çàâúðøåíî.

Ñåãà ìîæåì äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 3. Íåêà ïúðâî
α ∈ Dom(fT̃ ). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò f̃ ∈ P̃ è q̃ ∈ Q̃, è äóìè β ∈ (P̃×Σ)∗

è π ∈ Ω∗, çà êîèòî:

(̃i, α, ε, ε) ² (f̃ , ε, β, π) è
(φ̃(f̃), ε, β, π) ² (q̃, ε, ε, π′),

Íåêà f̃ = (f, γ1, ω1) è îò ïúðâàòà ÷àñò íà ëåìà 2 ñëåäâà, ÷å

(i, α, ε, ε) ² (f, ε, γ1λ̃
∗(β), πω1).

Ïî äåôèíèöèÿ èìàìå, ÷å φ̃(f̃) = (walk(φ(f), γ1), rest(φ(f), γ1), ω1◦
print(φ(f), γ1)). Ëåìà 1 ñåãà íè äàâà, ÷å èìàìå èçâîä:

(φ(f), ε, γ1λ̃
∗(β), πω1) ²

(walk(φ(f), γ1), ε, rest(φ(f), γ1) ◦ λ̃∗(β), πω1 ◦ print(φ(f), γ1).
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Êàòî êîìáèíèðàìå òîçè ðåçóëòàò ñ èçâîäà

(φ̃(f̃), ε, β, π) ² (q̃, ε, ε, π′)

è ïðèëîæèì ëåìà 2 çà φ̃(f̃) è q̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å:

< φ(f), ε, γ1λ̃
∗(β), πω1 >²< q, ε, γ2, π

′ω2 >

êúäåòî q̃ = (q, γ2, ω2). Ñåãà òúé êàòî q̃ ∈ Q̃ ïîëó÷àâàìå ïúðâî, ÷å
q ∈ Q è âòîðî |γ2| ≤ 1. Àêî |γ2| = 1 òî

(φ(f), ε, γ1λ̃
∗(β), πω1) ²

(q, ε, γ2, π
′ω2) ` (d(q, γ2, 0), ε, ε, π′ω2 ◦ out(q, γ2, 0)).

Ñåãà å ÿñíî, ÷å

fT̃ (α) = π′ ◦ ψ̃(q̃) =

π′ ◦ ω2 ◦ out(q, b, 0)◦ ψ(d(q, b, 0)) = fT (α).

Àêî ïúê γ2 = ε, òî äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå, ÷å

fT̃ (α) = π′ω′ ◦ ψ(q) = fT (α).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å fT (α) ñúùî å äåôèíèðàíà è ïðèåìà ñòîéíîñòòà íà
fT̃ (α).

Îáðàòíî, íåêà α ∈ Dom(T ). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò f ∈ P , q ∈ Q è
äóìè β ∈ Γ∗, π, π′ ∈ Ω∗, çà êîèòî:

(i, α, ε, ε) ² (f, ε, β, π) è (1)
(φ(f), ε, β, π) ² (q, ε, ε, π′). (2)

Ñåãà îò âòîðàòà ÷àñò íà ëåìà 2, ïðèëîæåíà çà ĩ =< i, ε, ε >, f , γ è
π, ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò f̃ = (f, γ1, ω1), β̃ è π̃ ñúñ ñâîéñòâîòî:

(̃i, α, ε, ε) ² (f̃ , ε, β̃, π̃).

Ñåãà çà ïîñëåäíèÿ èçâîä ìîæåì äà ïðèëîæèì ïúðâàòà ÷àñò íà
ëåìà 2 è ïîëó÷àâàìå, ÷å âñúùíîñò β = γ1λ̃

∗(β̃) è π = π̃ω1. Ñåãà îò
ñúùåñòâóâàíåòî íà èçâîäà:

(φ(f), ε, γ1β, π̃ω1) ² (q, ε, ε, π′)
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çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîä îò (φ(f), ε, γ1β, π′ω1) ñ äúëæèíà
ïî-ãîëÿìà îò |γ1| − 2. Òîãàâà îò òðåòèÿ ïóíêò íà ëåìà 1 ñëåäâà, ÷å
walk(φ(f), γ1) å äåôèíèðàíà. Òîãàâà îò òî÷êà 1 íà ëåìà 1 ñëåäâà, ÷å

(φ(f), ε, γ1β, π̃ω1) ²
(walk(φ(f), γ1), ε, rest(φ(f), γ1)β, π̃ω1 ◦ print(φ(f), γ1)).

Òîãàâà âñúùíîñò èìàìå, ÷å:

< walk(φ(f), γ1), ε, rest(φ(f), γ1)β, π̃ω1 ◦ print(φ(f), γ1) >²
< q, ε, ε, π′ > .

Îò òóê ñëåäâà ïúðâî, ÷å

φ̃(f̃) = (walk(φ(f), γ1), rest(φ(f), γ1), ω1print(φ(f), γ1))

è âòîðî, ïðèëàãàéêè âòîðèÿ ïóíêò íà ëåìà 2, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîä:

(φ̃(f̃), ε, β̃, π̃) ² (q̃, ε, ε, π̃′).

Ñåãà ïðèëàãàìå ïúðâèÿ ïóíêò íà ëåìà 2, ñïîðåä êîéòî q̃ = (q′, γ′1, ω
′
1),

òî
(φ(f), ε, β, π) ² (q′, ε, γ′1, π

′′ω′1) ² (q, ε, ε, π′).

Â ÷àñòíîñò q′ ∈ Q è òîãàâà q̃ ∈ Q̃. Ñëåäîâàòåëíî |γ′1| ≤ 1 è ñåãà
å ÿñíî, ÷å èëè γ′1 = ε è òîãàâà q = q′ èëè |γ′1| = 1 è òîãàâà q =

d(q′, γ′1, 0). È â äâàòà ñëó÷àÿ ψ̃(q̃) å äåôèíèðàíî òî÷íî, êîãàòî ψ(q)
å äåôèíèðàíî. Òúé êàòî α ∈ Dom(fT ), òî òîâà ïîêàçâà, ÷å ψ(q) è
ψ̃(q̃) ñà äåôèíèðàíè è ñëåäîâàòåëíî α ∈ Dom(fT̃ . Ñ òîâà ïîêàçàõìå,
÷å Dom(fT ) ⊂ Dom(fT̃ ) è òúé êàòî ïî ãîðå âèäÿõìå, ÷å çà âñÿêî
α ∈ Dom(fT̃ ) å â ñèëà, ÷å α ∈ Dom(fT ) è fT (α) = fT̃ (α), ïîëó÷àâàìå,
÷å fT = fT̃ . Ñ òîâà äîêàçàõìå è òåîðåìà 3.
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3 Êîìïîçèöèÿ íà FIFO-òðàíñäþñåð ñ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â óâîäà îñíîâåí èíòåðåñ, îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà
òî÷êà, ïðåäñòàâëÿâà êîìïîçèöèÿòà íà ôóíêöèè, çàäàäåíè îò òðàí-
ñäþñåðè, â íàøèÿ ñëó÷àé FIFO-òðàíñäþñåðè. Òîâà, îò ÷àñòè, ìîæå
áè ñå äúëæè è íà ôàêòà, ÷å îñòàíàëèòå îïåðàöèè íàä åçèöè - êîíêà-
òåíàöèÿ, îáåäèíåíèå, çâåçäà íà Êëèíè è îòðèöàíèå, ïðèëîæåíè íàä
ôóíêöèè, â îáùèÿ ñëó÷àé íå ñà ôóíêöèè, êîåòî ïðàâè âúïðîñúò èì
çà ïðåäñòàâÿíå íåñúñòîÿòåëåí. Ñëó÷àÿò çà ñå÷åíèå íà äâå ôóíêöèè
èçëèçà èçâúí ïðåäåëèòå íà ðàöèîíàëíèòå ðåëàöèè [Eil74] è çàòîâà è
òàçè åñòåñòâåíà îïåðàöèÿ íå ñå ðàçãëåæäà.

Â òàçè ÷àñò ùå ðàçãëåäàìå êîìïîçèöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåðè
ñ ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè. Äâàòà îñíîâíè ðåçóëòàòà ñà,
÷å êàêòî ïðè ëÿâà, òàêà è ïðè äÿñíà êîìïîçèöèÿ ñ ïîäïîñëåäîâà-
òåëåí ïðåîáðàçóâàòåë, ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ, ðàçïîçíàâàíà îò FIFO-
òðàíñäþñåð. Èäåÿòà è çà äâåòå äîêàçàòåëñòâà å äà ñèìóëèðàìå ñúâ-
ìåñòíîòî èçïúëíåíèå íà äâåòå ìàøèíè.

Ïðè êîìïîçèöèÿòà îòëÿâî íå âúçíèêâàò ïî÷òè íèêàêâè óñëîæíå-
íèÿ è âñúùíîñò êîìïîçèöèÿòà ñå îòðàçÿâà ñàìî âúðõó ñúñòîÿíèÿòà
íà îïàøêàòà - êúäåòî ïðèëàãàìå, ïî ñúùåñòâî, êîíñòðóêöèÿòà çà êîì-
ïîçèöèÿ íà ïîäïîñëåäîâàòëíè ïðåîáðàçóâàòåëè.

Ïðè êîìïîçèöèÿòà îòäÿñíî, îáà÷å, ñå íàëàãà äà áúäåì ïî-âíèìàòåëíè
è äà ïðèëîæèì ïîâå÷å óñèëèÿ, çà äà ïîëó÷èì æåëàíèÿ ðåçóëòàò.

Çàïî÷âàìå ñ ïî-ïðîñòèÿ ñëó÷àé.

3.1 Êîìïîçèöèÿ îòëÿâî íà FIFO-òðàíñäþñåð è ïîä-
ïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë

Òåîðåìà 4 Íåêà T =< Σ × Ω∗, Γ∗, P,Q, s, ∆, d, λ, out, φ, ψ > å FIFO-
òðàíñäþñåð, à T ′ =< Ω × Ξ∗, Q′, s′, δ′, λ′, φ′ > å ïîäïîñëåäîâàòåëåí
òðàíñäþñåð. Òîãàâà ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð T̃ ñúñ ñâîéñòâî-
òî:

fT ′ ◦ fT = fT̃ .
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà T̃ =< Σ × Ξ∗, Γ∗, P̃ , Q̃, s̃, ∆̃, d̃, λ̃, õut, φ̃, ψ̃ > å
FIFO-òðàíñäþñåðúò, îïðåäåëåí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1. P̃ = P ×Q′.

2. Q̃ = Q×Q′.

3. s̃ =< s, s′ >.

4. ∆̃ : P̃ × Σ → P̃ ∪ Q̃ ñå äåôèíèðà êàòî:

∆̃(< p, q′ >, σ) =< ∆(p, σ), q′ > .

5. λ̃ : P̃ × Σ → Γ∗ å îïðåäåëåíà îò ðàâåíñòâîòî:

λ̃(< p, q′ >, σ) = λ(p, σ).

6. d̃ : Q̃× Γ× {0, 1} → P̃ ∪ Q̃ ñå äåôèíèðà êàòî:

d̃(< p, q′ >, b, j) =< d(p, b, j), (δ′)∗(q′, out(p, b, j)) > .

7. õut : Q̃× Γ× {0, 1} → Ξ∗ ñå çàäàâà îò ðàâåíñòâîòî:

õut(< p, q′ >, b, j) = (λ′)∗(q′, out(p, b, j)).

8. φ̃ : P̃ → Q̃ å:
φ̃(< p, q′ >) =< φ(p), q′ > .

9. ψ̃ : Q̃ → Ξ∗ å:

ψ̃(< p, q′ >) = (λ′)∗(q′, ψ(p)) ◦ φ′((δ′)∗(q′, ψ(p))).

Ùå ïîêàæåì, ÷å T̃ óäîâëåòâîðÿâà çàêëþ÷åíèåòî íà òåîðåìàòà. Çà
öåëòà øå íè ïîñëóæè ñëåäíàòà:
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Òåîðåìà 5 Íåêà pi ∈ P ∪Q, q′i ∈ Q′, αi ∈ Σ∗, γi ∈ Γ∗, ω̃1 ∈ Ξ∗ è ωi ∈
Ω∗ çà i ∈ {1, 2} ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà àêî îçíà÷èì ñ p̃i =< pi, q

′
i >,

òî èçâîäúò:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >² p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 > (3)

ñúùåñòâóâà, òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà ω2 ∈ Ω∗, çà êîåòî ñà èçïúë-
íåíè ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ:

1. < p1, α1α2, γ1, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 >.

2. (δ′)∗(q′1, ω2) = q′2 è

3. (λ′)∗(q′1, ω2) = ω̃2.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïúðâî óñëîâèÿòà 1�3 ñà èçïúëíåíè. Ùå ïî-
êàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò 3 ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà

< p1, α1α2, γ1, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 > .

1. Àêî äúëæèíàòà ìó å 0, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å p1 = p2, α1 = ε,
γ1 = γ2 è ω2 = ε. Òîãàâà îò óñëîâèå 2 ïîëó÷àâàìå, ÷å q′2 = q′1,
à îò 3, ÷å ω̃2 = ε. Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å p̃1 = p̃2 è ÷å äâåòå
êîíôèãóðàöèè â èçâîäà 3 ñúâïàäàò, êîåòî ïîêàçâà, ÷å ìåæäó
òÿõ ñúùåñòâóâà èçâîä.

2. Íåêà èçâîäúò

< p1, α1α2, γ1, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 >

å ñúñòàâåí îò ïðåõîäà:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >`< p, αα2, γ, ω1ω >

è îò èçâîäà:

< p, αα2, γ, ω1ω >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 > .

Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè p1 ∈ P èëè p1 ∈ Q èìàìå äâà ñëó÷àÿ:
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• p1 ∈ P . Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä ïîëó÷àâàìå, ÷å
α1 = σα, p = ∆(p1, σ), γ = γ1◦λ(p1, σ) è ω = ε. Ñåãà ïîëó÷à-
âàìå, ÷å < p1, q

′
1 >∈ P̃ è ñúîòâåòíî ∆̃ =< ∆(p1, σ), q′1 >=<

p, q′1 > è λ̃(p̃1, σ) = λ(p1, σ). Òîâà ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà
ïðåõîäúò:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >`<< p, q′1 >,αα2, γ, ω̃1 > .

Äà îçíà÷èì ñ p̃ =< p, q′1 >. Òîãàâà îò èíäóêöèîííîòî ïðåä-
ïîëîæåíèå, ïðèëîæåíî çà p̃ è p̃2, òúé êàòî ðàâåíñòâàòà 2 è
3, êàñàåùè q′1 å ñå ïðîìåíÿò, çàêëþ÷àâàìå, ÷å:

< p̃, αα2, γ, ω̃1 >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 > .

Ñåãà êàòî âçåìå â ïðåäâèä è ïðåõîäà:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >`<< p, q′1 >,αα2, γ, ω̃1 >,

ïîëó÷àâàìå è èçâîäà:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 > .

• Íåêà ñåãà p1 ∈ Q. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä ïîëó-
÷àâàìå, ÷å γ1 = bγ, α = α1, p = d(p1, b, j) è ω = out(p1, b, j),
êúäåòî j ∈ {0, 1} â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè γ = ε èëè íå.
Íåêà ïîëîæèì q′ = (δ′)∗(q′1, ω) è ω̃ = (λ′)∗(q′1, ω). Îò óñëî-
âèÿ 2 è 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å q′ è ω̃ ñúùåñòâóâàò è ñà êîðåêòíî
äåôèíèðàíè, à îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ è õut çàêëþ÷àâàìå,
÷å:

d̃(p̃1, b, j) =< p, q′ >

õut(p̃1, b, j) = ω̃.

Òîãàâà îáà÷å å äåôèíèðàí è ïðåõîäúò:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >`< p̃, αα2, γ, ω̃1ω̃ > .
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Îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å óñëîâèÿ 2 è 3 çà q′1 ñåãà íè äàâàò,
÷å:

q′2 = (δ′)∗(q′1, ω2) =

(δ′)∗((δ′)∗(q′1, ω), (ω−1ω2)) = (δ′)∗(q′, ω−1ω2)

è àíàëîãè÷íî îò óñëîâèå 3:

ω̃2 = (λ′)(q′1, ω2) =

(λ′)∗(q′1, ω) ◦ (λ′)∗((δ′)∗(q′1, ω), ω−1ω2) = ω̃(λ′)∗(q′, ω−1ω2).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

(δ′)∗(q′, ω−1ω2) = q′2 è
(λ′)∗(q′, ω−1ω2) = ω̃−1ω̃2.

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå
çà p̃, p̃2 è èçâîäà:

< p, αα2, γ, ω1ω >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 >=

< p2, α2, γ2, ω1ω(ω−1ω2) > .

Îò íåãî ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà è èçâîäúò:

< p̃, αα2, γ, ω̃1ω̃ >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 > .

Ñ òîâà ïîêàçàõìå âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî è â òîçè ñëó-
÷àé, êîåòî çàâúðøâà è èíäóêöèîííàòà ñòúïêà.

Äîêàçàòåëñòâîòî â îáðàòíàòà ïîñîêà ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî
äúëæèíàòà íà èçâîäà:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 > .

1. Ïðè äúëæèíà íà èçâîäà 0, ïîëó÷àâàìå, ÷å äâåòå êîíôèãóðàöèè
ñúâïàäàò. Îòòóê ñëåäâà, ÷å p1 = p2, q′1 = q′2, α1 = ε, γ1 = γ2, ω̃2 =
ε. Ñåãà íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å äâåòå êîíôèãóðàöèè, îò
äâåòå ñòðàíè íà èçâîäà îò óñëîâèå 1 ñúâïàäàò, à óñëîâèÿòà 2 è
3 ñúùî ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî.
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2. Íåêà èçâîäúò

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 >

å ñúñòàâåí îò ïðåõîäà:

< p̃1, α1α2, γ1, ω̃1 >`< p̃2, αα2, γ, ω̃1ω̃ >

è îò èçâîäà:

< p̃, αα2, γ, ω̃1ω̃ >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 >

Èìàìå äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè p̃1 ∈ P̃ èëè p̃1 ∈ Q̃.

• p̃1 ∈ P̃ . Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà P̃ çàêëþ÷àâàìå, ÷å p1 ∈
P . Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä ñëåäâà, ÷å α1 = σα,
ω̃ = ε, p̃ = ∆̃(p̃1, σ) è γ = γ1◦λ̃(p̃1, σ). Íî îò äåôèíèöèèòå íà
∆̃ è λ̃ ñëåäâà, ÷å p̃ =< ∆(p1, σ), q′1 > è ñúîòâåòíî λ̃(p̃1, σ) =
λ(p, σ). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å å äåôèíèðàí è ïðåõîäúò:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >`< p, αα2, γ, ω1 >

Ñåãà, ïðèëàãàéêè èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è p̃2

ïîëó÷àâàìå, ÷å

< p, αα2, γ, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 >

(δ′)∗(q′1, ω2) = q′2
(λ′)∗(q′1, ω2) = ω̃2.

Îñòàâà äà ñå âúçïîëçâàìå è îò ïðåõîäà:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >`< p, αα2, γ, ω1 >,

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå è èçâîäà:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 >
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.
Ñåãà è óñëîâèÿòà 2 è 3 ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî.

• p̃1 ∈ Q̃. Òîãàâà è p ∈ Q è îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä ïîëó-
÷àâàìå, ÷å γ1 = bγ, α = α1, p̃ = d̃(p̃1, b, j) ω̃ = õut(p̃1, b, j),
êúäåòî j ∈ {0, 1} â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè γ = ε èëè
íå. Íåêà < p, q′ >= p̃. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ çàê-
ëþ÷àâàìå, ÷å q′ = (δ′)∗(q′1, out(p1, b, j)) è ñúîòâåòíî ω̃ =
(λ′)∗(q′1, out(p1, b, j)). Íåêà ω = out(p, b, j). Òîãàâà, íåïîñ-
ðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä è ðàçñúæäåíèÿòà, íàï-
ðàâåíè ïî ãîðå, ïîëó÷àâàìå, ÷å å äåôèíèðàí ïðåõîäúò:

< p, α1α2, γ1, ω1 >`< p1, αα2, γ, ω1ω > .

Îñâåí òîâà

(δ′)∗(q′1, ω) = q′ è
(λ′)∗(q′1, ω) = ω̃.

Ñåãà ïðèëàãàìå èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è p̃2.
Òúé êàòî:

< p̃, αα2, γ, ω̃1ω̃ >²< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃2 >=

< p̃2, α2, γ2, ω̃1ω̃ω̃−1ω̃2) >,

òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ω2 ∈ Ω∗, çà êîåòî:

< p, αα2, γ2, ω1ω >²< p2, α2, γ2, ω1ω(ω−1ω2) >

(δ′)∗(q′, ω−1ω2) = q′2
(λ′)∗(q′, ω−1ω2) = ω̃−1ω̃2.

Îòòóê ïðèáàâÿéêè ïðåõîäà:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >`< p, αα2, γ, ω1ω >

ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà è èçâîäúò:

< p1, α1α2, γ1, ω1 >²< p2, α2, γ2, ω1ω2 > .
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Íàêðàÿ êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå, ÷å

(δ′)∗(q′1, ω) = q′

(λ′)∗(q′1, ω) = ω̃,

ïîëó÷àâàìå:

(δ′)∗(q′1, ω2) = (δ′)∗(q′, (ω−1ω2)) = q′2
(λ′)∗(q′1, ω2) = (λ′)∗(q′1, ω) ◦ (λ′)∗((δ′)∗(q1, ω), (ω−1ω2)) =

ω̃(λ′)∗(q′, ω−1ω2) = ω̃(ω̃−1ω̃2) = ω̃2.

Ñ òîâà äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî è â òîçè ñëó÷àé, ñ êîåòî
èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å íàïðàâåíà.

Ñåãà ôàêòúò, ÷å:
fT̃ = fT ′ ◦ fT

ñëåäâà ïî÷òè íåïîñðåäñòâåíî.
Íàèñòèíà, íåêà α ∈ Dom(f

T̃ ′). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò èçâîäèòå:

< s̃, α, ε, ε >²< p̃1, ε, γ, ω̃ >

< φ̃(p̃1), ε, γ, ω̃1 >²< p̃2, ε, ε, ω̃1ω̃2 >,

êúäåòî p̃1 =< p1, q
′
1 >∈ P̃ è p̃2 =< p2, q

′
2 >∈ Q̃, êàòî ψ̃(p̃2) å äåôèíè-

ðàíà. Ñåãà ïðèëàãàìå òâúðäåíèå 5 çà s̃ è p̃1. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å
ñúùåñòâóâà ω1 ñúñ ñâîéñòâàòà:

< s, α, ε, ε >²< p1, ε, γ, ω1 >

(δ′)∗(s′, ω1) = q′1
(λ′)∗(s′, ω1) = ω̃1.

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà çà φ̃ èìàìå, ÷å φ̃(p̃1) =< φ(p1), q
′
1 >. Òúé êàòî

å äåôèíèðàí èçâîäúò:

< φ̃(p̃1), ε, γ, ω̃1 >²< p̃2, ε, ε, ω̃1ω̃2 >
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ìîæåì äà ïðèëîæèì òâúðäåíèå 5 çà íåãî è òîãàâà íàìèðàìå ω2 ñúñ
ñâîéñòâàòà:

< φ(p1), ε, γ, ω1 >²< p2, ε, ε, ω1ω2 >

(δ′)∗(q′1, ω2) = q′2
(λ′)∗(q′1, ω2) = ω̃2.

Ñåãà êàòî îáåäèíèì òåçè äâà ðåçóëòàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

< s, α, ε, ε >²< p1, ε, γ, ω1 >

< φ(p1), ε, γ, ω1 >²< p2, ε, ε, ω1ω2 >

(δ′)∗(s′, ω1ω2) = q′2
(λ′)∗(s′, ω1ω2) = ω̃1ω̃2.

Íàêðàÿ òúé êàòî, ïî äåôèíèöèÿ:

ψ̃(< p2, q
′
2 >) = (λ′)(q′2, ψ(p2)) ◦ φ′((δ′)∗(q′2, ψ(p2))

ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ψ(p2) å äåôèíèðàíà. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fT (α) = ω1ω2ψ(p2).

Îò äðóãà ñòðàíà èìàìå, ÷å:

fT̃ (α) = ω̃1ω̃2ψ̃(< p2, q
′
2 >) =

(λ′)∗(s′, ω1ω2)(λ
′)∗(q′2, ψ(p2))φ

′((δ′)∗(q′2, ψ(p2))) =

(λ′)∗(s′, ω1ω2 ◦ ψ(p2)) ◦ φ′((δ′)∗(s′, ω1ω2 ◦ ψ(p2))),

êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å:

(δ′)∗(s′, ω1ω2) = q′2.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å âñúùíîñò:

fT̃ (α) = (λ′)∗(ω1ω2◦ψ(p2))◦(φ′((δ′)∗(s′, ω1ω2◦ψ(p2))) = fT ′(ω1ω2◦ψ(p2)) = fT ′(fT (α)).
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Îáðàòíî íeêà α ∈ Dom(fT ) è fT (α) ∈ Dom(fT ′). Òîãàâà îò ïúðâî-
òî ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò èçâîäèòå:

< s, α, ε, ε >²< p1, ε, γ, ω1 >

< φ(p1), ε, ε, ω1 >²< p2, ε, ε, ω1ω2 >,

êúäåòî p1 ∈ P è p2 ∈ Q êàòî ψ(p2) å äåôèíèðàíî. Ñåãà èìàìå, ÷å:

fT (α) = ω1ω2 ◦ ψ(p2).

Òúé êàòî fT (α) ∈ Dom(fT ′), òî ñà äåôèíèðàíè è:

(δ′)∗(s′, ω1) = q′1
(δ′)∗(q′1, ω2) = q′2

(δ′)∗(q′2, ψ(p2)) = q′3.

Ñåãà àêî îçíà÷èì:

ω̃1 = (λ′)∗(s′, ω1)

ω̃2 = (λ′)∗(q′1, ω2),

òî îò òâúðäåíèå 5 ïîëó÷àâàìå, ÷å

<< s, s′ >, α, ε, ε >²<< p1, q
′
1 >, ε, γ, ω̃1 > è

<< φ(p1), q
′
1 >, ε, γ, ω̃1 >²<< p2, q

′
2 >, ε, ε, ω̃1ω̃2 > .

Ñåãà îçíà÷àâàìå p̃1 =< p1, q
′
1 > è p̃2 =< p2, q

′
2 >. Îò äåôèíèöèÿòà íà

φ̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å

< s̃, α, ε, ε >²< p̃1, ε, γ, ω̃1 >

< φ̃(p̃1), ε, γ, ω̃1 >²< p̃2, ε, ε, ω̃1ω̃2 > .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å:

fT̃ = ω̃1ω̃2 ◦ ψ̃(p̃2) =

(λ′)∗(s′, ω1ω2) ◦ (λ′)∗(q′2, ψ(p2)) ◦ (φ′)(q′3) =

(λ′)∗(s′, ω1ω2 ◦ φ(p2)) ◦ φ′(q′3) = fT ′(fT (α)).
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Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å q′2 = (δ′)∗(s′, ω1ω2) è q′3 = (δ′)∗(q′2, φ(p2)).
Ñ òîâà ïîêàçàõìå è ÷å:

fT ′(fT (α)) = fT̃ (α).

Òúé êàòî α áåøå ïðîèçâîëíî, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fT̃ = fT ′ ◦ fT .

Ñ òîâà äîêàçàõìå è òåîðåìà 4.

3.2 Êîìïîçèöèÿ îòäÿñíî íà FIFO-òðàíñäþñåð ñ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â íà÷àëîòî íà òàçè ÷àñò, êîìïîçèöèÿòà ñ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë å òåõíè÷åñêè ïî-òðóäíà. Òîâà ñå äúëæè
íà ñëåäíèÿ ïðîáëåì. Äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å ÷åòåì äóìà α ñïîðåä äå-
ôèíèöèÿòà íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë T ′. Äîêàòî òðà-
âåðñèðà äóìàòà α T ′ êîíñòðóèðà è äóìà fT ′(α) è íàøàòà öåë å äà
ñèìóëèðàìå èçïúëíåíèåòî íà FIFO-òðàíñäþñåðà T âúðõó òàçè äó-
ìà. Íèå ïîëó÷àâàìå fT ′(α) íà ïîðöèè, â çàâèñèìîñò îò ôóíêöèÿòà
íà èçõîäà íà ïðåîáðàçóâàòåëÿ T ′, íî òÿ ìîæå äà å ïî-äúëãà îò åäèí
ñèìâîë è òîãàâà òîâà ùå íàëîæè äà íàïðàâèì ïîâå÷å îò åäèí ïðå-
õîä ïî ñúñòîÿíèÿòà P íà FIFO-òðàíñäþñåðà. Àêî óñïååì äà ïðî÷åòåì
âñè÷êè áóêâè îò òåêóùàòà ïîðöèÿ âñè÷êî å íàðåä. Òðóäíîñòèòå îáà-
÷å âúçíèêâàò ïðè ïðåõîäèòå îò ñúñòîÿíèÿòà P êúì ñúñòîÿíèÿòà íà
îïàøêàòà. Òîãàâà ïðåäè äà ïðîäúëæèì äà ÷åòåì áóêâèòå íà fT ′(α)
òðÿáâà äà èç÷àêàìå îïàøêàòà ïðåäè äà ñå âúðíåì â ñúñòîÿíèå íà
P (âèæ ôèã. 5).

Ñåãà ìîæåì âå÷å äà ñèìóëèðàìå ïðåõîäèòå ïî îñòàíàëàòà, íåïðî-
÷åòåíà ÷àñò îò ïîðöèÿòà, êîÿòî íè å ïðåäîñòàâèë T ′, íî íå òðÿáâà äà
çàáðàâÿìå çà çàïèñèòå, êîèòî ñå ãåíåðèðàò è òðÿáâà äà áúäàò äîáàâå-
íè â îïàøêàòà (âèæ ôèã. 6). Òîçè ïðîöåñ ìîæå äà ñå ïîâòîðè íÿêîëêî
ïúòè ïðåäè äà èç÷åðïèì öÿëàòà ïîðöèÿ, êîÿòî íè å ïðåäîñòàâèë T ′

è íàòðóïàíàòà çà òîâà èíôîðìàöèÿ òðÿáâà äà ïàçèì â ñúñòîÿíèÿòà
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a : abab

a ↓ α b ↓ β1
b ↓ β2

p1 p2
p3p0

q0

ql

q1

q0

q1 q1

a ↓ α2

Ôèãóðà 5: Ìîæåì äà âëåçåì â îïàøêàòà äî êàòî òðàâåðñèðàìå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë, çàòîâà òðÿáâà òîé äà èç÷àêà, à íå
îáðàáîòåíèòå ñèìâîëè äà çàïîìíèì.

íà FIFO-òðàíñäþñåðà. Ïîñëåäíèÿò ïðîáëåì, êîéòî âúçíèêâà å èçï-
ðàçâàíåòî íà îïàøêàòà, âúïðåêè ÷å îïàøêàòà íà îðèãèíàëíèÿ FIFO-
òðàíñäþñåð íå áè ñå èçïðàçíèëà - òîãàâà òðÿáâà äà èçïîëçâàìå òî÷íî
îòëîæåíèòå çàïèñè, êîèòî íå ñà áèëè íàïðàâåíè.(âèæ ôèã. 7)

Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäâàùàòà òåîðåìà, ùå âèäèì êàê ìî-
æåì äà ïðåîäîëååì âñè÷êè òåçè òðóäíîñòè è êàòî ðåçóëòàò äà ïîëó-
÷èì FIFO-òðàíñäþñåð çà æåëàíàòà êîìïîçèöèÿ.
Òåîðåìà 6 Íåêà T =< Σ × Ξ∗, Γ∗, P,Q, s, ∆, d, λ, out, φ, ψ > å FIFO-
òðàíñäþñåð, à T ′ =< Ω × Σ∗, Q′, s′, δ′, λ′, φ′ > å ïîäïîñëåäîâàòåëåí
òðàíñäþñåð. Òîãàâà ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð T̃ , çà êîéòî fT̃ =
fT ◦ fT ′.

Èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå ñúñòîè â äâå îñíîâíè ñòúïêè. Ïúð-
âàòà å äà ñèìóëèðàìå ïî-äúëãè ïîðåäèöè îò ïðåõîäè, êîèòî ñúäúðæàò
ñàìî ñúñòîÿíèÿ îò P . Òîâà ùå íè ïîçâîëè äà ñèìóëèðàìå óñïåøíî
ïîâåäåíèåòî íà T âúðõó âñåâúçìîæíèòå èçõîäè íà T ′, ãåíåðèðàíè îò
ôóíêöèÿòà λ′ íà åäíà ñòúïêà. Ïðè òîâà îáà÷å âúçíèêâà ïðîáëåì ñ
íåäîêðàé îáðàáîòåíèòå ïîðåäèöè. Çà òîâà âúâ âòîðàòà ñòúïêà ùå ñè-
ìóëèðàìå òåçè äîïúëíèòåëíè ïðåõîäè êàòî ãè îòðàçèì â ïî-äúëãè
ïðåõîäè îò ñúñòîÿíèÿòà íà îïàøêàòà.

Ïðèñòúïâàìå êúì ðåàëèçàöèÿòà íà ïúðâàòà ñòúïêà. Çà öåëòà ùå
íè áúäå íåîáõîäèìà ñëåäíàòà:
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a : ababbc

a ↓ α b ↓ β1 b ↓ β2 c ↓ γ

xyzαβ1α2 yzαβ1α2 zαβ1α2

xyz

a ↓ α2
b ↓ β3

Ôèãóðà 6: Ìîæå äà ñå íàëîæè äà ñèìóëèðàìå ÷àñò îò ïðåõîäèòå ïî
îñíîâíèòå ñúñòîÿíèÿ âúòðå â ñàìàòà îïàøêà. Òîâà ùå íàëîæè äà çà-
ïîìíèì è òåõíèòå çàïèñè, êîèòî òå áèõà äîáàâèëè â îïàøêàòà.

a : ababbc

a ↓ α b ↓ β1 b ↓ β2
c ↓ γ

xy
xyαβ1α2

εyαβ1α2

a ↓ α2 b ↓ β3

Ôèãóðà 7: Ìîæå äà ñå íàëîæè äà èçïîëçâàìå òåçè çàïèñè, àêî îïàø-
êàòà ñå èçïðàçíè.
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Äåôèíèöèÿ 10 walkP : P × Σ∗ → P ∪ Q, restP : P × Σ∗ → Σ∗,
printP : P × Σ∗ → Γ∗ ñà ÷àñòè÷íè ôóíêöèè, êîèòî ñå äåôèíèðàò
ðåêóðåíòíî ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà α ∈ Σ∗.

1. Àêî α = ε, òî:

walkP (p, ε) = p

restP (p, ε) = ε

printP (p, ε) = ε.

2. Àêî α = σα′, σ ∈ Σ, òî:

walkP (p, σα′) =





∆(p, σ), àêî ∆(p, σ) ∈ Q

walkP (∆(p, σ), α′), àêî ∆(p, σ) ∈ P

¬! èíà÷å.

restP (p, σα′) =





α′, àêî ∆(p, σ) ∈ Q

restP (∆(p, σ), α′), àêî ∆(p, σ) ∈ P

¬! èíà÷å.

printP (p, σα′) =





λ(p, σ), àêî ∆(p, σ) ∈ Q

λ(p, σ) ◦ printP (∆(p, σ), α′), àêî ∆(p, σ) ∈ P

¬! èíà÷å.

Ñëåäâàùàòà ëåìà îïèñâà îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òåçè ôóíêöèè:

Ëåìà 3 Çà âñåêè p ∈ P , α, β ∈ Σ∗, γ ∈ Γ∗, ω ∈ Ξ∗ ñà â ñèëà ñëåäíèòå
òâúðäåíèÿ:

1. àêî walkP (p, α) å äåôèíèðàíà, òî restP (p, α) å íàñòàâêà íà α è

< p, αβ, γ, ω >²< walkP (p, α), restP (p, α)◦β, γ◦printP (p, α), ω > .
(4)

2. àêî walkP (p, α) ∈ P , òî restP (p, α) = ε.

3. àêî walkP (p, α) ∈ Q, òî |restP (p, α)| < |α|.
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4. àêî walkP (p, α) íå å äåôèíèðàíà, òî íå ñúùåñòâóâà èçâîä îò
< p, αβ, γ, ω > ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |α| − 1.

Äîêàçàòåëñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà α.

1. Àêî α = ε, òî walkP (p, ε) = p, restP (p, ε) = ε, printP (p, ε) = ε.
Òîãàâà äâåòå êîíôèãóðàöèè â 4 ñà ðàâíè è òâúðäåíèåòî ñëåäâà
íåïîñðåäñòâåíî.

2. Íåêà α = σα′ è íåêà p ∈ P å ïðîèçâîëíî. Â çàâèñèìîñò îò
∆(p, σ) èìàìå òðè ñëó÷àÿ:

(à) ∆(p, σ) ∈ Q. Òîãàâà walkP (p, σ) = ∆(p, σ), restP (p, σα′) =
α′, printP (p, σα′) = λ(p, σ). Îò äðóãà ñòðàíà ïî äåôèíèöè-
ÿòà çà ïðåõîä, ñúùåñòâóâà ïðåõîäúò:

< p, σα′β, γ, ω >`< ∆(p, σ), α′β, γ ◦ λ(p, σ), ω >

Ñåãà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíèÿ ïðå-
õîä ñúâïàäà ñ äÿñíàòà ñòðàíà íà 4. Íåùî ïîâå÷å |restP (p, σα′)| =
|α′| < |α|. Ñåãà òâúðäåíèÿòà íà ëåìàòà ñëåäâàò äèðåêòíî.

(á) ∆(p, σ) ∈ P . Òîãàâà

walkP (p, α) = walkP (∆(p, σ), α′),

restP (p, α) = restP (∆(p, σ), α′) è
printP (p, α) = λ(p, σ) ◦ printP (∆(p, σ), α′).

Îò äðóãà ñòðàíà îòíîâî îò äåôèíèöèÿòà çà ïðåõîä å â ñèëà,
÷å:

< p, σα′β, γ, ω >`< ∆(p, σ), α′β, γ ◦ λ(p, σ), ω > .

Ñåãà àêî walkP (p, α) íå å äåôèíèðàíà, òî è walkP (∆(p, σ), α′)
íå å äåôèíèðàíà. Ñåãà ïî èíäóêöèîòòî ïðåäïîëîæåíèå, îò
4, íå ñúùåñòâóâà èçâîä îò < ∆(p, σ), α′β, γ ◦ λ(p, σ), ω > ñ
äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |α′| − 1. Òîãàâà îò < p, σα′β, γ, ω >
íå ñúùåñòâóâà èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò 1+(|α′|−1) =
|α| − 1.
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Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñëó÷àÿ, êîãàòî walkP (∆(p, σ), α′) å äå-
ôèíèðàíà. Òîãàâà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, ïðè-
ëîæåíî çà ∆(p, σ) è α′ ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< ∆(p, σ), α′β, γ ◦ λ(p, σ), ω >²
< walkP (∆(p, σ), α′), restP (∆(p, σ), α′) ◦ β,

γ ◦ λ(p, σ) ◦ printP (∆(p, σ), α′), ω >=

< walkP (p, α), restP (p, α) ◦ β, γ ◦ printP (p, α), ω >

ïî äåôèíèöèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å 4 å â ñèëà è çà äâîéêàòà
(p, α). Íåùî ïîâå÷å îòíîâî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëåæå-
íèå çà restP (∆(p, σ), α′) ïîëó÷àâàìå, ÷å å íàñòàâêà íà α′ è
ñëåäîâàòåëíî

|restP (p, α)| = |restP (∆(p, σ), α′)| ≤ |α′| < |α|.
Îòòóê ïîëó÷àâàìå âåðíîñòòà è íà 3. Àêî ïúê walkP (p, α) ∈
P , òî îò äåôèíèöèÿòà íà walkP ñëåäâà, ÷å è walkP (∆(p, σ), α′) ∈
P . Ñåãà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëæåíèå çà ∆(p, σ) è α′ ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å restP (∆(p, σ), α′) = ε. Òîãàâà îáà÷å è restP (p, α) =
restP (∆(p, σ), α′) = ε. Ñ òîâà ïðîâåðèõìå âåðíîñòòà íà òâúð-
äåíèÿòà íà ëåìàòà è â òîçè ñëó÷àé.
Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå è ñëó÷àÿ:

(â) ∆(p, σ) íå å äåôèíèðàíî. Òîãàâà òúé êàòî |α| ≥ 1 òâúðäåíèå
4 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

Ñ òîâà ïî ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ òâúðäåíèÿòà íà ëå-
ìàòà ñà â ñèëà çà ïðîèçâîëíè p è α.

Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì ðåàëèçàöèÿòà íà âòîðàòà ÷àñò îò íàøàòà
èäåÿ. Çà öåëòà ùå íè áúäå íåîáõîäèìà ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ, êîÿòî ùå
íè ïîçâîëè äà èçâúðøâàìå ïî-äúëãè èçâîäè îò ñúñòîÿíèå â Q êàòî
ïîçíàâàìå ñúäúðæàíèåòî íà îïàøêàòà.

Äåôèíèöèÿ 11 Äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå walkQ : Q × Σ∗ × Γ∗ →
P ∪ Q, restQ : Q × Σ∗ × Γ∗ → Σ∗, printQ : Q × Σ∗ × Γ∗ → Γ∗ è
outputQ : Q×Σ∗×Γ∗ → Ξ∗ çà âñÿêî q ∈ Q, α ∈ Σ∗ è γ ∈ Γ∗ ðåêóðñèâíî
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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1. γ = ε,

walkQ(q, α, ε) = q

restQ(q, α, ε) = α

printQ(q, α, ε) = ε

outputQ(q, α, ε) = ε.

2. γ = b ∈ Γ

walkQ(q, α, b) =





d(q, b, 0) àêî d(q, b, 0) ∈ Q

walkP (d(q, b, 0), α), àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

walkQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α),

printP (d(q, b, 0), α))

àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.

restQ(q, α, b) =





α, ÀÊÎ d(q, b, 0) ∈ Q

ε, àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

restQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α),

printP (d(q, b, 0), α))

àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.
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printQ(q, α, b) =





ε, àêî d(q, b, 0) ∈ Q

printP (d(q, b, 0), α), àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

printQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α),

printP (d(q, b, 0), α)),

àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.

outputQ(q, α, b) =





out(q, b, 0), àêî d(q, b, 0) ∈ Q

out(q, b, 0), àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

out(q, b, 0) ◦ outputQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α),

printP (d(q, b, 0), α)),

àêî d(q, b, 0) ∈ P è walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.
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3. γ = bγ′, γ′ 6= ε.

walkQ(q, α, bγ′) =





walkQ(d(q, b, 1), α, γ′) àêî d(q, b, 1) ∈ Q

walkP (d(q, b, 1), α), àêî d(q, b, 1) ∈ P è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

walkQ(walkP (d(q, b, 1), α), restP (d(q, b, 1), α),

γ′ ◦ printP (d(q, b, 1), α)),

àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.

restQ(q, α, bγ′) =





restQ(d(q, b, 1), α, γ′), àêî d(q, b, 1) ∈ Q

ε, àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

restQ(walkP (d(q, b, 1), α), restP (d(q, b, 1), α),

γ′ ◦ printP (d(q, b, 1), α)),

àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.
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printQ(q, α, bγ′) =





walkQ(d(q, b, 1), α, γ′), àêî d(q, b, 1) ∈ Q

γ′ ◦ printP (d(q, b, 1), α),

àêî d(q, b, 1) ∈ Q è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

printQ(walkP (d(q, b, 1), α), restP (d(q, b, 1), α),

γ′ ◦ printP (d(q, b, 1), α)),

àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.

outputQ(q, α, bγ′) =





out(q, b, 1) ◦ outputQ(q, α, γ′), àêî d(q, b, 1) ∈ Q

out(q, b, 1), àêî d(q, b, 1) ∈ Q è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

out(q, b, 1) ◦ outputQ(walkP (d(q, b, 1), α), restP (d(q, b, 1), α),

γ′ ◦ printP (d(q, b, 1), α)),

àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q

¬! èíà÷å.

Ñëåäâàùàòà ëåìà õàðàêòåðèçà òàêà äåôèíèðàíèòå ôóíêöèè, êàòî
îñâåí òîâà ïîêàçâà, ÷å òå ñà êîðåêòíè.

Ëåìà 4 Çà âñÿêî q ∈ Q, α, β ∈ Σ∗, γ ∈ Γ∗ è ω ∈ Ω∗ ñà â ñèëà
ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. àêî walkQ(q, α, γ) å äåôèíèðàíà, òî

< q, αβ, γ, ω >² (5)
< walkQ(q, α, γ), restQ(q, α, γ)β, printQ(q, α, γ), ω ◦ outputQ(q, α, γ) > .
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Ïðè òîâà àêî restQ(q, α, γ) 6= ε, òî òîâà å íàé-äúëãèÿò âúçìî-
æåí èçâîä ñ íà÷àëî < q, αβ, γ, ω >.

2. Àêî walkQ(q, α, γ) íå å äåôèíèðàíà, òî íå ñúùåñòâóâà èçâîä

< q, αβ, γ, ω >²< p, β′, γ′, ω >,

çà êîéòî |β′| < |β| èëè β′ = β è γ′ = ε.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî Σ∗ × Ω∗ ñ íàðåäáà
≺, äåôèíèðàíà ÷ðåç:

(α′, γ′) ≺ (α′′, γ′′) ⇔
|α′| < |α′′| èëè |α′| = |α′′| è |γ′| < |γ′′|.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å (Σ∗×Ω∗,≺) å ôóíäèðàíî ìíîæåñòâî ñ íàé-ìàëúê
åëåìåíò (ε, ε).

Òâúðäåíèÿòà íà ëåìàòà ùå íàïðàâèì ïîñðåäñòâîì ñòðóêòóðíà èí-
äóêöèÿ íàä (Σ∗ × Ω∗,≺).

• Àêî (α, γ) = (ε, ε), òî restQ(q, α, γ) = α = ε, walkQ(q, α, γ) = q,
printQ(q, α, γ) = ε è outputQ(q, α, β, γ) = ε. Òîãàâà ñå âèæäà, ÷å
äâåòå ñòðàíè íà èçâîäà 5 ñúâïàäàò è òâúðäåíèåòî å íà ëèöå.

• Íåêà òâúðäåíèÿòà 1 è 2 ñà èçïúëíåíè çà âñè÷êè (α′, γ′), çà êîèòî
(α′, γ′) ≺ (α, γ). Íåêà q ∈ Q, β ∈ Σ∗ è ω ∈ Ξ∗ ñà ïðîèçâîëíè. Çà
γ ñà âúçìîæíè òðè ñëó÷àÿ:

1. γ = ε. Òîãàâà íå ñúùåñòâóâà ïðåõîä îò êîíôèãóðàöèÿòà
< q, αβ, γ, ω >, òúé êàòî q ∈ Q. Ñåãà 5 ëåäâà äèðåêò-
íî îò ôàêòà, ÷å restQ(α, ε) = α è |α| > 0 è îñâåí òîâà
printQ(α, ε) = ε outputQ(q, α, ε) = ε.

2. γ = b ∈ Γ. Òîãàâà àêî ñúùåñòâóâà èçâîä îò < q, αβ, γ, ω >
ñ äúëæèíà ïîíå åäíî, òî òîé çàïî÷âà ñ ïðåõîäà:

< q, αβ, γ, ω >`< d(q, b, 0), αβ, ε, ω ◦ out(q, b, 0) > .
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Òîâà ïîêàçâà, ÷å àêî d(q, b, 0) íå å äåôèíèðàíà, òî çàêëþ-
÷åíèåòî â 2 å èçïúëíåíî. Çàòîâà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáù-
íîñòòà íåêà d(q, b, 0) å äåôèíèðàíî. Àêî d(q, b, 0) ∈ Q, òî
ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà α
è ε. Â òîçè ñëó÷àé ñå óáåæäàâàìå, ÷å 1 å èçïúëíåíî, çàùî-
òî îò d(q, b, 0) íå ñà âúçìîæåí ïðåõîä, à restQ(q, α, b) = α
printQ(q, b, 0) = ε è outputQ(q, α, b)out(q, b, 0).
Äà äîïóñíåì, ÷å d(q, b, 0) ∈ P . Òîãàâà àêî walkP (d(q, b, 0), α)
íå å äåôèíèðàíî îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å 2 å èçïúëíåíî,
çàùîòî îò < d(q, b, 0), αβ, ε, ω ◦ out(q, b, 0) > íå ñúùåñòâóâà
èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |α|−1, à íà âñåêè ïðåõîä αβ
íàìàëÿâà ñ íåïîâå÷å îò 1. È òàêà íåêà walkP (d(q, b, 0), α) å
äåôèíèðàíî. Òîãàâà îòíîâî îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñú-
ùåñòâóâà èçâîä:

< d(q, b, 0), αβ, ε, ω ◦ out(q, b, 0) >²
< walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α) ◦ β,

printP (d(q, b, 0), α), ω ◦ out(q, b, 0) >

Ñåãà àêî walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P îòíîâî îò ëåìà 3 çàêëþ÷à-
âàìå, ÷å restQ(q, α, b) = restP (d(q, b, 0), α) = ε. Îñâåí òîâà
îò äåôèíèöèÿòà íà walkQ, restQ, printQ è outputQ ïîëó÷à-
âàìå, ÷å

walkQ(q, α, b) = walkP (d(q, b, 0), α)

restQ(q, α, b) = restP (d(q, b, 0), α)

printQ(q, α, b) = printP (d(q, b, 0), α)

outputQ(q, α, b) = out(q, b, 0),

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å:

< d(q, b, 0), αβ, ε, ω ◦ out(q, b, 0) >²
< walkQ(q, α, b), restQ(q, α, b) ◦ β, printQ(q, α, b), ω ◦ outputQ(q, α, b).

Êàòî âçåìåì â ïðåäâèä ïðåõîäà

< q, αβ, b, ω >`< d(q, b, 0), αβ, ε, ω ◦ out(q, b, 0) >
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ïîëó÷àâàìå æåëàíèÿ ðåçóëòàò.
Àêî ïúê walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q, òî îòíîâî îò ëåìà 3 ïîëó-
÷àâàìå, ÷å |restP (d(q, b, 0), α)| < |α|. Òîãàâà îò èíäóêöèîí-
íîòî ïðåäïîëîæåíèå çà äâîéêàòà:

(restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α))

ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî

walkQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α))

å äåôèíèðàí, òî

< walkP (d(q, b, 0), restP (d(q, b, 0), α) ◦
β, printP (d(q, b, 0), α), ω ◦ out(q, b, 0) >²

< walkQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α)),

restQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α)) ◦ β,

printQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α)),

ω ◦ out(q, b, 0) ◦
outputQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α)) > .

ïîñëåäíîòî îáà÷å, ïî äåôèíèöèÿ å òî÷íî:

< walkQ(q, α, b), restQ(q, α, b)◦β, printQ(q, α, b), ω◦outputQ(q, α, b) > .

Ñåãà, îáåäèíÿâàéêè äâàòà èçâîäà, ïîëó÷àâàìå òî÷íî ðåçóë-
òàòà â 4. Àêî ïúê

walkQ(walkP (d(q, b, 0), α), restP (d(q, b, 0), α), printP (d(q, b, 0), α))

íå å äåôèíèðàí, òî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òâúðäåíèå 2 çà íåãî
âëå÷å âåðíîñòòà íà òâúðäåíèå 2 çà q, α è γ.
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3. Íåêà ñåãà γ = bγ′, êúäåòî γ′ 6= ε. Àêî d(q, b, 1) íå å äåôè-
íèðàíà, òî ïî äåôèíèöèÿ íå ñúùåñòâóâà ïðåõîä îò êîíôè-
ãóðàöèÿòà:

< q, αβ, γ, ω > .

Òîâà ïîêàçâà, ÷å óñëîâèåòî 2 íà ëåìàòà å èçïúëíåíî. Îñ-
òàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî q′ = d(q, b, 1) å äîáðå
äåôèíèðàíî. Òîâà îïðåäåëÿ ïðåõîäà:

< q, αβ, γ, ω >`< q′, αβ, γ′, ω ◦ out(q, b, 1) > .

Ñåãà àêî q′ ∈ Q, òî òúé êàòî |γ′| < |γ|, òî ìîæåì äà ïðè-
ëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà q′, γ′ è α. Òîãàâà
àêî walkQ(q′, α, γ′) å äåôèíèðàíà, ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñò-
âóâà èçâîäúò:

< q′, αβ, γ′, ω ◦ out(q, b, 1) >²
< walkQ(q′, α, γ′), restQ(q′, α, γ′)β,

printQ(q′, α, γ′), ω ◦ out(q, b, 1) ◦ outputQ(q′, α, γ′) > .

Òîâà ïîêàçâà, ÷å å äîïóñòèì è èçâîäúò:

< q, αβ, γ, ω >²
< walkQ(q′, α, γ′), restQ(q′, α, γ′)β,

printQ(q′, α, γ′), ω ◦ out(q, b, 1) ◦ outputQ(q′, α, γ′) > .

Ñåãà îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å ïî äåôèíèöèÿ, â òîçè ñëó÷àé:

walkQ(q, α, γ) = walkQ(q′, α, γ′)

restQ(q, α, γ) = restQ(q′, α, γ′)

printQ(q, α, γ) = printQ(q′, α, γ′)

outputQ(q, α, γ) = out(q, b, 1) ◦ outputQ(q′, α, γ′).

Ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèå 1 íà ëåìàòà å èçïúëíåíî è çà
(q, α, γ). Àêî walkQ(q′, α, γ′) íå å äåôèíèðàíà, òî è walkQ(q, α, γ)
íå å äåôèíèðàíà, êîåòî âëå÷å âåðíîñòòà íà òâúðäåíèå 2 çà
(q, α, γ).
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Íàêðàÿ, òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå è ñëó÷àÿ, q′ = d(q, b, 1) ∈
P . Òîãàâà àêî walkP (q′, α) íå å äåôèíèðàíà, òî îò ëåìà 3
ñëåäâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò
|α| − 1, çàïî÷âàù îò êîíôèãóðàöèÿòà

< q′, αβ, γ′, ω ◦ out(q, b, 1) > .

Òúé êàòî ïðè âñåêè ïðåõîä äúëæèíàòà íà αβ íàìàëÿâà
íàé-ìíîãî ñ åäíî - òîâà ïîêàçâà âåðíîñòòà íà 2 â òîçè ñëó-
÷àé. È òàêà íåêà walkP (q′, α) å äåôèíèðàíà. Òîãàâà îòíîâî
îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< q′, αβ, γ′, ω ◦ out(q, b, 1) >²
< walkP (q′, α), restP (q′, α) ◦ β >, γ′ ◦ printP (q′, α), ω ◦ out(q, b, 1) > .

Íåêà:

q′′ = walkP (q′, α)

α′′ = restP (q′, α)

γ′′ = γ′ ◦ printP (q′, α)

ω′′ = ω ◦ out(q, b, 1).

Ñåãà àêî q′′ ∈ P , òî îòíîâî îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å restP (q′, α) =
ε è òâúðäåíèå 1 íà ëåìàòà, ñëåäâà äèðåêòíî êàòî âçåìåì â
ïðåäâèä, ÷å

walkQ(q, α, γ) = walkP (q′, α)

restQ(q, α, γ) = ε

printQ(q, α, γ) = γ′ ◦ printP (q′, α)

outputQ(q, α, γ) = out(q, b, 1).

Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî q′ ∈ Q. Òîãàâà îò ëå-
ìà 3 çíàåì, ÷å |α′′| = |restP (q′, α)| < |α|. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
(α′′, γ′′) ≺ (α, γ) è ñëåäîâàòåëíî çà òÿõ ìîæåì äà ïðèëî-
æèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å â
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òîçè ñëó÷àé, ïî äåôèíèöèÿ, èìàìå, ÷å:

walkQ(q, α, γ) = walkQ(q′′, α′′, γ′′)

restQ(q, α, γ) = restQ(q′′, α′′, γ′′)

printQ(q, α, γ) = printQ(q′′, α′′, γ′′)

outputQ(q, α, γ) = out(q, b, 1) ◦ outputQ(q′′, α′′, γ′′).

Ñåãà òúé êàòî:

< q, αβ, γ, ω >`< q′, αβ, γ′, ω ◦ out(q, b, 1) >²
< q′′, α′′β, γ′′, ω′′ >

òâúðäåíèÿòà 1 è 2 çà (q, α, γ) ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò
ñúîòâåòíèòå òâúðäåíèÿ çà (q′′, α′′, γ′′).

Ñ òîâà îò ïðèíöèïà çà ñòðóêòóðíà èíäóêöèÿ, ñëåäâà, ÷å çà âñåêè
(α, γ) ∈ Σ∗ × Γ∗ è q ∈ Q òâúðäåíèÿòà íà ëåìàòà ñà èçïúëíåíè.

Çà äà îïèøåì êîìïîíåíòèòå íà FIFO-òðàíñäþñåðà T̃ , êîéòî ùå
ïðåäñòàâëÿâà êîìïîçèöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåðà T ñ ïîäïîñëåäîâà-
òåëíèÿ òðàíñäþñåð T ′ ùå íè áúäàò íåîáõîäèìè îùå ñëåäíèòå îçíà÷å-
íèÿ:
Äåôèíèöèÿ 12 1. Ìíîæåñòâîòî îò âñåâúçìîæíèòå åäíîñòúï-

êîâè èçõîäè â T ′:

Out(λ′) = {λ′(q′, a) | q′ ∈ Q′, a ∈ Ω} ∪ {φ′(q′) | q′ ∈ Q′} ∪
{λ′(q′, a)φ′(δ′(q′, a)) | q′ ∈ Q, a ∈ Ω}.

2.

Rest(λ′) =
{

(x, z) | z =
∏k

i=1 printP (pi, ti), x = restP (pk, tk),

êúäåòî t0 ∈ Out(λ′), pi ∈ P óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî
ti+1 = restP (pi, ti) çà âñÿêî 0 ≤ i < k}

3.

Print(λ′) = {printQ(q, x, bz) | q ∈ Q, (x, z) ∈ Rest(λ′), b ∈ Γ}
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Çàáåëåæêà 4 Out(λ′), Rest(λ′) è Print(λ′) ñà êðàéíè.
Çà Out(λ′) òîâà å î÷åâèäíî.

Rest(λ′) å êðàéíî, çàùîòî îò ëåìà 3 |rest(p, t)| < |t| çà âñÿêî p è
âñÿêî t 6= ε. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â êîíêàòåíöèÿòà ìîãàò äà ó÷àñòâàò
îãðàíè÷åí áðîé äóìè ðàçëè÷íè îò ε.

Ñåãà å ÿñíî, ÷å Print(λ′), êàòî îáðàç íà ôóíêöèÿ ñ êðàéíà äåôè-
íèöèîííà îáëàñò, ñúùî å êðàéíî ìíîæåñòâî.

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì îïèñàíèåòî íà êîíñòðóêöèÿòà:
1. P̃ = Q′ × P × Print(λ′)

2. Q̃ = Q′ ×Q× (Rest(λ′) ∪ ({ε} × Print(λ′)))× {0, 1}.
3. s̃ =< s′, s, ε >.

4. ∆̃ : P̃ × Ω → P̃ ∪ Q̃ äåôèíèðàìå òàêà:

∆̃(< q′, p, γ >, a) =

{
< δ′(q′, a), walkP (p, λ′(q′, a)), ε > , àêî walkP (p, λ′(q′, a)) ∈ P

< δ′(q′, a), walkP (p, λ(q′, a)), restP (p, λ′(q′, a)), ε > èíà÷å.

5. d̃ : Q̃× Γ× {0, 1} → P̃ ∪ Q̃ äåôèíèðàìå ÷ðåç ðàâåíñòâàòà:

d̃(< q′, q, α, γ, 0 >, b, 1) =





< q′, d(q, b, 1), α, γ, 0 > àêî d(q, b, 1) ∈ Q

< q′, walkP (q1, α), restP (q1, α), γ ◦ printP (q1, α), 0 >,

àêî q1 = d(q, b, 1) ∈ P è walkP (q1, α) ∈ Q

< q′, walkP (q1, α), γ ◦ printP (q1, α) >,

àêî q1 = d(q, b, 1) è walkP (q1, α) ∈ P.

d̃(< q′, q, α, γ, 0 >, b, 0) =





< q′, walkQ(q, α, bγ), printQ(q, α, bγ) >,

àêî walkQ(q, α, bγ) ∈ P

< q′, walkQ(q, α, bγ), restQ(q, α, bγ), printQ(q, α, bγ), 0 >,

àêî walkQ(q, α, bγ) ∈ Q.
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d̃(< q′, q, α, γ, 1 >, b, 1) =





< q′, d(q, b, 1), α, γ, 1 >, àêî d(q, b, 1) ∈ Q

< q′, walkP (q1, α), restP (q1, α), γ ◦ printP (q1, α), 1 >,

àêî q1 = d(q, b, 1) ∈ P è walkP (q1, α) ∈ Q

< q′, φ(walkP (q1, α)), ε, γ ◦ printP (q1, α), 0 >,

àêî q1 = d(q, b, 1) è walkP (q1, α) ∈ P.

d̃(< q′, q, γ, α, 1 >, b, 0) =





< q′, φ(walkQ(q, α, bγ)), ε, printQ(q, α, bγ) >,

àêî walkQ(q, α, bγ) ∈ P

< q′, walkQ(q, α, bγ), restQ(q, α, bγ), printQ(q, α, bγ), 1 >,

àêî walkQ(q, α, bγ) ∈ Q.

6. λ̃ : P̃ × Ω → Γ∗ ñå çàäàâà îò ðàâåíñòâîòî:

λ̃(< q′, p, γ >, a) = γ ◦ printP (p, λ′(q′, a)).

7. õut : Q̃× Γ× {0, 1} → Ξ∗ ñå îïðåäåëÿ êàòî:

õut(< q′, q, α, γ, j >, b, 1) = out(q, b, 1)

õut(< q′, q, α, γ, j >, b, 0) = outputQ(q, α, bγ).

çà j ∈ {0, 1}.

8. φ̃ : P̃ → Q̃ ñå çàäàâà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

φ̃(< q′, p, γ >) =





< q′, walkP (p, φ′(q′)), restP (p, φ′(q′)), γ ◦ printP (p, φ′(q′)), 1 >,

àêî walkP (p, φ(q′)) ∈ Q

< q′, φ(p1), ε, γ ◦ printP (p, φ′(q′)), 0 >,

àêî p1 = walkP (p, φ(q′)) ∈ P
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9. ψ̃ : Q̃ : Ξ∗ äåôèíèðàìå êàòî:

ψ̃(< q′, q, α, γ, j >) =





outputQ(q, α, γ) ◦ ψ(q1)

êúäåòî q1 = walkQ(q, α, γ) ∈ Q, j = 0,

α = ε è printQ(q, α, γ) = ε

¬! èíà÷å.

Çà êðàòêîñò â ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ ùå áåëåæèì:

Q̃0 = Q′ ×Q× (Rest(λ′) ∪ Print(λ′))× {0}

è àíàëîãè÷íî:

Q̃1 = Q′ ×Q× (Rest(λ′) ∪ Print(λ′))× {1}

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ùå íè äàäå âúçìîæíîñò äà äîêàæåì, ÷å T̃
äåéñòâèòåëíî ðàçïîçíàâà fT ◦ fT ′ .

Òâúðäåíèå 4 Íåêà p̃1, p̃2 ∈ P̃ ∪ Q̃0. Íåêà q′i, pi, xi è zi çà i = 1, 2

ñà òàêèâà, ÷å p̃i =< q′i, pi, xi, zi, 0 > àêî p̃i ∈ Q̃0 è p̃i =< q′i, pi, zi > è
xi = ε â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Òîãàâà çà âñåêè β1, β2 ∈ Ω∗, γ1, γ2 ∈ Γ∗,
ω1, ω2 ∈ Ξ∗, çà êîèòî ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p̃1, β1β2, γ1, ω1 >²< p̃2, β2, γ2, ω2 >,

å èçïúëíåíî, ÷å:

(δ′)∗(q1, β1) = q2 è
< p1, x1(λ

′)∗(q1, β1)α, γ1z1, ω1 >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 >,

êúäåòî α ∈ Σ∗ å ïðîèçâîëíî.

Äîêàçàòåëñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà.
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1. Àêî
< p̃1, β1β2, γ1, ω1 >=< p̃2, β2, γ2, ω2 >,

òî òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî, çàùîòî òîãàâà β1 = ε, x1 = x2,
z1 = z2, q′1 = q′2, p1 = p2, γ1 = γ2, ω1 = ω2. Ïðè òîâà ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å (λ′)∗(q1, β1) = ε, (δ′)∗(q′1, β1) = q′2 è

< p1, x1α, γ1z1, ω1 >=< p2, x2α, γ2z1, ω2 >,

êîåòî ïîêàçâà âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî.

2. Íåêà èçâîäúò å ñúñòàâåí îò:

< p̃1, β1β2, γ1, ω1 >`< p̃, ββ2, γ, ω >²< p̃2, β2, γ2, ω2 >

Òúé êàòî ôóíêöèèòå d̃ è ∆̃ âúðõó àðãóìåíòè îò P̃ ∪ Q̃0 ïðèåìàò
ñòîéíîñòè îò P̃ ∪ Q̃0, òî è p̃ ∈ P̃ ∪ Q̃0

Íåêà q, p, x è z ñà òàêèâà, ÷å p̃ =< q, p, x, z, 0 >, àêî p̃ ∈ Q̃0 è
p̃ =< q, p, z >, x = ε â ïðîòèâåí ñëó÷àé.
Â çàâèñèìîñò îò ïúðâèÿ ïðåõîä èìàìå òðè ñëó÷àÿ:

(à) p̃1 ∈ P̃ . Òîãàâà β1 = bβ çà íÿêîå b ∈ Ω. Îò äåôèíèöèÿòà
íà ∆̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å q′ = δ′(q′1, b), p = walkP (p, λ′(q′1, b)),
z = ε, γ = γ1 ◦ z1 ◦ printP (p1, λ

′(q′1, b)) ïðè òîâà àêî p ∈ Q,
òî x = restP (p1, λ

′(q′1, b)). Òîãàâà îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å
ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p1, λ
′(q′1, b)α, γ1z1, ω1 >²

< p, restP (p1, λ
′(q′1, b)) ◦ α, γ1z1 ◦ printP (p, λ′(q′1, b)), ω1 >

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà, ïðè-
ëîæåíà çà p̃ è p̃2. Íàèñòèíà òúé êàòî ñúùåñòâóâà èçâîä

< p̃, ββ2, γ, ω1 >²< p̃2, β2, γ2, ω2 >,

òî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå, ÷å

(δ′)∗(q′, β) = q′2 è
< p, x(λ′)∗(q′, β)α, γz, ω1 >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .
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Íî z = ε. Ñåãà å ÿñíî, ÷å:

(δ′)∗(q′1, bβ) = (δ′)∗(q′, β) = q′2.

Àíàëîãè÷íî èìàìå, ÷å (λ′)∗(q′1, bβ) = λ′(q′1, b) ◦ (λ′)∗(q′, β).
Òîãàâà îò ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p1, (λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >²

< p, restP (p1, (λ
′(q′1, b)) ◦ (λ′)∗(q′, β) ◦ α, γ, ω1 >=

< p, x(λ′)∗(q′, β)α, γz, ω1 >

Íî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëåæåíèå ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p, x(λ′)∗(q′, β)α, γz, ω1 >²< p2, x2α, γ2, ω2 >,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî â òîçè ñëó÷àé.
(á) Íåêà ñåãà p1 ∈ Q è γ1 = bγ, γ 6= ε. Òîãàâà p̃ = d̃(p̃1, b, 1). Äà

çàáåëåæèì, ÷å íåçàâèñèìî îò d(p1, b, 1) å â ñèëà, ÷å q′ = q′1,
îòêúäåòî (δ′)∗(q′1, β1) = (δ′)∗(q′, β1).
Ñåãà àêî d(p1, b, 1) ∈ Q, òî èìàìå, ÷å:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >`< d(p, b, 1), x1λ

∗(q′, β1)α, γz1, ω1◦out(p1, b, 1) > .

Îò äðóãà ñòðàíà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ â òîçè ñëó÷àé çíàåì,
÷å p = d(q, b, 1), x1 = x è z1 = z, à îò äåôèíèöèÿòà íà õut
èìàìå, ÷å õut(p̃1, b, 1) = out(p1, b, 1). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â T
âñúùíîñò èìàìå ïðåõîäà:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >`< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω >

Ñåãà îáà÷å â T̃ å äåôèíèðàí èçâîäúò:

< p̃, β1β2, γ, ω >²< p̃2, β2, γ1, ω2 >

Òîãàâà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è p̃2 ïîëó÷à-
âàìå, ÷å å äåôèíèðàí è èçâîäúò:

< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .
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Êàòî äîáàâèì è ïðåõîäà:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >`< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω >

ïîëó÷àâàìå æåëàíèÿ ðåçóëòàò è çà p̃1 è p̃2.
Íåêà ñåãà d(p1, b, 1) ∈ P . Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ è îò
ëåìà 3 ñëåäâà, ÷å:

p = walkP (d(p1, b, 1), x1)

x = restP (d(p1, b, 1), x1)

z = z1 ◦ printP (d(p, b, 1), x1).

Ñåãà îòíîâî îò ëåìà 3 ñëåäâà, ÷å å äåôèíèðàí èçâîäúò:

< d(p1, b, 1), x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γz1, ω ◦ out(p1, b, 1) >²

< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω > .

Îò äðóãà ñòðàíà õut(p̃1, b, 1) = out(p1, b, 1). Òîãàâà â T ñú-
ùåñòâóâà ïðåõîäúò:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >`< d(p1, b, 1), x1(λ

′)∗(q′, β1)α, γz1, ω > .

Ñåãà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å â T å äåôèíèðàí è èçâîäúò:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >²< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω > .

Òúé êàòî:

< p̃, β1β2, γ, ω >²< p̃2, β2, γ2, ω2 >

ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è
p̃2 è ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà è èçâîäúò:

< p, x(λ′)∗(q′, β1)α, γz, ω >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .

Òîâà ïîêàçâà, ÷å è:

< p1, x1(λ
′)∗(q′1, β1)α, γ1z1, ω1 >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .

çà âñÿêî α ∈ Σ∗.
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(â) p̃1 ∈ Q̃ è γ1 = b ∈ Γ. Òîãàâà p̃ = d̃(p, b, 0) è ω = ω1 ◦
õut(p̃, b, 0). Îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ ñëåäâà, ÷å q′ = q′1, p =
walkQ(p1, x1, bz1), z = printQ(p1, x, bz1), x = restQ(p1, x1, bz1).
Îò äåôèíèöèÿòà íà õut ïúê ñëåäâà, ÷å ω = ω1◦printQ(p1, x1, bz1).
Ñåãà îò ëåìà 4 ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî α:

< p1, x1α, bz1, ω1 >²< p, xα, z, ω > .

Ñåãà ïðèëàãàìå èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è p̃2.
Òúé êàòî å â ñèëà èçâîäúò:

< p̃, β1β2, ε, ω >²< p̃2, β2, γ2, ω2 >,

òî

(δ′)∗(q′, β1) = q′2
< p, x(λ′)∗(q′, β1) ◦ α, z, ω >²< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .

Ñåãà ëåñíî ïîëó÷àâàìå, ÷å è:

(δ′)∗(q′1, β1) = (δ′)∗(q′, β1) = q′2 è

< p1, x1 ◦ (λ′)∗(q′1, β1) ◦ α, bz1, ω1 >²
< p, x ◦ (λ′)∗(q′1, β1) ◦ α, z, ω >²

< p2, x2α, γ2z2, ω2 > .

Òîâà ïîêàçâà âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî è â òîçè ñëó÷àé.

Ñ òîâà îò ïðèíöèïà çà ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ, ñëåäâà, ÷å òâúðäå-
íèåòî å âÿðíî çà ïðîèçâîëíè p̃1, p̃2 è β1.

Àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå å âÿðíî àêî è äâåòå ñúñòîÿíèÿ ñà â Q̃1.

Òâúðäåíèå 5 Íåêà p̃1 =< q′1, p1, x1, z1, 1 > è q̃2 =< q′2, p2, x2, z2, 1 >

ñà äâå ñúñòîÿíèÿ îò Q̃1 êàòî çà òÿõ å èçïúëíåíî, ÷å:

< p̃1, ε, γ1, ω1 >²< p̃2, ε, γ2, ω2 > .
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Òîãàâà å â ñèëà, ÷å:
q′1 = q′2

è îñâåí òîâà:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Äîêàçàòåëñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà.

1. Àêî
< p̃1, ε, γ1, ω1 >=< p̃2, ε, γ2, ω2 >,

òî äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå, ÷å è

< p1, x1, γ1z1, ω1 >=< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Îñâåí òîâà è q′1 = q′2.

2. Íåêà ñåãà èçâîäúò ñå ñúñòîè îò ïðåõîäà:

< p̃1, ε, γ1, ω1 >`< p̃, ε, γ, ω >

è èçâîäà:
< p̃, ε, γ, ω >²< p̃2, ε, γ2, ω2 >

Äà çàáåëåæèì, ÷å òúé êàòî d̃ è ∆̃ ïðèåìàò ñòîéíîñòè ñàìî îò
P̃ ∪ Q̃0, êîãàòî àðãóìåíòèòå èì ñà îò òîâà ìíîæåñòâî, òî âòî-
ðèÿò èçâîä å âúçìîæåí ñàìî àêî p̃ ∈ Q̃1. Çàòîâà íåêà p̃ =<
q′, p, x, z, 1 >. Ñåãà èìàìå òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñò îò γ1 è d.

(à) γ1 = bγ, γ 6= ε, d(p1, b, 1) ∈ Q. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃
ïîëó÷àâàìå, ÷å:

p = d(p1, b, 1)

x = x1

z = z1

q′ = q′1.
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Îñâåí òîâà â òîçè ñëó÷àé õut(p̃1, b, 1) = out(p1, b, 1). Ñåãà
äà çàáåëåæèì, ÷å â T å äåôèíèðàí ïðåõîäúò:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >`< p, x, γz, ω > .

Òîãàâà, ïðèëàãàéêè èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è
p̃2 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p, x, γz, ω >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Îáåäèíÿâàéêè òåçè äâà ðåçóëòàòà ïîëó÷àâàìå è èçâîäúò:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Ñúùî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å q′2 =
q′ = q′1.

(á) γ1 = bγ, γ 6= ε, d(p1, b, 1) ∈ P . Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃
ïîëó÷àâàìå, ÷å:

p = walkP (d(p1, b, 1), x1)

x = restP (d(p1, b, 1), x1)

z = z1 ◦ printP (d(p1, b, 1), x1)

q′ = q′1.

Òîãàâà ñïîðåä ëåìà 3 ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< d(p, b, 1), x1, γz1, ω >²< p, x, γz, ω >

Îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å õut(p̃1, b, 1) = out(p1, b, 1) è, ÷å
èìàìå ïðåõîäà:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >`< d(p, b, 1), x1, γ1z1, ω > .

Ñúáèðàéêè òåçè äâà ðåçóëòàòà çàåäíî ïîëó÷àâàìå èçâîäà:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >²< p, x, γz, ω > .
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Ñåãà ïðèëàãàìå èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà p̃ è p̃2 è
ïîëó÷àâàìå, ÷å å äåôèíèðàí èçâîäúò:

< p, x, γz, ω >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Òîâà ïîêàçâà, ÷å è:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Îñâåí òîâà q′1 = q′ = q′2, êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà
îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå.

(â) γ1 = b ∈ Γ. Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿòà íà d̃ èìàìå, ÷å

p = walkQ(p1, x1, bz1)

x = restQ(p1, x1, bz1)

z = printQ(p1, x1, bz1)

q′ = q′1.

Ñåãà îò ëåìà 4 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p1, x1, bz1, ω1 >²< p, x, z, ω ◦ outputQ(p1, x1, bz1) > .

Ñåãà êàòî çàáåëåæèì, ÷å õut(p̃1, b, 0) = outputQ(p1, x1, bz1)
ïîëó÷àâàìå, ÷å:

< p1, x1, bz1, ω1 >²< p, x, z, ω > .

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå
çà p̃ è p̃2, êîåòî íè äàâà, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p, x, z, ω >²< p2, x2, γ2z2, ω2 > .

Ñ òîâà ïîëó÷àâàìå, ÷å è èçâîäúò:

< p1, x1, γ1z1, ω1 >²< p2, x2, γ2z2, ω2 >

å îïðåäåëåí è, ÷å q′ = q′2, òîåñò q′1 = q′2.
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Ñ òîâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å íàïðàâåíà, êîåòî äîêàçâà ëåìàòà.

Òâúðäåíèå 6 Íåêà q′1, q
′
2 ∈ Q′, β1 ∈ Ω∗, p1, p2 ∈ P . Òîãàâà àêî

(δ′)∗(q′1, β1) = q′2

è
< p1, (λ

′)∗(q′1, β1), ε, ε >²< p2, ε, γ1, ω1 >,

òî ñúùåñòâóâà èçâîä

< p̃1, β1, ε, ε >²< p̃2, ε, γ2, ω1 >,

çà êîéòî p̃1 =< q′1, p1, ε > è p̃2 =< q′2, p2, z > çà íÿêîå z.
Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî è íåêà

q′1, q′2, β1, p1, p2, γ1 è ω1 óäîâëåòâîðÿâàò ïðåäïîñòàâêàòà íà òâúðäåíè-
åòî. Äà ðàçãëåäàìå íàé-äúëãèÿ âúçìîæåí èçâîä, çàïî÷âàù ñ êîíôè-
ãóðàöèÿòà < p̃, β1, ε, ε >, êúäåòî p̃ =< q′1, p1, ε >. Íåêà òîâà å:

< p̃1, β1, ε, ε >²< p̃, β, γ, ω > .

Îò äåôèíèöèÿòà íà ∆̃ è d̃ ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêî ñúñòîÿíèå, ïîëó-
÷åíî ïî òîçè èçâîä å â ìíîæåñòâîòî P̃ ∪ Q̃0. Â ÷àñòíîñò è p ∈ P̃ ∪ Q̃0.
Íåêà q′, p, z è x ñà òàêèâà, ÷å p̃ =< q′, p, x, z, 0 > àêî p̃ ∈ Q̃0 è
p̃ =< q′, p, z > è x = ε èíà÷å. Íåêà β′ = β1β

−1. Òîãàâà îò òâúðäåíèå 4
ñëåäâà, ÷å:

(δ′)∗(q′1, β
′) = q′

< p, (λ′)∗(q′1, β1), ε, ε >²< p′, x(λ′)∗(q′, β), γz, ω >

Àêî äîïóñíåì, ÷å β = ε è p̃ ∈ P̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å q′ = q′2 è p2 = p, êîåòî
å ïðîòèâîðå÷èå, ñ òîâà, ÷å òâúðäåíèåòî íå å èçïúëíåíî çà p1, q′1, p2,
q′2 è β1. Ñåãà îò ìàêñèìàëíîñòòà íà èçâîäà ñëåäâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà
ïðåõîä îò < p̃, β, γ, ω >. Èìàìå òðè âúçìîæíîñòè:

1. p̃ ∈ P̃ , b å ïúðâàòà áóêâà íà β, íî ∆̃(p̃, b) íå å äåôèíèðàíà.
Òîãàâà òúé êàòî q2 = (δ′)∗(q′1, β1) = (δ′)∗(q′, β), òî δ′(q′, b) å äåôè-
íèðàíà. Òîãàâà îñòàâà äà íå å äåôèíèðàíà walkP (p, (λ′)(q′, b)).
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Ñïîðåä ëåìà 3 â òîçè ñëó÷àé íå ñúùåñòâóâà èçâîä îò êîíôèãó-
ðàöèÿòà:

< p, λ′(q′, b)α, γz, ω >

ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |λ′(q′, b)| − 1, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
ôàêòà, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p, (λ′)∗(q′, β), γz, ω >²< p2, ε, γ2, ω2 > .

2. p̃ ∈ Q̃0, γ = bγ′, γ′ 6= ε è d̃(p̃, b, 1) íå å äåôèíèðàíà. Òîãàâà
ïîëó÷àâàìå, ÷å íå å äåôèíèðàíà è ôóíêöèÿòà d(p, b, 1) èëè, ÷å
d(p, b, 1) ∈ P è íå å äåôèíèðàíà walkP (d(p, b, 1), x). Â ïúðâèÿ
ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå, ÷å íÿìà ïðåõîä è îò êîíôèãóðàöèÿòà:

< p, x(λ′)∗(q′, β), γz, ω > .

Âúâ âòîðèÿ ïðèëàãàìå ëåìà 3 è ïîëó÷àâàìå, ÷å íå ñúùåñòâóâà
èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |x| − 1 îò êîíôèãóðàöèÿòà

< d(p, b, 1), xλ(q′, β), γ′z, ω >,

êîåòî ñúùî å ïðîòèâîðå÷èå.

3. p̃ ∈ Q̃, γ = b. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å íå
å äåôèíèðàíà ñòîéíîñòòà walkQ(p, x, bz). Îò ëåìà 4 ñëåäâà, ÷å
íàé-äúëãèÿò èçâîä ñ íà÷àëíà êîíôèãóðàöèÿ

< p, xλ(q′, β), γz, ω >

èëè ñúäúðæà ïî-ìàëêî îò |x| ïðåõîäà îò òèï 1, èëè çàâúðøâà â
ñúñòîÿíèå q ∈ Q. È â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ
ôàêòà, ÷å:

< p, (λ′)∗(q′, β), γz, ω >²< p2, ε, γ2, ω2 > .

Ñåãà ñìå ãîòîâè äà äîêàæåì, ÷å fT̃ = fT ◦ fT ′ .
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Íåêà ïúðâî β ∈ Dom(fT̃ ). Òîâà ïî äåôèíèöèÿ îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâàò p̃1 ∈ P̃ è p̃2 ∈ Q̃, çà êîèòî:

< s̃, β, ε, ε >²< p̃1, ε, γ, ω1 >

< φ̃(p̃1), ε, γ, ω1 >²< p̃2, ε, ε, ω2 > .

Íåêà p̃1 =< q′1, p1, z1 >, p̃2 =< q′2, p2, x2, z2, 0 >. Ïîñëåäíîòî å â ñèëà,
çàùîòî ψ̃(p̃2) å äåôèíèðàíà. Òîãàâà îò òâúðäåíèå 4, ïðèëîæåíî çà
s̃ =< s′, s, ε > è p̃1 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

(δ′)∗(s′, β) = q′1
< s, (λ′)∗(s′, β)φ′(q′1), ε, ε >²< p1, φ

′(q′1), γz1, ω1 > .

Òîâà, ÷å φ′(q′1) å äåôèíèðàíà, îçíà÷àâà, ÷å β ∈ Dom(fT ′) è ñëåäî-
âàòåëíî fT ′(β) = (λ′)∗(s′, β)φ′(q′1).

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà φ̃ èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

1. walkP (p1, φ
′(q′1)) ∈ Q. Òîãàâà ïîëàãàìå

p3 = walkP (p1, φ
′(q′1))

x3 = restP (p1, φ
′(q′1))

z3 = z1printP (p1, φ
′(q′1)).

Ñëåäîâàòåëíî φ̃(p̃1) =< q′1, p3, x3, z3, 1 >. Îò äðóãà ñòðàíà îò
ëåìà 3 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èçâîäúò:

< p1, φ
′(q′1), γz1, ω1 >²< p3, x3, γz3, ω1 > (6)

Íåêà ðàçãëåäàìå ñåãà èçâîäà:

< φ̃(p̃1), ε, γ, ω1 >²< p̃2, ε, ε, ω2 > .

Íåêà < p̃4, ε, γ4, ω4 > å ïîñëåäíàòà êîíôèãóðàöèÿ îò íåãî, çà
êîÿòî p̃4 ∈ Q̃1. Íåêà p̃4 =< q′1, p4, x4, z4, 1 >. Òîãàâà ïî ëåìà 5
ñëåäâà, ÷å

< p3, x3, γz3, ω1 >²< p4, x4, γ4z4, ω4 > (7)
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Òúé êàòî q̃2 ∈ Q̃0 ñúùåñòâóâà ïðåõîä îò < p̃4, ε, γ4, ω4 >. Íåêà
òîâà å:

< p̃4, ε, γ4, ω4 >`< f̃, ε, γf , ωf > .

Îò äåôèíèöèÿòà íà d̃ è îò ëåìà 3 è ëåìà 4 ñå âèæäà, ÷å â òîçè
ñëó÷àé f̃ =< q′, φ(p), ε, z, 0 >, êúäåòî p ∈ P è îñâåí òîâà:

< p4, x4, γ4z4, ω4 >²< p, ε, γfz, ωf > . (8)

Ñåãà êàòî îáåäèíèì ðåçóëòàòèòå 6, 7 è 8 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñ-
òâóâà èçâîäúò:

< p1, φ
′(q′1), γ1, ω1 >²< p, ε, γz, ωf > . (9)

Òúé êàòî
< f̃, ε, γ, ωf >²< p̃2, ε, ε, ω2 >

è f̃ ∈ Q̃0 è p̃2 ∈ Q̃0 îò òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å å äåôèíèðàí è
èçâîäúò:

< f, ε, γz, ωf >²< p2, ε, z2, ω2 > (10)
Íàêðàÿ îò äåôèíèöèÿòà íà ψ̃ ïîëó÷àâàìå, ÷å

fT̃ (β) = ω2 ◦ outputQ(p2, ε, z2) ◦ ψ(walkQ(p2, ε, z2)

è îñâåí òîâà
printQ(p2, ε, z2) = ε.

Ñåãà êàòî ïðèëîæèì ëåìà 4 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

< p2, ε, z2, ω2 >²
< walkQ(p2, ε, z2), ε, printQ(p2, ε, z2), ω2 ◦ printQ(p2, ε, z2) > .

Ñåãà êàòî îáåäèíèì 9, 10 è 11 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

< s, fT ′(β), ε, ε >²< p, ε, γz, ωf >

< φ(p), ε, γz, ωf >²< walkQ(p2, ε, z2), ε, ε, ω2 ◦ outputQ(p2, ε, z2) > .

Ñåãà ïî äåôèíèöèÿ èìàìå, ÷å

fT (fT ′(β)) = ω2 ◦ outputQ(p2, ε, z2) ◦ ψ(walkQ(p2, ε, z2)) = fT̃ (β).
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2. Âòîðèÿò ñëó÷àé ñå ñâåæäà äî ïúðâèÿ êàòî âçåìåì â ïðåäâèä, ÷å
òîãàâà p = walkP (p1, φ

′(q′1)) ∈ P . Òîãàâà íàïðàâî ïîëó÷àâàìå,
÷å φ̃(p̃1) =< q′1, f, ε, z, 0 > â ñúùèòå îçíà÷åíèÿ êàòî â ïúðâèÿ
ñëó÷àé. Ñåãà îáà÷å äèðåêòíî îò ëåìà 3 èìàìå, ÷å:

< p1, φ
′(q′1), γ1z1, ω1 >²< p, ε, γ1z, ωf > .

Îòòóê íàòàòúê ðàçñúæäåíèÿòà ñà ñúùèòå.

Íåêà ñåãà β ∈ Dom(fT ′) è fT ′(β) ∈ Dom(fT ). Íåêà òîãàâà:

q′1 = (δ′)∗(s′, β)

< s, (λ′)∗(s′, β)φ′(q′), ε, ε >²< p1, φ
′(q′), γ1, ω1 >

< p1, φ
′(q′), γ1, ω1 >²< p2, ε, γ2, ω2 >

< φ(p2), ε, γ2, ω2 >²< p3, ε, ε, ω3 >,

êúäåòî p1, p2 ∈ P , p3 ∈ Q. Òîãàâà îò ïúðâèòå äâà èçâîäà è îò òâúðäå-
íèå 6 ñëåäâà, ÷å:

< s̃, β, ε, ε >²< p̃, ε, γ′1, ω1 >,

êúäåòî p̃ =< q′1, p1, z1 > çà íÿêîå z1. Òîãàâà îò ëåìà 6 ïîëó÷àâàìå, ÷å
γ1 = γ′1z1. Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà φ̃(p̃1) ñëåäâà, ÷å òÿ å äåôèíèðàíà
àêî å äåôèíèðàíà è ôóíêöèÿòà walkP (p1, φ

′(q′1)). Íî îò ëåìà 3 òîâà å
òàêà, çàùîòî èíà÷å îò êîíôèãóðàöèÿòà < p1, φ

′(q′1), γ1, ω1 > íÿìàøå
äà èìà èçâîä ñ äúëæèíà ïî-ãîëÿìà îò |φ′(q′1)| − 1, êîåòî î÷åâèäíî íå
å âÿðíî.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå íàé-äúëãèÿ èçâîä ñ íà÷àëî

< φ̃(p̃1), ε, γ
′
1, ω1 >²< f̃, ε, γ′2, ω

′
2 >,

êîéòî ìèíàâà ñàìî ïðåç ñúñòîÿíèÿ îò Q̃1. Íåêà f̃ =< q′1, f, x, z, 1 >.
Òîãàâà îò òâúðäåíèå 5 ñëåäâà, ÷å:

< p1, φ
′(q′), γ′1z1, ω1 >²< f, x, γ′2z, ω

′
2 > .
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Îò ëåìà 4 è ëåìà 3, òúé êàòî îò < f, x, γ′2z, ω
′
2 > èìà èçâîä äî

< p2, ε, γ2, ω2 >, ñëåäâà, ÷å îò êîíôèãóðàöèÿòà < f̃, ε, γ′2, ω
′
2 > ñúùåñ-

òâóâà ïðåõîä (ôóíêöèÿòà d̃ å äåôèíèðàíà). Òîãàâà îòíîâî îò ìàêñè-
ìàëíîñòòà íà èçâîäà ñúñ ñúñòîÿíèÿ îò Q̃1 ñëåäâàùàòà êîíôèãóðàöèÿ
òðÿáâà äà å ñúñ ñúñòîÿíèå â Q̃0. Ñåãà îòíîâî îò ëåìà 3 è ëåìà 4 ñëåäâà,
÷å:

< f̃, ε, γ′2, ω
′
2 >`< p̃2, ε, γ

′
3, ω2 >,

êúäåòî p̃2 =< q′1, φ(p2), ε, z2, 0 > è γ2 = γ′3z2. Òîãàâà

< φ(p2), ε, γ2, ω2 >²< p3, ε, ε, ω3 >

è îò òâúðäåíèå 6 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà è èçâîäúò:

< p̃2, ε, γ
′
3, ω2 >²< p̃3, ε, ε, ω

′
3 >,

çà íÿêîå p̃3 =< q′1, p
′
3, ε, z3 > è ω′3. Ñåãà îò òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å:

< φ(p2), ε, γ2, ω2 >²< p′3, ε, z3, ω
′
3 >

Òúé êàòî îò ïîñëåäíàòà êîíôèãóðàöèÿ èìà ïðåõîä äî < p3, ε, ε, ω3 >,
òî walkQ(p′3, ε, z3) å äåôèíèðàíà è îò ëåìà 4 ñëåäâà, ÷å walkQ(p′3, ε, z3) =

p3 printQ(p′3, ε, z3) = ε. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ψ̃(p̃3) å äåôèíèðàíà. Òîâà
ïîêàçâà, ÷å β ∈ Dom(fT̃ ). Òúé êàòî β áåøå ïðîèçâîëíà îò äåôè-
íèöèîííàòà îáëàñò íà fT ◦ fT ′ , òî ïîëó÷àâàìå, ÷å Dom(fT ◦ fT ′) ⊂
Dom(fT̃ ). Ïî-ðàíî âèäÿõìå è îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå çàåäíî ñ ðàâåíñ-
òâîòî fT̃ (β) = fT (fT ′(β)). Ñëåäîâàòåëíî fT̃ = fT ◦ fT ′ . Òîâà çàâúðøâà
è äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 6
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4 Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè
Â òàçè ÷àñò ùå îòäåëèì êëàñ îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, çà êîèòî ìî-
æåì äà ïîñòðîèì FIFO-òðàíääþñåð. Âñúùíîñò çà äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò íà òåçè ôóíêöèè ìîæåì äà ñè ìèñëèì êàòî çà ðåãóëÿðíè ìíî-
æåñòâà íàä àçáóêà Σ, êîèòî ñà ðàçãðàíè÷åíè ñ ìàðêåðè (áóêâè) íà
äðóãà, ÷óæäà ñ Σ, àçáóêà Ω. Â îòäåëíèòå ó÷àñòúöè íà òàêà íàêúñàíà-
òà äóìà ïðèëàãàìå ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè. Òîâà êàêúâ
òî÷íî ïðåîáðàçóâàòåë òðÿáâà äà ïðèëîæèì ñå îïðåäåëÿ îò ïðî÷åòå-
íàòà äî ìîìåíòà äóìà, êîÿòî ñìå îáðàáîòèëè, è êðàåí áðîé ñåãìåíòà
îò äóìàòà, êîÿòî íè ïðåäñòîè äà ïðî÷åòåì.

Ïúðâî ùå äåôèíèðàìå ôîðìàëíî òåçè ôóíêöèè. Ñëåä òîâà ùå
ïîñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåð çà âñÿêà òàêàâà ôóíêöèÿ, à ïîñëå è áè-
ìàøèíà. Òîâà ùå îçíà÷àâà, ÷å äåéñòâèòåëíî ñìå îòäåëèëè ïîäêëàñ
îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè. Íàêðàÿ ùå ïîêàæåì è äâå ñâîéñòâà íà Ω-
ïðåäñòàâèìèòå ôóíêöèè. Ùå ïîêàæåì óñòîé÷èâîñò îòíîñíî êîìïî-
çèöèÿ îòëÿâî ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë. Íàêðàÿ ùå ðàç-
ãëåäàìå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà êîìïîçèöèÿ íà äâå Ω-ïðåäñòàâèìè
ôóíêöèè, êîèòî çàïàçâàò ïðåäñòàâèìîñòòà.

Â ïîíàòàòúøíèòå íè ðàçãëåæäàíèÿ â òàçè ÷àñò Σ è Ω ñà àçáóêè,
êîèòî ñà âçàèìíî÷óæäè:

Σ ∩ Ω = ∅.

4.1 Äåôèíèöèè
Äåôèíèöèÿ 13 Pref(Ω) = (Σ ∪ Ω)∗Ω ∪ {ε}

Äåôèíèöèÿ 14 Çà äóìà β = b1 . . . bn ∈ (Σ ∪ Ω)∗ ñ |β|Ω îçíà÷àâàìå
áðîÿ íà áóêâèòå bi ∈ Ω.

Äåôèíèöèÿ 15 Çà äóìà β ∈ (Σ ∪ Ω)∗ j − Ω-ïðåäñòàâêà íà β íàðè-
÷àìå ïðåäñòàâêàòà Pj(β), çà êîÿòî:

1. Pj(β) = β àêî |β|Ω < j è

2. Pj(β) ∈ Pref(Ω) ñ |Pj(β)|Ω = j èíà÷å.
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Ñåãà äåôèíèðàìå j−Ω-íàñòàâêà íà β êàòî Sj(β) = Pj(β)−1β è j−Ω-
èíôèêñ íà β êàòî Ij(β) = P−1

j−1(β)Pj(β).

Äåôèíèöèÿ 16 Êàçâàìå, ÷å åäíà äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò ∼R íàä äóìè îò (Σ∪Ω)∗ å Ω-êðàéíà àêî ñúùåñòâó-
âà åñòåñòâåíî ÷èñëî k, òàêîâà ÷å çà âñåêè β, γ ∈ (Σ∪Ω)∗ ñ |β|Ω ≥ k
å â ñèëà, ÷å β ∼R βγ.

Äåôèíèöèÿ 17 Çà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò îò êðàåí èíäåêñ
∼L íàä äâîéêè îò äóìè îò (Pref(Ω) × (Σ ∪ Ω)∗) ∪ ((Σ ∪ Ω)∗ × {ε})
êàçâàìå, ÷å å Ω-êðàéíî îïðåäåëèìà ïîñðåäñòâîì Ω-êðàéíàòà, äÿñíî-
èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ ∼R àêî ñà â ñèëà ñâîéñòâàòà:

1.
∀α′, α′′, (ε, α′) ∼L (ε, α′′)

2.

∀α′, β′, α′′, β′′ : (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) & β′ ∼R β′′ ⇒
(α′P1(β

′), S1(β
′)) ∼L (α′′P1(β

′′), S1(β
′′)).

Äåôèíèöèÿ 18 Êàçâàìå, ÷å f : (Pref(Ω) × (Σ ∪ Ω)∗ ∪ (Σ ∪ Ω)∗ ×
{ε}) → Ξ∗ å Ω-ïðåäñòàâèìà àêî ñúùåñòâóâàò:

1. Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ðåëàöèÿ ∼R

2. Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ðåëàöèÿ ∼L, îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì ∼R

è

3. ïîäïîñëåäîâàòåëíè òðàíñäþñåðè T[α][β], òàêèâà ÷å T[α′][β′] = T[α′′][β′′]
âèíàãè êîãàòî (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) è β′ ∼R β′′.

ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å:

f(α, ε) = ε è
f(α, β) = T[α][β] (P1(α))f(αP1(β), S1(β)) àêî β 6= ε.
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Äåôèíèöèÿ 19 f : (Σ ∪ Ω)∗ → Ξ∗ å Ω-êðàéíîïðåäñòàâèìà, àêî ñú-
ùåñòâóâà Ω-ïðåäñòàâèìà g : (Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗)∪((Σ∪Ω)∗×{ε}) →
Ξ∗ ñúñ ñâîéñòâîòî f(α) = g(ε, α) çà âñÿêà äóìà α.

Äåôèíèöèÿ 20 Çà α ∈ (Σ ∪ Ω)∗ äåôèíèðàìå

• base(α) å k − Ω-ïðåäñòàâêà íà α, êúäåòî k = |α|Ω.
• last(α) = base(α)−1α.

Äåôèíèöèÿ 21 Íåêà f å Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ôóíêöèÿ. Íåêà f ñå
îïðåäåëÿ îò ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå òðàíñäþñåðè

T[α][β] = ((Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q[α][β], s[α][β], δ[α][β], λ[α][β], φ[α][β]).

Òîãàâà äåôèíèðàìå:

1. Çà q ∈ Q[α][β] ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ òðàíñäþñåð T[α][β](q):

T[α][β](q) = ((Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q[α][β], q, δ[α][β], λ[α][β], φ[α][β]).

2. statef (α, β) ñúñòîÿíèå íà T[base(α)][last(α)β] êàòî:

statef (α, β) = δ∗[base(α)][last(α)β](s[base(α)][last(α)β], last(α)).

3. f ∗ : (Σ ∪ Ω)∗ × (Σ ∪ Ω)∗ → Ξ∗ åñòåñòâåíî ðàçøèðåíèå íà f ñå
äåôèíèðà êàòî:

f ∗(α, β) = T[base(α)][last(α)β](statef (α, β))(P1(β)) ◦ f(αP1(β), S1(β)).

Çàáåëåæêà 5 Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

f ∗(ε, β) = T[ε][β](s[ε][β])(P1(β)) ◦ f(P1(β), S1(β)) = f(ε, β).

Ùå çàâúðøèì òîçè ïîðàãðàô ñúñ ñëåäíèÿ ôàêò, êîéòî ùå èçïîë-
çâàìå â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè íà òàçè ÷àñò:
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Ôàêò 1 Àêî ∼ e äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ ñ èíäåêñ m íàä ìíî-
æåñòâî îò äóìè X∗, à Y ⊂ X∗, òî è ðåëàöèÿòà x1 ∼P x2 äåôèíè-
ðàíà çà âñåêè äâå x1, x2 ∈ X∗ ÷ðåç:

∀y1, y2 ∈ Y (y1 ∼ y2 ⇒ y1x1 ∼ y2x2)

å äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò ñ èíäåêñ ind(∼P

) ≤ mm.

Íàèñòèíà òîâà, ÷å ∼P å ðåôëåêñèâíà ñëåäâà îò òîâà, ÷å ∼ å äÿñíî-
èíâàðèàíòíà. Òîãàâà àêî y1 ∼ y2, òî è y1x ∼ y2x. Òîâà, ÷å ∼P å ñèìåò-
ðè÷íà è òðàíçèòèâíà ñëåäâà äèðåêòíî îò ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà ∼.
Äÿñíàòà èíâàðèíòíîñò ñúùî å î÷åâèäíà. Íàèñòèíà àêî z å ïðîèçâîë-
íî è çà âñåêè y1 ∼ y2 å â ñèëà:

y1x1 ∼ y2x2,

òî è y1x1z ∼ y2x2z, çàùîòî ∼ å äÿñíî-èíâàðèàíòíà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
x1z ∼P x2z, îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ∼P å äÿñíî-èíâàðèàíòíà.

Çà äà ïîëó÷èì îöåíêàòà çà èíäåêñà íà ∼P äà ðàçãëåäàìå èçîá-
ðàæåíèåòî F ([x]∼P

), êîåòî íà åäèí êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò îò ∼P

ñúïîñòàâÿ ôóíêöèÿ F ([x]∼P
)([y]∼) = [yx]∼, çà âñåêè êëàñ íà åêâè-

âàëåíòíîñò, ïîðîäåí îò y ∈ Y . Îò äåôèíèöèÿòà íà ∼P ñëåäâà, ÷å
F ([x]∼P

) å êîðåêòíî äåôèíèðàíà, çàùîòî àêî x1 ∼P x2 y1 ∼ y2, òî è
y1x1 ∼ y2x2, òîåñò [y1x1]∼ = [y2x2]∼. Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò òî-
âà, ÷å áðîÿò íà ôóíêöèèòå îò åäíî ìíîæåñòâî ñ m åëåìåíòà â äðóãî
ìíîæåñòâî ñ m åëåìåíòà íå íàäìèíàâà mm.

4.2 Êîíñòðóêöèÿ íà FIFO-òðàíñäþñåð ïî äàäåíà
Ω-îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ

Öåëòà íè ñåãà å äà êîíñòðóèðàìå FIFO-òðàíñäþñåð ïî çàäàäåíà Ω-
(êðàéíî)îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ. Òîâà ùå íàïðàâèì â ïðîöåñà íà äîêà-
çàòåëñòâî íà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 7 Çà âñÿêà Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ôóíêöèÿ f : (Σ∪Ω)∗ → Ξ∗

ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð T , êîéòî ðàçïîçíàâà f , òîåñò fT = f .
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ∼R å Ω-êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò
ñ ïàðàìåòúð k, êîÿòî Ω-îïðåäåëÿ ðåëàöèÿòÿ ∼L, à T[α][β] ñà ïîäïîñëå-
äîâàòåëíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè, êîèòî îïðåäåëÿò f , òîåñò:

f(α) = g(ε, α),

êúäåòî g : Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗∪(Σ∪Ω)∗×{ε} → (Σ∪Ω)∗ å äåôèíèðàíà
îò ðàâåíñòâàòà:

g(α, β) =

{
ε, àêî β = ε

T[α][β](P1(β) ◦ g(αP1(β), S1(β))

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, ùå íè
òðÿáâàò íÿêîëêî ïîìîùíè òâúðäåíèÿ, êîèòî ùå èìàò çà öåë äà ïðå-
íåñåì ðåëàöèÿòà ∼L ñàìî âúðõó ïúðâàòà êîìïîíåíòà îò äâîéêàòà.
Çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà:
Ëåìà 5 Íåêà ðåëàöèÿòà ∼GR⊂ (Σ ∪ Ω)∗ × (Σ ∪ Ω)∗ å äåôèíèðàíà
êàòî:

β′ ∼GR β′′ ⇔ ∀α′, α′′(α′ ∼R α′′ ⇒ (α′β′ ∼R α′′β′′)).

Òîãàâà ∼GR å Ω-êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà, ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåí-
òíîñò ñ ïàðàìåòúð k.
Äîêàçàòåëñòâî: Òîâà, ÷å ∼GR å äÿñíî-èíâàðèàíòíà, êðàéíà ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò ñëåäâà äèðåêòíî îò ôàêò 1. Òàêà ÷å, òðÿáâà äà
ïîêàæåì ñàìî, ÷å àêî |β′|Ω ≥ k, òî çà âñÿêî γ ∈ (Σ ∪ Ω)∗ â ñèëà, ÷å:

β′γ ∼GR β′.

Íàèñòèíà, íåêà α′ ∼R α′′. Òîãàâà èìàìå, ÷å α′β′ ∼R α′′β′. Òúé êàòî
|β′|Ω ≥ k, òî è |α′β′| ≥ k è |α′′β′|Ω ≥ k. Ñåãà îò äÿñíàòà èíâàðèàíòíîñò
íà ∼R ïîëó÷àâàìå, ÷å:

α′β′γ ∼R α′′β′γ.

Îñòàíà äà èçïîëçâàìå, ÷å ∼R å Ω-êðàéíà. Òîãàâà îò |α′β′| ≥ k è
|α′′β′| ≥ k ïîëó÷àâàìå, ÷å:

α′β′ ∼R α′β′γ è
α′′β′ ∼R α′′β′γ.
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Îòòóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å:

α′β′γ ∼R α′′β′.

Íî α′ è α′′ áÿõà ïðîèçâîëíè, îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å:

β′ ∼GR β′γ,

òîåñò ∼GR íàèñòèíà å Ω-êðàéíà ñ ïàðàìåòúð k.
Ñëåäâàùàòà ëåìà ïîêàçâà êàê ìîæåì äà "ïðåõâúðëèì" ðåëàöèÿòà

∼L ñàìî âúðõó ïúðâàòà êîìïîíåíòà íà äâîéêàòà:

Ëåìà 6 Íåêà ðåëàöèÿòà ∼GL⊂ (Σ ∪ Ω)∗ ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí:

α′ ∼GL α′′,

òî÷íî êîãàòî ñà â ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. α′ ∈ Pref(Ω) ⇔ α′′ ∈ Pref(Ω).

2. àêî α′ ∈ Pref(Ω) è α′′ ∈ Pref(Ω), òî:

α′ ∼R α′′ è
∀β′ ∼GR β′′ ⇒ (α′, β′) ∼L (α′′, β′′).

Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. ∼GL êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

2. Íåêà α′ ∼GL α′′ è α′ ∈ Pref(Ω), à S1(β
′) ∼GR S1(β

′′) è P1(β
′) ∼GR

P1(β
′′). Òîãàâà:

α′P1(β
′) ∼GL α′′P1(β

′′).

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Òîâà, ÷å ∼GL å ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà å î÷åâèäíî. Ùå ïî-
êàæåì, ÷å ∼GL å ðåôëåêñèâíà. Àêî α 6∈ Pref(Ω) òâúðäåíèå-
òî å î÷åâèäíî. Çàòîâà ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ, êîãàòî α ∈
Pref(Ω).
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È òàêà íåêà α ∈ Pref(Ω) è β′ ∼GR β′′. Òîãàâà å â ñèëà, ÷å:
αβ′ ∼R αβ′′.

Ïî äåôèíèöèÿ å âÿðíî, ÷å:
(ε, αβ′) ∼L (ε, αβ′′).

Ñ èíäóêöèÿ ïî i ≤ |α|Ω ùå ïîêàæåì, ÷å:
(Pi(α), Si(α)β′) ∼L (Pi(α), Si(α)β′′).

Âå÷å ïðîâåðèõìå òâúðäåíèåòî ïðè i = 0. Äà äîïóñíåì, ÷å çà
íÿêîå i òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Òîãàâà òúé êàòî β′ ∼GR β′′ ïîëó-
÷àâàìå, ÷å:

Si(α)β′ ∼R Si(α)β′′.

Òîâà çàåäíî ñ:
(Pi(α), Si(α)β′) ∼L (Pi(α), Si(α)β′′).

è äåôèíèöèÿòà íà ∼L (Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà îò ∼R) íè äàâà, ÷å:
(Pi+1(α), Si+1β

′) ∼L (Pi+1(α), Si+1(α)β′′).

Òîâà çàâúðøâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà è ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà,
÷å:

(Pi(α), Si(α)β′) ∼L (Pi(α), Si(α)β′′)

çà âñÿêî i ≤ |α|Ω. Â ÷àñòîíñò ïðè i = |α|Ω ïîëó÷àâàìå, ÷å:
(α, β′) ∼L (α, β′′).

Òîâà, ÷å α ∼R α å î÷åâèäíî è ñëåäîâàòåëíî α ∼GL α à âñÿêî α.
Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å ∼GL å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Òîâà, ÷å
∼GL å êðàéíà ñëåäâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî è â äîêàçàòåëñòâî-
òî íà ôàêòà 1. Âñúùíîñò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼GL

ñà èçîìîðôíè íà ôóíêöèè ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò êðàéíî ìíî-
æåñòâî è ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò
íà ∼L, êîåòî ñúùî å êðàéíî.
Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà ÷àñò íà òâúð-
äåíèåòî:
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2. Òúé êàòî S1(β
′) ∼GR S1(beta

′′), òî â ÷àñòíîñò S1(β
′) å äåôèíèðà-

íî òî÷íî êîãàòî S1(β
′′) å äåôèíèðàíî. Òîåñò α′P1(β) ∈ Pref(Ω) ⇔

α′′P1(β
′′) ∈ Pref(Ω). Àêî α′P1(β

′) 6∈ Pref(Ω), òî è α′′P1(β
′′) 6∈

Pref(Ω). Çàòîâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî α′P1(β
′) ∈ pref(Ω).

Òîãàâà êàêòî âèäÿõìå ïî ãîðå èìàìå, ÷å:
α′′P1(β

′′) ∈ Pref(Ω).

Ñåãà èìàìå, ÷å:
α′ ∼R α′′

è P1(β
′) ∼GR P1(β

′′). Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼GR ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å:

α′P1(β
′) ∼R α′′P1(β

′′).

Ñåãà îñòàâà äà ïðîâåðèì, ÷å àêî α′P1(β
′) ∈ Pref(Ω) è α′′P1(β

′′) ∈
Pref(Ω), à γ′ ∼GR γ′′, òî å â ñèëà, ÷å:

(α′P1(β
′), γ′) ∼L (α′′P1(β

′′), γ′′).

Äà çàáåëåæèì, ÷å P1(β
′)γ′ ∼GR P1(β

′′)γ′′. Íàèñòèíà àêî x′ ∼R x′′,
òî îò äåôèíèöèÿòà íà ∼GR ïîëó÷àâàìå, ÷å:

x′P1(β
′) ∼R x′′P1(β

′′).

Ñåãà îò γ′ ∼GR γ′′ ïîëó÷àâàìå, ÷å:
x′P1(β

′)γ′ ∼R x′′P1(β
′′)γ′′.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å P1(β
′)γ′ ∼GR P1(β

′′)γ′′ è òúé êàòî α′ ∼GL α′′

ïîëó÷àâàìå, ÷å:
(α′, P1(β

′)γ′) ∼L (α′′, P1(β
′′)γ′′).

Ñåãà îáà÷å P1(β
′)γ′ ∼R P1(β

′′)γ′′ è îò óñëîâèåòî, ÷å ∼L ñå îïðå-
äåëÿ îò ∼R çàêëþ÷àâàìå, ÷å:

(α′P1(β
′), γ′) ∼L (α′′P1(β

′′), γ′),

çàùîòî P1(β
′) ∈ Σ∗Ω è P1(β

′′) ∈ Σ∗Ω. Ñ òîâà, òúé êàòî γ′ ∼GR γ′′

áÿõà ïðîèçâîëíè, ñëåäâà, ÷å:
α′P1(β

′) ∼GL α′′P1(β
′′).

98



Ëåìà 7 Àêî ðåëàöèÿòà ∼R̃ å äåôèíèðàíà êàòî:

β′ ∼R̃ β′′ ⇔ P1(β
′) ∼GR P1(β

′′)&S1(β
′) ∼GR S1(β

′′),

òî ∼R̃ å Ω-êðàéíà ñ ïàðàìåòúð k +1. Îñâåí òîâà çà âñåêè α′ ∼GL α′′

è âñåêè β′ ∼R̃ β′′ å â ñèëà:

α′P1(β
′) ∼L α′′P1(β

′′) è
T[α′][β′] = T[α′′][β′′].

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâàòà ÷àñò ñëåäâà íåïîñðåäñâåíî îò ëåìà 5. Âòî-
ðàòà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò ëåìà 6 è äåôèíèöèÿòà íà T[α][β], êîÿòî
íå çàâèñè îò èçáîðà íà ïðåäñòàâèòåëè (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) è β′ ∼R β′′.

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 7
Ñ [β]R̃ ùå îçíà÷àâàìå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà β, îïðåäåëåí îò

ðåëàöèÿòà ∼R̃, à ñ [α]GL - êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà α, îïðåäåëåí
îò ðåëàöèÿòà ∼GL . Íåêà îùå k′ = k + 1.Íàêðàÿ äà ôèêñèðàìå è
êîìïîíåíòèòå íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè:

T[α][β] =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q[α][β], s[α][β], δ[α][β], λ[α][β], φ[α][β] >

Äåôèíèðàìå T =< (Σ ∪ Ω) × Ξ∗, Σ ∪ Ω, P,Q, s, ∆, d, λ, out, φ, ψ >
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1. P = {< [α]GL; [β1]R̃, [β2]R̃ . . . [βi]R̃, [], [], . . . [] > |1 ≤ i ≤ k′α, β, βj ∈
(Σ∪Ω)∗} å ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè k′+1-îðêè, íà êîèòî ïúðâèÿò
åëåìåíò å êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼GL, ñëåäâàò 1 ≤ i ≤ k′

êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà∼R̃, à îñòàíàëèòå åëåìåíòè ñà "ïðàç-
íè"êëàñîâå []. Ïúðâèÿò åëåìåíò ùå ñúîòâåòñòâà íà îíàçè ÷àñò îò
äóìàòà, êîÿòî âå÷å ñìå îáðàáîòèëè, à [βj]R̃ ñúîòâåòñòâàò íà êëà-
ñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ïîñëåäíèòå j Ω-íàñòàâêè íà ïðî-
÷åòåíàòà äî ìîìåíòà äóìà.

2. Q = {< q; [α, β]GL, [β]R̃; [β1]R̃, [β2]R̃, . . . [βi]R̃, [], [], . . . , []|0 ≤ i ≤
k′, α, β, βj ∈ (Σ ∪ Ω)}∗, q ∈ Q[α][β].

3. s =< [ε]GL; [ε]R̃, [], [], . . . [] >.
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4. Ôóíêöèÿòà ∆ äåôèíèðàìå òàêà:

∆(< [(α]GL; [β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] >, σ) =





< [α]L;

[β1 ◦ σ]R̃, . . . [βi ◦ σ]R̃, [], . . . , [] >

àêî σ ∈ Σ.

< [α]GL;

[β1 ◦ σ]R̃, . . . [βi ◦ σ]R̃, [ε]R̃, [], . . . , [] >

àêî σ ∈ Ω, i < k′.

< s[α][β1σ]; [α]GL, [β1 ◦ σ];

[β2 ◦ σ]R̃, . . . [β′k ◦ σ]R̃, [ε]R̃ >

σ ∈ Ω è i = k.

5. Ôóíêöèÿòà d äåôèíèðàìå íåçàâèñèìî îò j ∈ {0, 1}:

d(< q; [α]GL, [β]R̃; [β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] >, σ, j) =





< δ[α][β](q, σ); [α]GL, [β]R̃;

[β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] >,

àêî σ ∈ Σ è i ≥ 1

< [αP1(β)]GL; [β1]R̃, . . . [βk]R̃ >

àêî i = k′, σ ∈ Ω è !φ(δ[α][β](q, σ))

< s[(αP1(β)][β1]; [αP1(β)]GL,

[β2]R̃; [β2]R̃, . . . [βi]R̃, [], . . . [] >

1 ≥ i < k′, σ ∈ Ω è !φ(δ[α][β](q, σ))

6. λ(p, σ) = σ, çà âñÿêî p ∈ P , σ ∈ Σ ∪ Ω.

7. Ôóíêöèÿòà out íå çàâèñè îò [βi]R çà i ≥ 1, òîåñò:

out(< q; [(α]GL, [β]R̃; . >, σ, j) =

{
λ[α][β](q, σ), àêî σ ∈ Σ è j = 1

out[α][β](q, σ)φ[α][β](δ[α][β], σ)) èíà÷å
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8. φ([α]GL; [β1]R̃ . . . [βi]R̃, [] . . . []) = (s[α][β1]; [α]GL, [β1]R̃; [β2]R̃, . . . [βi]R̃, [], . . . [] >.

9.
ψ(q) =

{
ε àêî q =< s[α][β];[α]GL,[];[],...[] >

¬! èíà÷å.

Ëåìà 8 Íåêà x, y, z ∈ (Σ ∪ Ω)∗ à äóìè, à q′ ∈ Q è q′′ ∈ Q ñà äâå
ñúñòîÿíèÿ. Íåêà q′ èìà âèäà:

q′ = (< q; [(α]GL, [β]R̃; [β1]R̃, [β2]R̃ . . . [βi]R̃, [], . . . [] >

è íåêà:
(q′, x, yz, ω) ² (q′′, x, z, ω′).

Òîãàâà

• àêî i = k′, òî

q′′ = (< δ[α][β](q, y); [α]GL, [β]R̃; [β1]R̃, [β2]R̃ . . . [βi]R̃, [], . . . [] >

è
ω′ = ωλ[α][β](q

′, z)

• àêî i < k′ è y = P1(yz), òî

q′′ = (s[αP1(β)][S1(β)]; [αP1(β)]GL, [β1]R̃; [β2]R̃ . . . [βi]R̃, [], . . . , [])

è
ω′ = ωT[α][β](q)(y).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî íà 1 ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôè-
íèöèÿòà íà d ôóíêöèÿòà è ôàêòà, ÷å âñè÷êè ïðåõîäè â òîçè èçâîä ñà
îò âèäà 2 èëè 3 (d-ïðåõîäè). Òîãàâà ôóíöèÿòà d ñúâïàäà ñ δ[α][β], à out
ñ λ[α][β], ïðèëàãàíè ñúîòâåòíî ïî ïúðâàòà êîìïîíåíòà íà ñúñòîÿíèåòî.
Îñòàíàëèòå êîìïîíåíòè íå ñå ìåíÿò.

Âòîðàòà ÷àñò ñúùî ñëåäâà ëåñíî îò äåôèíèöèÿòà íà d è out. Âñúù-
íîñò áðîÿò íà íåçíà÷åùèòå [] ðàñòå ñàìî ïðè 0-ïðåõîä èëè ïðåõîä ñúñ
ñèìâîë îò Ω. Ïðè ïðåõîäè ñúñ ñèìâîë σ ∈ Σ ÷å d ïðîìåíÿ ñàìî ïúð-
âàòà êîìïîíåíòà íà ñúñòîÿíèåòî êàòî ïðèëàãà êúì íåÿ δ[α][β]. Â òîçè
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ñëó÷àé out ñúâïàäà ñúñ ôóíêöèÿòà λ[α][β], ïðèëàãàíà êúì ïúðâàòà
êîìïîíåíòà. Ïðè ïðåõîä ñúñ ñèìâîë îò Ω d å äåôèíèðàíà ñàìî àêî
δ[α][β](q, ω) âîäè â çàêëþ÷èòåëíî ñúñòîÿíèå è òîãàâà ïðèåìà ñòîéíîñò,
íåçàâèñåùà îò q:

< s[αP1(β)][S1(β)], [αP1(β)]GL[β1]R̃; [β2]R̃ . . . [βi]R̃, [], . . . , [] > .

Äîïúëíèòåëíî λ[α][β] ïðèëîæåíà êúì ïðåäõîäíîòî íà q′′ ñúñòîÿíèå
äîáàâÿ êîðåêòíî è φ-ôóíêöèÿòà, êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.

Ëåìà 9 Íåêà x, y, z ∈ (Σ ∪ Ω)∗ è íåêà p ∈ P å òàêîâà, ÷å:

< s, xy, ε, ε >²< p, y, z, ω > .

Íåêà |x|Ω = n. Òîãàâà å â ñèëà, ÷å:

• z = Sn−k′(x) àêî n ≥ k′ è z = x èíà÷å.

• p =< [α]GL; [β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] >, êúäåòî |z|Ω + 1 = i è βj ∼R̃

Sj−1(z) çà j ≤ i, à α ∼GL xz−1.

• ω = f(ε, xy)f(xz−1, zy)−1.

Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà x. Ïðè |x| = 0, p = s, z = ε è ω = ε.
Òúé êàòî |x|Ω < k, âñè÷êè òâúðäåíèÿ ñëåäâàò îò äåôèíèöèÿòà íà
∼GL.

Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñè÷êè x ñ äúëæèíà ≤ n. Íåêà

< s, xσy, ε, ε >²< p, σy, z, ω >,

êúäåòî p ∈ P . Àêî σ ∈ Sigma, òî |xσ|Ω = |x|Ω è ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

< p, σy, z, ω >`< p′, y, zσ, ω >,

êàòî àêî

p =< [α]LG; [β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] > òî
p′ =< [α]GL; [β1σ]R̃, . . . [βiσ]R̃, [] . . . [] >
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Òúé êàòî ∼R̃ å äÿñíî-èíâàðèàíòíà, òî òâúðäåíèÿòà îò óñëîâèå 2 çà
p′ ñëåäâàò îò ñúîòâåòíèòå óñëîâèÿ çà p. Ñâîéñòâàòà 1 è 3 ñúùî ñå
çàïàçâàò.

Íåêà σ ∈ Ω. Íåêà

p =< [α]GL; [β1]R̃, . . . [βi]R̃, [] . . . [] > .

Â çàâèñèìîñò îò i èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

1. i < k′. Òîãàâà z = x. Òîãàâà

< p, σy, z, ω >`< p′, y, zσ, ω >,

è zσ = xσ. Ñåãà

p′ =< [α]GL; [β1σ]R̃, . . . [βiσ]R̃, [ε]R̃, [] . . . [] >,

êîåòî îòðàçÿâà ïîÿâàòà íà ïîñëåäíàòà i + 1-à Ω-íàñòàâêà â xσ.
Òÿ å ïðàçíà, òàêà ÷å è òâúðäåíèåòî çà íåÿ ñëåäâà íåïîñðåäñòâå-
íî. Îñòàíàëèòå óñëîâèÿ 1-3 îòíîâî ñå çàïàçâàò, ïîðàäè äÿñíàòà-
èíâàðèàíòíîñò íà ∼R.

2. Íåêà i = k′. Òîãàâà èçâîäúò ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî:

< p, σy, z, ω >`< q, y, zσ, ω >²< q′, y, σ′z′, ω′ >`< p′, y, z′, ω′′ >

Íåêà
p =< [α]GL; [β1]R̃, . . . [βk′ ]R̃ > .

Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∆ ñëåäâà, ÷å

q =< s[α][βσ]; [α]GL, [β1σ]R̃; [β2σ]R̃, . . . [βk′σ]R̃, [ε]R̃ > .

Îò ëåìà 8 òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å

q′ =< δ∗[α][βσ](s[α][βσ], z(σ′z′)−1); [α]GL, [β1σ]R̃; [β2σ]R̃, . . . [βk′σ]R̃, [ε]R̃ > è
ω′ = ω ◦ λ∗[α][βσ](s[α][βσ], z(σ′z′)−1)

p′ =< [αP1(βσ)]GL; [β2σ]R̃ . . . [βkσ]R̃, [ε]R̃ > .
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Íî òúé êàòî q íå ñúäúðæà [] êîìïîíåíòè, òî σ′ ∈ Ω è z(σ′z′)−1 ∈
Σ∗. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å |z′|Ω = k′ è Sj(z

′) = Sj+1(zσ) çà j ≤ k′ − 1
è Sk′(z

′) = ε. Òúé êàòî βj+1σ ∼R̃ Sj+1(zσ) = Sj(z
′), à βk′ = ε, òî

âòîðî óñëîâèå ñå çàïàçâà â ÷àñòòà ñè çà ∼R. Òîâà, ÷å

(αP1(β1), S1(β1)) ∼L (x(z′)−1, z′),

ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å z′ = S1(zσ), zσ ∼R β1σ è îò òîâà, ÷å ∼R

îïðåäåëÿ ∼L ñëåäâà, ÷å (αP1(β1), S1(β1)) ∼L (x(z′)−1, z′).
Îò ëåìà 8 çàåäíî ñ äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà out ñëåäâà, ÷å
ω′′ = ω◦λ∗(s[α][β1σ], P1(zσ)) = ωT[α][β1σ](P1(zσ)). Íî ñåãà xz−1 ∼GL

xz−1 è òúé êàòî |zσ|Ω = k′, òî:

β1σ ∼R̃ zσ ∼R̃ zσy.

Îòòóê è îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çàåäíî ñ ëåìà 7 ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å:

T[xz−1][zσ] = T[xz−1][zσy]

è îñâåí òîâà:
(xz−1)P1(zσ) ∼GL αP1(β1σ).

Ñåãà 1, 2 è 3 ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî.
Ñ òîâà ïîêàçàõìå, âåðíîñòòà íà òâúðäåíèÿòà 1-3 è çà ïðîèçâîëíî

x ñ äúëæèíà n+1, îò êúäåòî îò ïðèíöèïà çà ìàòåìåòè÷åñêà èíäóêöèÿ
òâúðäåíèåòî ñëåäâà è çà ïðîèçâîëíî x.

Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå ëåìè 8 è ëåìà 9 ëåñíî ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà:
Òåîðåìà 8 fT = f .

Íàèñòèíà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(x) å äåôèíèðàíà òîãàâà ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò èçâîäè:

< s, x, ε, ε >²< p, ε, z, ω >, ñ p ∈ P

< φ(p), ε, ε, ω′ >

è òîãàâà Tf (x) = ω′. Îò ëåìà 9 èìàìå, ÷å ω = f(ε, x)f(xz−1, z)−1 è
îùå:

p =< [xz−1]GL; [z]R̃, S1(z)R̃ . . . [Si(z)]R̃, [], . . . [] > .
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Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿòà íà φ ñëåäâà, ÷å:

q0 = φ(p) =< s[xz−1][z]; [xz−1]GL, [z]R̃; [S1(z)]R̃, . . . [Si(z)]R̃, [] . . . [] > .

Òîãàâà îò âòîðàòà ÷àñò íà ëåìà 8 ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî:

< q0, ε, z, ω >²< q1, ε, S1(z), ω1 >,

òî âñúùíîñò:

q1 =< s[x(S1(z))−1][S1(z)]; [x(S1(z))−1]GL, [S1(z)]R̃; [S2(z)]R̃, . . . [Si(z)]R̃, [], . . . [] >

ω1 = ωλ∗[xz−1][z](P1(z)) = ωT[xz−1][z](P1(z))

Îòòóê ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà j ñëåäâà, ÷å àêî:

< q0, ε, z, ω >²< qj, ε, Sj(z), ωj >,

òî

qj =< s[x(Sj(z))−1][Sj(z)]; [x(Sj(z))−1]GL, [Sj(z)]R̃; [Sj+1(z)]R̃, . . . [Si(z)]R̃, [], . . . [] >

ωj = ωj−1λ
∗
[xz−1][z](P1(z)) = ω

∏j
k=0 T[xPk(z)][Sk(z)](Ik+1(z)).

Ñëåäîâàòåëíî ω′ = ωf(xz−1, z) = f(ε, x). Ñ òîâà äîêàçàõìå è âåðíîñò-
òà íà òåîðåìà 7.

4.3 Ðàöèîíàëíîñò íà Ω-ïðåäñòàâèìèòå ôóíêöèè
Â òàçè ÷àñò ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ å ðàöè-
îíàëíà. Òîâà ùå íàïðàâèì êàòî ïî äàäåíà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ
ïîñòðîèì áèìàøèíà, ðàçïîçíàâàùà òàçè ôóíêöèÿ. Òúé êàòî êëàñúò
îò åçèöèòå, ðàçïîçíàâàíè îò áèìàøèíè è òîçè íà ðàöèîíàëíèòå ôóí-
êöèè ñúâïàäàò [Eil74], òî òîâà ùå áúäå äîñòàòú÷íî.

Òåîðåìà 9 Çà âñÿêà Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ôóíêöèÿ f : (Σ∪Ω)∗ → Ξ∗

ñúùåñòâóâà áèìàøèíà:

B = (LA,RA, ∆),

êîÿòî îïðåäåëÿ ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ fB ñúñ ñâîéñòâîòî:

f = fB.

105



Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà g : (Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗)∪((Σ∪Ω)∗×{ε}) → Ξ∗

å Ω-îïðåäåëèìà ñúñ ñâîéñòâîòî:

f(α) = g(ε, α)

çà âñÿêà äóìà α ∈ (Σ∪Ω)∗. Íåêà g ñå îïðåäåëÿ îò Ω-êðàéíà ðåëàöèÿ
∼R ñ ïàðàìåòúð k è Ω-îïðåäåëèìàòà ïîñðåäñòâîì ∼R ðåëàöèÿ ∼L. Ñ
[β]R ùå îçíà÷àâàìå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà β, îïðåäåëåí îò ðåëà-
öèÿòà ∼R, à ñ [(α, β)]L - êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà (α, β), îïðåäåëåí
îò (α, β). Íåêà îùå k êîíñòàíòàòà, ñ êîÿòî ∼R îïðåäåëÿ ∼L. Íàêðàÿ
ñ

T[α][β] =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q[α][β], s[α][β], δ[α][β], λ[α][β], φ[α][β] >

îçíà÷àâàìå ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå òðàíñäþñåðè, êîèòî îïðåäåëÿò ôóí-
êöèÿòà g.

Ïúðâî ùå îïðåäåëèì äåñíèÿ àâòîìàò íà áèìàøèíàòà:

B = (LA,RA, ∆).

Òîâà ïðàâèì êàòî äåôèíèðàìå, äÿñíî-èíâàðèàíòíàòà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò:

β′ ∼RA β′′ ⇔ ∀ω′ ∼R ω′′ ⇒ ω′(β′)R ∼R ω′′(β′′)R. (11)

Ëåìà 10 ∼RA, äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâî 11 å êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Íàèñòèíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ∼RA å ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâ-
íà. Òîâà, ÷å ∼RA å ðåôëåêñèâíà, ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ∼R å äÿñíî-
èíâàðèàíòíà. Òîãàâà çà âñåêè ω′ ∼R ω′′ èìàìå, ÷å çà âñÿêî β ω′(β)R ∼R

ω′′(β)R.
Òîâà, ÷å ∼RA å êðàéíà ìîæå äà ñå âèäè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íà

âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼RA, [β]RA ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿ,
êîÿòî å äåôèíèðàíà è ïðèåìà ñòîéíîñòè îò ìíîæåñòâîòî íà êëàñîâåòå
íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼R, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F ([β]RA)([ω′]R) = [ω′(β)R]R.

106



Îò äåôèíèöèÿòà íà ∼RA ñëåäâà, ÷å F ([β]RA) å êîðåêòíî äåôèíèðàíà
ôóíêöèÿ. Ïðè òîâà íà ðàçëè÷íèòå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼RA

ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè ôóíêöèè. Òîâà ïîêàçâà, ÷å áðîÿò íà âñè÷êè
êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼RA íåíàäìèíàâà áðîÿ íà ôóíêöèèòå
g : {[ω]R} → {[ω]R}. Ñåãà àêî l å áðîÿò íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíò-
íîñò íà ∼R, òî áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè å ll. Òîâà ïîêàçâà,
÷å è ∼RA å êðàéíà.

Ñåãà ùå äåôèíèðàìå äÿñíî-èíâàðèàíòíàòà ðåëàöèÿ, êîÿòî îïðå-
äåëÿ ëåâèÿ àâòîìàò LA íà áèìàøèíàòà B. Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà
∼LA ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Äåôèíèöèÿ 22 α′ ∼LA α′′ òî÷íî, êîãàòî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå
òðè óñëîâèÿ:

1. Çà âñåêè β′, β′′, çà êîèòî (β′)R ∼RA (β′′)R å â ñèëà, ÷å:

(base(α′), β′) ∼L (base(α′′), β′′).

2. (last(α′))R ∼RA (last(α′′))R.

3. Çà âñåêè òðàíñäþñåð Tu îò äåôèíèöèÿòà íà f ñ íà÷àëíî ñúñ-
òîÿíèå su è ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå δu å âñèëà ðàâåíñòâîòî:

δ∗u(su, last(α′)) = δ∗u(su, last(α′′)).

Çàáåëåæêà 6 Óñëîâèå 2 âñúùíîñò å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíîòî:

∀ω′, ω′′(ω′ ∼R ω′′ ⇒ ω′last(α′) ∼R ω′′last(α′′).

Ëåìà 11 Ðåëàöèÿòà ∼LA å êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò.

Äà îòáåëåæèì, ÷å last(αγ) = last(α)γ àêî |γ|Ω = 0 è last(αγ) =
last(γ) â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêî îò óñëîâèÿòà 1�3 å ñèìåòðè÷íî è òðàí-
çèòèâíî. Òîâà ñëåäâà îò ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà ∼L, ∼RA è =. Ñåãà
ùå ïîêàæåì, ÷å ∼LA å ðåôëåêñèâíà.
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Òîâà, ÷å (last(α))R ∼RA (last(α))R å èçïúëíåíî çà âñÿêî α, çàùîòî
∼RA å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ïî ñúùèÿ íà÷èí δ∗u(su, last(α)) =
δ∗u(su, last(α)).

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî β1 ∼RA β2 å â ñèëà, ÷å

(base(α), β1) ∼L (base(α), β2).

Ïúðâî îò äåôèíèöèÿòà íà ∼L å â ñèëà, ÷å:

(ε, base(α)β1) ∼L (ε, base(α)β2)

Äà äîïóñíåì, ÷å çà íÿêîå l < |base(α)|Ω å èçïúëíåíî, ÷å:

(Pl(base(α)), Sl(base(α))β1) ∼L (Pl(base(α)), Sl(base(α))β2)

Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼RA ñëåäâà:

Sl(base(α))β1 ∼R Sl(base(α))β2.

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼L ïîëó÷àâàìå, ÷å:

(Pl+1(base(α)), Sl+1(base(α))β′) ∼L (Pl+1(base(α)), Sl+1(base(α))β′′),

çàùîòî âñúùíîñò:

Pl(α)P1(Sl(α)) = Pl+1(α)

è
S1(Sl(α)) = Sl+1(α)

çà âñÿêî α. Â ñëó÷àÿ ïðèëàãàìå òîâà íàáëþäåíèå çà base(α), à îñòà-
íàëîòî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼L.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å ∼LA å äÿñíî-èíâàðèàíòíà. Íåêà α′ ∼LA α′′

è íåêà γ å ïðîèçâîëíà äóìà. Äà çàáåëåæèì, ÷å last(αγ) = last(α)γ
àêî |γ|Ω = 0 è last(αγ) = last(γ) â ïðîòèâåí ñëó÷àé çà âñÿêà äóìà α.
Îñâåí òîâà óñëîâèÿòà (2) è (3) ñà äÿñíî-èíâàðèàíòíè. Ñåãà òúé êàòî
(α′, α′′) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèå (3) ëåñíî ñå âèæäà, ÷å è (α′γ, α′′γ) ãî
óäîâëåòâîðÿâàò. Óñëîâèå (2) ñúùî ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî. Àêî |γ|Ω ≥ 1,
òî

last(α′γ) = last(γ) = last(α′′γ)
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è íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé:

last(α′γ) = last(α′)γ è
last(α′′γ) = last(α′′)γ.

Ñïîðåä çàáåëåæêàòà, êîÿòî íàïðàâèõìå ñëåä äåôèíèöèÿòà íà ∼LA

äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì, ÷å çà âñåêè ω′ ∼R ω′′ å èçïúëíåíî, ÷å
ω′last(α′)γ ∼R ω′′last(α′′)γ. Îò òîâà, ÷å α′ ∼LA α′′ èìàìå, ÷å ω′last(α′) ∼R

ω′′last(α′′) â ñëó÷àé, ÷å ω′ ∼R ω′′. Ñåãà ∼R å äÿñíî-èíâàðèàíòíà, îò-
êúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

Îñòàâà äà ïðîâåðèì, ÷å (α′γ, α′′γ) óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèå (1).
Àêî |γ|Ω = 0, òî base(α′γ) = base(α′) è ñúîòâåòíî base(α′γ) = base(α′).
Òîãàâà òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

Íåêà |γ|Ω ≥ 1 è íåêà (β′)R ∼RA (β′′)R ñà ïðîèçâîëíè. Èìàìå, ÷å:

base(α′γ) = α′base(γ)

base(α′′γ) = α′′base(γ)

Ñåãà (last(α′))R ∼RA (last(α′′))R. Ùå ïîêàæåì, ÷å (last(α′)base(γ)β′)R ∼RA

(last(α′′)base(γ)β′′)R. Íåêà ω′ ∼R ω′′ ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà ω′last(α′) ∼R

ω′′last(α′′) è òúé êàòî∼R äÿñíî-èíâàðèàíòíà, òî è ω′last(α′)base(γ) ∼R

ω′′last(α′′)base(γ). Ñåãà îò òîâà, ÷å (β′)R ∼RA (β′′)R ïîëó÷àâàìå, ÷å
ω′last(α′)base(γ)β′ ∼R ω′′last(α′′)base(γ)β′′. Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

(last(α′)base(γ)β′)R ∼RA (last(α′′)base(γ)β′′)R.

Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼LA, òúé êàòî α′ ∼LA α′′, òî ïîëó÷àâàìå,
÷å:

(base(α′), last(α′)base(γ)β′) ∼L (base(α′′), last(α′′)base(γ)β′′).

Îòòóê ñ èíäóêöèÿ ïî |γ|Ω è ïðèëàãàíå íà äåôèíèöèÿòà íà ∼L ïîëó-
÷àâàìå, ÷å è:

(α′base(γ), β′) ∼L (α′′base(γ), β′′)

Ñëåäîâàòåëíî ∼LA e äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíò-
íîñò. Îñòàíà äà ïîêàæåì, ÷å ∼LA å êðàéíà.
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Çà âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò [α]LA äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå:

F1([α]LA) : {[β]RA} → {[(α, β)]L}
F1([α]LA)([β]RA) = [(α, (β)R)]L

F2([α]LA) : {[ω]R} → {[ω]R}
F2([α]LA)([ω]) = [ωlast(α)]R

F3([α]LA) : {Tu |u = [(α, β)][β] } → ∪u=[(α,β)][β]Qu

F3([α])(u) = δ∗u(su, last(α)).

Íåêà α1 ∼LA α2. Òîãàâà îò óñëîâèå (1) ñëåäâà, ÷å çà âñåêè (β′)R ∼RA

(β′′)R å â ñèëà, ÷å:
(α1, β

′) ∼L (α2, β
′′),

êîåòî ïîêàçâà, ÷å:

F1([α1]LA)([(β′)R]RA) = F1([α2]LA)([(β′′)R]RA).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å F1 å êîðåêòíî äåôèíèðàíà.
Àíàëîãè÷íî, îò óñëîâèå (2) è äåôèíèöèÿòà íà ∼RA ïîëó÷àâàìå,

÷å àêî ω′ ∼R ω′′, òî ω′last(α′) ∼R ω′′last(α2), êîåòî ïîêàçâà, ÷å è F2

êîðåêòíî äåôèíèðàíà.
Íàêðàÿ îò óñëîâèå (3) ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî u å â ñèëà ðàâåíñ-

òâîòî:
δ∗u(su, last(α)) = δ∗u(su, last(α2)),

êîåòî íè äàâà, ÷å è F3 êîðåêòíî äåôèíèðàíà.
Ñåãà äà äîïóñíåì, ÷å α1 6∼LA α2. Òîãàâà íå å èçïúëíåíî åäíî îò óñ-

ëîâèÿòà íà äåôèíèöèÿòà 22. Àêî (1) íå å èçïúëíåíî, òî ñúùåñòâóâàò
(β′)R ∼RA (β′′)R, çà êîèòî:

(α1, β
′) 6∼L (α2, β

′′).

Íî òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

F1([α1]LA)([(β′)R]RA) 6= F1([α2]LA)([(β′′)R]RA) = F1([α2]LA)([(β′)R]RA).
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Òîâà ïîêàçâà, ÷å F1([α1]LA) 6= F1([α2]LA)
Àíàëîãè÷íî, àêî α1 è α2 íàðóøàâàò óñëîâèå (2), òî ñúùåñòâóâàò

ω′ ∼R ω′′, çà êîèòî ω′last(α1) 6∼R ω′′last(α2). Ñëåäîâàòåëíî:

F2([α1]LA)([ω′]R) 6= F2([α2]LA)([ω′′]R) = F2([α2]LA)([ω′]R).

Â ÷àñòíîñò F2([α1]LA) 6= F2([α2]LA).
Íàêðàÿ àêî α1 è α2 íàðóøàâàò óñëîâèå (3) íà äåôèíèöèÿ 22 ïî-

ëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà u, çà êîåòî:

δ∗u(su, last(α1)) 6= δ∗u(su, last(α2)).

Îòòóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å F3([α1]LA)(u) 6= F3([α2]LA)(u), îò
êúäåòî è F3([α1]) 6= F3([α2]LA).

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å àêî [α1]LA 6= [α2]LA, òî è

(F1([α1]LA), F2([α1]LA), F3([α1]LA)) 6= (F1([α2]LA), F2([α2]LA), F3([α2]LA)).

Òúé êàòî âñÿêà îò ôóíêöèèòå F1([α]LA), F2([α]LA) è F3([α]LA) èìà
êðàéíà äåôèíèöèîííà îáëàñò è êðàéíî ìíîæåñòâî íà çíà÷åíèÿòà, òî
âñåâúçìîæíèòå ôóíêöèè F1([α]LA), F2([α]LA) F3([α]LA) ñà êðàåí áðîé.
Îòòóê è âçåâúçìîæíèòå òðîéêè

(F1([α]LA), F2([α]LA), F3([α]LA))

ñà êðàåí áðîé. Òúé êàòî, êàêòî ïðîâåðèõìå, íà ðàçëè÷íèòå êëàñî-
âå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼LA èì ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè òðîéêè îò
ôóíêöèè, òîâà ïîêàçâà, ÷å è êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼LA ñà
êðàåí áðîé, òîåñò ∼LA å êðàéíà.

Îñòàíà äà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

∆ : []LA × (Σ ∪ Ω)× []RA → Ξ∗.

Òîâà ïðàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∆([α]LA, a, [β]RA) = λu(qu, a), àêî a ∈ Σ è [β]RA 6= [ε]RA.(12)
∆([α]LA, a, [β]RA) = λu(qu, a)φu(δu(qu, a)), àêî a ∈ Ω èëè [β]RA = [ε]RA.(13)
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êúäåòî Tu = T[base(α)][last(α)(β)R], à qu = δ∗u(su, last(α).
Ïúðâî ùå ïðîâåðèì, ÷å äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà. Íàèñòèíà íåêà

α ∼LA α2 è β1 ∼RA β2. Òîãàâà çà âñÿêî ω′ ∼R ω′′ ìàìå, ÷å ω′last(α1) ∼R

ω′′last(α2). Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼RA e â ñèëà, ÷å

ω′last(α1)(β1)
R ∼R ω′′last(α2)(β2)

R.

Òúé êàòî ω′ ∼R ω′′ áÿõà ïðîèçâîëíè, òîâà ïîêàçâà, ÷å:

(last(α1)β
R
1 )R ∼R (last(α2)β

R
2 )R.

Òîãàâà îò óñëîâèå (1) íà äåôèíèöèÿ 22 ïîëó÷àâàìå, ÷å

(base(α1), last(α1)β
R
1 ) ∼L (base(α2), last(α2)β

R
2 ).

Îò äðóãà ñòðàíà ïðè ω′ = ω′′ = ε îò äåôèíèöèÿòà íà ∼RA ïîëó÷àâàìå,
÷å:

last(α1)β1 ∼R last(α2)β2

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà çà îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ, ñëåäâà, ÷å:

T[base(α1][last(α1)(beta1)R] = T[base(α2)][last(α2)(β2)R].

Íàêðàÿ, ïðèëàãàìå óñëîâèå (3) íà äåôèíèöèÿ 22 çà:

Tu = T[base(α1][last(α1)(beta1)R] = T[base(α2)][last(α2)(β2)R],

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å è qu å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî.
Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà, êîÿòî îïðåäåëÿ áèìàøèíàòà B =

(LA,RA, ∆), fB = f .
Âñúùíîñò â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 7 Çà âñåêè α β å â ñèëà, ÷å:

g∗(α, β) = ∆∗(α, (β)R).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà äèðåêòíî ñ èíäóêöèÿ ïî
äúëæèíàòà íà α.

Àêî α = ε íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå.
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Íåêà α = α1σ, òî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

state(α1, σβ) = qu,

êúäåòî

Tu = T[base(α1][last(α1)σβ]

qu = δ∗u(su, last(α1)).

Òîãàâà êàòî ñå ðàçãëåäàò ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè çàêëþ÷àâàìå, ÷å

g∗(α1σ, β) = g∗(α1, σβ)λu(qu, σ) =

g(α1, σβ)∆([α1], σ, [βRσ]) = ∆∗(α, βR),

êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å ïî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà g(α1, σβ) = ∆∗(α1, (σβ)R).
Ñåãà ïðèëàãàìå òâúðäåíèåòî çà β = ε è ïîëó÷àâàìå, ÷å

fB(α) = ∆∗(ε, αR) = g(ε, α) = f(α),

êîåòî äîêàçàâà è òåîðåìà 9.
Êàêòî îòáåëÿçàõìå â íà÷àëîòî íà òîçè ïàðàãðàô, êàòî äèðåêòíî

ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå, ÷å:
Ñëåäñòâèå 3 Âñÿêà Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà ôóíêöèÿ å ðàöèîíàëíà.

4.4 Êîìïîçèöèÿ îòëÿâî íà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíê-
öèÿ ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë

Â òîçè ïàðàãðàô ùå äîêàæåì åäíî ïîëåçíî ñâîéñòâî íà Ω-ïðåäñòàâèìèòå
ôóíêöèè, êîåòî ùå èçïîëçâàìå ïðè êîíñòðóêöèÿòà íà FIFO-òðàíñäþñåðè
çà ðàçïîçíàâàíå íà êîìïîçèöèÿ îò ïðàâèëà. Èìåííî â ñèëà å ñëåäíà-
òà òåîðåìà, ñïîðåä êîÿòî êîìïîçèöèÿòà íà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ
è ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâåíà ÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë îò-
íîâî å Ω-ïðåäñòàâèìà. Âúïðåêè ÷å íà èäåéíî íèâî òàêàâà òåîðåìà
âå÷å âèäÿõìå â ÷àñò 3, ïàðàãðàô 3.2, â ñëó÷àÿ èìàìå äîïúëíèòåëíè
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó èçõîäíèÿ FIFO-òðàíñäþñåð, êîåòî íàëàãà äà èç-
ìåíèì êîíñòðóêöèÿòà. Âúïðåêè òîâà ïðîìåíèòå ñà íåñúùåñòâåíè è
íå âúçíèêâàò ñåðèîçíè òåõíè÷åñêè ïðîáëåìè.

È òàêà íåêà ôîðìóëèðàìå íåùàòà ôîðìàëíî:
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Òåîðåìà 10 Íåêà g å Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ, à fT å ôóíêöèÿòà,
çàäàäåíà îò ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë:

T =< Σ′ × Ξ∗, S, s0, δ, λ, φ > .

Òîãàâà ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ g̃ ñúñ ñâîéñ-
òâîòî:

g̃(u, v) =

{
ε àêî v = ε

λ∗(q, g(u, v)) ◦ φ(δ∗(q, g(u, v))) èíà÷å,

êúäåòî:
q = δ∗(s0, g(ε, uv)(g(u, v))−1).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ∼R, ∼L è T[α][β] ñà êîìïîíåíòèòå, êîèòî
îïðåäåëÿò ôóíêöèÿòà g. Ñ äðóãè äóìè ∼R å äÿñíî-èíâàðèàòíà, Ω-
êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, êîÿòî îïðåäåëÿ ∼L ñ êîíñòàíòà
k, à T[α][β] ñà ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè, êîèòî ñå îïðåäåëÿò
îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò ([(α, β)]∼L

, [β]∼R
) è ñà òàêèâà ÷å:

g(α, β) = T[α][β](P1(β)) ◦ g(αP1(β), S1(β)).

Çà äà ñèìóëèðàìå êîìïîçèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà g ñ ïîäïîñëåäîâàòåë-
íèÿ òðàíñäþñåð, ÿñíî å, ÷å òðÿáâà äà ðàçãëåæäàìå ïî-ôèíè ðåëàöèè,
êîèòî äà îò÷èòàò ïîâåäåíèåòî íà T , âúðõó îíàçè ÷àñò îò äóìàòà, îò
êîÿòî íå ñå èíòåðåñóâàìå, íî êîÿòî äåôèíèðà q ∈ S.

Íåêà çà âñÿêî q ∈ S äåôèíèðàìå ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîáðà-
çóâàòåëè:

T (q) =< Σ× Ξ∗, S, q, δ, λ, id >, êúäåòî id(p) = ε çà p ∈ S

T 0(q) =< Σ× Ξ∗, S, q, δ, λ, φ > .

Èäåÿòà íà T (q) å, ÷å îòðàçÿâàò ïîâåäåíèåòî íà ïðåîáðàçóâàòåëÿ ñëåä
êàòî âå÷å ìå ñòèãíàëè äî ñúñòîÿíèå q ∈ S âúðõó ÷àñò îò òåêñòà, êàòî
î÷àêâàò è ïîçâîëÿâàò ïðîèçâîëíî ïðîäúëæåíèå ðàçëè÷íî îò ïðàçíà-
òà äóìà. T 0(q) ñèìóëèðà èçïúëíåíèòå íà T âúðõó ñóôèêñè íà äóìè,
÷èèòî ïðåôèêñè âîäÿò â q. Èíòóèòèâíî å ÿñíî, ÷å íè èíòåðåñóâàò
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êîìïîçèöèÿòà íà òàêèâà ïðåîáðàçóâàòåëè ñ ïðåîáðàçóâàòåëèòå T[α][β].
Òàêà ÷å äà äåôèíèðàìå è:

T[α][β](q) = T (q) ◦ T[α][β]

T 0
[α][β](q) = T 0(q) ◦ T[α][β].

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ çà òàêà äåôèíèðàíèòå ïðåîáðà-
çóâàòåëè:

T[α][β] =< (Σ ∪ Ω)× Σ∗, Q[α][β], s[α][β], δ[α][β], λ[α][β], φ[α][β] >

T[α][β](q) =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q[α][β](q), s[α][β](q), δ[α][β](q), λ[α][β](q), φ[α][β](q) >

T 0
[α][β](q) =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q0

[α][β](q), s
0
[α][β](q), δ

0
[α][β](q), λ

0
[α][β](q), φ

0
[α][β](q) > .

Ñåãà ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèèòå ∼R̃ è ∼L̃.
È òàêà çàïî÷âàìå ñ ∼R̃.

Äåôèíèöèÿ 23 Êàçâàìå, ÷å β′ ∼R̃ β′′ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãà-
òî:

1. β′ ∼R β′′.

2. S1(β
′) = ε ⇔ S1(β

′′) = ε è |β′|Ω ≥ 1 ⇔ |β′′|Ω ≥ 1.

3. çà âñåêè α, β è p ∈ Q[α][β] e èçïúëíåíî, ÷å:

δ∗[α][β](p, P1(β
′)) = δ∗[α][β](p, P1(β

′′))

4. çà âñåêè q ∈ S, α, β ∈ (Σ ∪ Ω)∗.

∀p ∈ Q[α][β](q) ⇒ δ∗(q, λ∗[α][β](p, P1(β
′)) = δ∗(q, λ∗[α][β](p, P1(β

′′)).

Ïúðâî ùå ïðîâåðèì, ÷å ∼R̃ äåôèíèðà äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëà-
öèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò îò êðàåí èíäåêñ. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêî îò
óñëîâèÿòà äåôèíèðà êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëíòíîñò. Çà ïúðâîòî
óñëîâèå, òîâà ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼R, âòîðîòî óñëîâèå ñå çàäà-
âà îò ðåëàöèÿòà íà ðåãóëÿðíèÿ åçèê Σ∗Ω(Σ∪Ω)+. Òðåòî è ÷åòâúðòîòî
óñëîâèå ñå äåôèíèðàò ÷ðåç ðàâåíñòâî íà åäíè è ñúùè ôóíêöèè, êî-
åòî å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, à îñâåí òîâà òåçè ôóíêöèè, êàòî
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ôóíêöèè íà ïðåõîäè ïðèåìàò ñàìî êðàåí áðîé ñòîéíîñòè, òîåñò è òå
çàäàâàò êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ñåãà ùå ïðîâåðèì, ÷å ∼R̃ å äÿñíî-èíâàðèàíòíà. Íàèñòèíà, íåêà
β′ ∼R̃ β′′ è γ å ïðîèçâîëíà. Òúé êàòî ∼R å äÿñíî-èíâàðèàíòíà ñëåäâà,
÷å β′γ ∼R β′′γ. Ñúùîòî å â ñèëà è çà ðåëàöèÿòà, ïîðîäåíà îò óñëîâèå 2.
Êàêòî îòáåëÿçàõìå, òÿ å ïîðîäåíàòà îò ðåãóëÿðíèÿ åçèê Σ∗Ω(Σ∪Ω)+

è ñëåäîâàòåëíî ùîì
S1(β

′) = ε ⇔ S1(β
′′) = ε,

|β′|Ω ≥ 1 ⇔ |β′′|Ω ≥ 1,

òî è:
S1(β

′γ) = ε ⇔ S1(β
′′γ) = ε,

|β′γ|Ω ≥ 1 ⇔ |β′′γ|Ω ≥ 1.

Ïðåìèíàâàìå êúì óñëîâèÿòà 3 è 4. Îò óñëîâèå 2 èìàìå, ÷å β′ ∈ Σ∗,
òî÷íî êîãàòî è β′′ ∈ Σ∗. Òîâà ïîêàçâà, ÷å P1(β

′γ) = β′P1(γ), òî÷íî
êîãàòî P1(β

′′γ) = β′′P1(γ) è ñúîòâåòíî àêî P1(β
′γ) = P1(β

′), òî è
P1(β

′′γ) = P1(β
′′). Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå, òàêà

÷å ïðåäïîëàãàìå, ÷å P1(β
′γ) = β′P1(γ). Òîãàâà, êàêòî îòáåëÿçàõìå å

â ñèëà è P1(β
′′γ) = β′′P1(γ). Íåêà α, β ñà ïðîèçâîëíè è p ∈ T[α][β], à

q ∈ S. Òîãàâà èìàìå, ÷å:
δ∗[α][β](p, β

′P1(γ)) = δ∗[α][β](δ
∗
[α][β](p, β

′), P1(γ)) =

δ∗[α][β](δ
∗
[α][β](p, β

′′), P1(γ)) = δ∗[α][β](p, β
′′P1(γ).

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å β′ = P1(β
′) è β′′ = P1(β

′′) è ñúîòâåòíî çà β′ è
β′′ óñëîâèå 3 å íàëèöå. Ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî ïîêàçâà, ÷å óñëîâèå 3 å
èçïúëíåíî è çà äâîéêàòà äóìè β′γ, β′′γ.

Äà ðàçãëåäàìå ðàâåíñòâîòî, êîåòî îïðåäåëÿ ðàâåíñòâî 4. Èìàìå,
÷å:

δ∗(p, λ∗[α][β](q, β
′P1(γ))) =

δ∗(δ∗(p, λ∗[α][β](q, β
′)), λ∗(δ∗(q, β′), P1(γ))) =

δ∗(δ∗(p, λ∗[α][β](q, β
′)), λ∗(δ∗(q, β′′), P1(γ)) =

δ∗(δ∗(p, λ∗[α][β](q, β
′′)), λ∗(δ∗(q, β′′), P1(γ)) =

δ∗(p, λ∗[α][β](q, β
′′P1(γ))).
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Òóê ïúðâî èçïîëçâàõìå óñëîâèå 3 çà β′ = P1(β
′) è β′′ = P1(β

′′), à
ñëåä òîâà è óñëîâèå 4 çà ñúùèòå äóìè. Êàòî ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå, ÷å
óñëîâèå 4 å â ñèëà è çà äóìèòå β′γ è β′′γ. Ñ òîâà ïðîâåðèõìå, ÷å ∼R̃

å êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.
Îñòàíà äà ïðîâåðèì, ÷å òÿ å è Ω-êðàéíà. Çà öåëòà íåêà |β|Ω ≥

max(2, k) è γ å ïðîèçâîëíà. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ∼R ñëåäâà, ÷å
β ∼R βγ. Îñâåí òîâà, òúé êàòî |β|Ω ≥ 2, òî S1(βγ) = S1(β)γ è S1(β) 6=
ε, îò êúäåòî è S1(βγ) 6= ε. Íàêðàÿ èìàìå, ÷å è P1(βγ) = P1(β), êîåòî
ïîêàçâà è âåðíîñòòà íà ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà îò äåôèíèöèÿòà.
Òàêà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å çà |β| ≥ max(2, k) è âñÿêà äóìà γ å âñè-
ëà, ÷å β ∼R̃ βγ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ∼R̃ å Ω-êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ñåãà ìîæåì äà äåôèíèðàìå è ∼L̃. Òîâà ïðàâèì êàêòî ñëåäâà:

Äåôèíèöèÿ 24 Êàçâàìå, ÷å (α′, β′) ∼L̃ (α′′, β′′) òîãàâà è ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî:

1. (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) è

2. å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

δ∗(s, g(ε, α′β′)(g(α′, β′))−1) = δ∗(s, g(ε, α′′β′′)(g(α′′, β′′))−1).

ßñíî å, ÷å êàòî êîíþíêöèÿ íà äâå êðàéíè ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò
è ∼L̃ ñå ÿâÿâà êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ùå ïîêàæåì, ÷å
∼R̃ Ω-îïðåäåëÿ ðåëàöèÿòà ∼L̃. Íàèñòèíà íåêà (α′, β′) ∼L̃ (α′′, β′′) è
β′ ∼R̃ β′′. Òîãàâà, òúé êàòî β′ ∼R β′′ è ∼R Ω-îïðåäåëÿ ðåëàöèÿòà ∼L,
òî å â ñèëà, ÷å (α′P1(β

′), S1(β
′)) ∼L (α′′P1(β

′′), S1(β
′′)). Íåêà

q = δ∗(s, g(ε, α′β′)(g(α′, β′))−1)

= δ∗(s, g(ε, α′′β′′)(g(α′′, β′′))−1)

Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà g(α, β) = T[α][β](P1(β)) ◦ g(αP1(β), S1(β))
ñëåäâà, ÷å:

δ∗(s, g(ε, α′β′)(g(α′P1(β
′), S1(β

′)))−1) = δ∗(q, T[α′][β′](P1(β
′))) è àíàëîãèíî

δ∗(s, g(ε, α′′β′′)(g(α′′P1(β
′′), S1(β

′)))−1) = δ∗(q, T[α′′][β′′](P1(β
′′))).
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Òúé êàòî (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) è ñúîòâåòíî β′ ∼R β′′, òî T[α′][β′] =
T[α′′][β′′]. Ñåãà îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å:

T[α′][β′](P1(β
′)) = λ∗[α′][β′](s[α′][β′], P1(β

′)) ◦ φ[α′][β′](p
′)

T[α′][β′](P1(β
′′)) = λ∗[α′][β′](s[α′][β′], P1(β

′′)) ◦ φ[α′′][β′′](p
′′),

êúäåòî:

p′ = δ∗[α′][β′](s[α′][β′], P1(β
′)) è

p′ = δ∗[α′][β′](s[α′][β′], P1(β
′′))

Ñåãà îò óñëîâèå 3 çà ðåëàöèÿòà ∼R̃ ñëåäâà, ÷å p′ = p′′, à îò óñëîâèå 4
ñëåäâà, ÷å:

q′ = δ∗(q, λ∗[α′][β′](P1(β
′))) = δ∗(q, λ∗[α′][β′](P1(β

′′))),

çà íÿêîå q′ ∈ S. Òîãàâà íåïîñðåäñòâåíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

δ∗(q, T[α′][β′](P1(β
′))) = δ∗(q′, φ[α′][β′](p

′)) =

δ∗(q, T[α′][β′](P1(β
′′)).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å âòîðîòî óñëîâèå îò äåôèíèöèÿòà íà ∼L̃ ñúùî å íà-
ëèöå. Ñëåäîâàòåëíî ∼R̃ îïðåäåëÿ ∼L̃.

Ñåãà ìîæåì äà äåôèíèðàìå è òðàíñäþñåðèòå T̃[α][β]. Òîâà ïðàâèì
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

T̃[α][β] =

{
T[α][β](q) àêî S1(β) 6= ε

T 0
[α][β](q) àêî S1(β) = ε,

êúäåòî è â äâàòà ñëó÷àÿ:

q = δ∗(s, g(ε, αβ)(g(α, β))−1).

Îò äåôèíèöèÿòà íà ∼R̃ ñëåäâà ÷å àêî β′ ∼R̃ β′′, òî β′ ∼R β′′ è ñúîòâåò-
íî S1(β

′) = ε ⇒ S1(β
′′) = ε. Îò äðóãà ñòðàíà àêî (α′, β′) ∼L̃ (α′′, β′′),

òî (α′, β′) ∼L (α′′, β′′) è îñâåí òîâà:

δ∗(s, g(ε, α′β′)(g(α′, β′))−1) = δ∗(s, g(ε, α′′β′′)(g(α′′, β′′))−1).
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Òîâà ïîêàçâà, ÷å äåôèíèöèÿòà íà T̃[α][β] íå çàâèñè îò èçáîðà íà ïðåä-
ñòàâèòåëèòå îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼L̃ è ∼R̃.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å Ω-ïðåäñòàâèìàòà ôóíêöèÿ g̃, îïðåäåëåíà îò
∼L̃, ∼R̃ è ïîäïîñëåäîâàòëíèòå ïðåîáðàçóâàòåëè T̃[α][β] èìà æåëàíîòî
ñâîéñòâî.

Äîêàçàòåëñòâîòî å ñòàíäàðòíî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà |v|Ω. Àêî
v = ε íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Íåêà òâúðäåíèåòî, ÷å:

g̃(u, v) =

{
ε, àêî v = ε

T (s)(g(ε, uv)(g(u, v))−1)−1T (g(ε, uv)),

å âÿðíî çà âñÿêî |v|Ω ≤ n. Íåêà |v|Ω = n+1. Íåêà q = δ∗(s, g(ε, uv)(g(u, v))−1).
Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà g̃ èìàìå, ÷å:

g̃(u, v) =

{
(T 0(q) ◦ T[u][v])(P1(v)) ◦ g̃(uv, ε) àêî S1(v) = ε

(T (q) ◦ T[u][v])(P1(v)) ◦ g̃(uP1(v), S1(v)) èíà÷å.

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé äèðåêòíî ñëåäâà, ÷å:

T (s)(g(ε, uv)(g(u, v))−1)g̃(u, v) = T (g(ε, uv)).

Âúâ âòîðèÿ ïðèëàãàìå èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà è îòíîâî çàêëþ÷àâà-
ìå, ÷å:

T (s)(g(ε, uv)(g(u, v)−1)) ◦ T (q)(T[u][v])(P1(v))g̃(uP1(v), S1(v)) =

T (s)(g(ε, uv)(g(uP1(v), S1(v)))−1)g̃(uP1(v), S1(v)) = T (g(ε, uv)).

Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å çà âñÿêî v 6= ε å â ñèëà:

g̃(u, v) = T 0(q)(g(u, v)) = λ∗(q, g(u, v))φ(δ∗(g(u, v))),

êîåòî âñúùíîñò ãëàñåøå òåîðåìà 10. Äà îòáåëåæèì, ÷å äîêàçàòåëñò-
âîòî å êîíñòðóêòèâíî è ïîêàçâà êàê åôåêòèâíî ìîæå äà áúäàò ïîñò-
ðîåíè êîìïîíåíòèòå íà ôóíêöèÿòà g̃.
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4.5 Êîìïîçèöèÿ íà Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè
Áè áèëî õóáàâî àêî êëàñúò íà Ω-êðàéíîïðåäñòàâèìèòå ôóíêöèè áå-
øå çàòâîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ. Çà ñúæàëåíèå, êàêòî ùå âèäèì â
ñëåäâàùàòà ÷àñò, ñúùåñòâóâàò Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè, ÷èÿòî êîì-
ïîçèöèÿ íå ìîæå äà ñå îïðåäåëè ñ FIFO-òðàíñäþñåð, à îò òåîðåìà 7
íà ïàðàãðàô 4.2, òîâà îçíà÷àâà, ÷å è ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ íå å Ω-
ïðåäñòàâèìà.

Âñå ïàê ïðè èçâåñòíè îãðàíè÷åíèÿ, êîìïîçèöèÿ å âúçìîæíà.
Ùå äîêàæåì ñëåäíàòà òåîðåìà çà êîìïîçèöèÿ íà Ω-îïðåäåëèìè

ôóíêöèè:

Òåîðåìà 11 Íåêà f : (Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗∪(Σ∪Ω)∗×{ε}) → (Σ∪Ω′)∗ å
Ω-ïðåäñòàâèìà è íåêà g : (Pref(Ω′)×(Σ∪Ω′)∗∪(Σ∪Ω′)∗×{ε}) → Ξ∗ å
Ω′-ïðåäñòàâèìà, à m,M ∈ N ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ñ Am,M ⊂ (Σ∪Ω)∗

îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè t ñúñ ñâîéñòâàòà:

1. Çà âñÿêî ðàçáèâàíå íà t = αβγ ñ α ∈ Pref(Ω) è |β|Ω ≥ M å â
ñèëà, ÷å: ∣∣∣∣∣∣

|β|Ω−1∏
i=0

T[αPi(β)][Si(β)γ](Ii+1(β))

∣∣∣∣∣∣
Ω′

≥ 1. (14)

2. Çà âñÿêî ðàçáèâàíå íà t = αβ, çà êîèòî α ∈ Pref(Ω) å â ñèëà,
÷å:

|T[α][β](I1(β))|Ω′ ≤ m, (15)

Òîãàâà ñúùåñòâóâà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ h : (Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗∪
(Σ ∪ Ω)∗ × {ε}) → Ξ∗, çà êîÿòî:

h(α, β) = g∗(f(ε, α)(f(α, β))−1, f(α, β))

çà âñåêè αβ ∈ Am,M .

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ∼Rf å Ω-êðàéíà ñ ïàðàìåòúð kf , ∼Lf å
Ω-êðàéíîîïðåäåëèìà, ïîñðåäñòâîì ∼Rf è T f

[α][β] ñà ïàðàìåòðèòå, êî-
èòî îïèñâàò ôóíêöèÿòà f . Àíàëîãè÷íè îçíà÷åíèÿ ùå èçïîëçâàìå çà
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ïàðàìåòðèòå, çàäàâàùè g. Ñåãà ùå äåôèíèðàìå ðåëàöèèòå è òðàíñ-
äþñåðèòå, çàäàâàùè h.

Çàïî÷âàìå ñ ∼Rh ðåëàöèÿ íàä äóìè îò (Σ ∪ Ω)∗, êîÿòî ùå áúäå
Ω-êðàéíàòà ðåëàöèÿ çà h:

Ïîëàãàìå:
kh = M(m + kg) + kf .

β′ ∼Rh β′′ àêî ñà èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. |β′|Ω = |β′′|Ω ≤ kh èëè |β′|Ω > kh è |β′′|Ω > kh.

2. Sj(β
′) ∼Rf Sj(β

′′) çà j ≤ M(kg + m).

3. Çà âñåêè äâå äóìè ω′ ∼Rg ω′′, çà êîèòî |ω′|Ω′ = |ω′′|Ω′ = 0 çà âñÿêî
j ≤ M(m + kg) çà âñÿêà j-îðêà îò òðàíñäþñåðè T f

i1
, T f

i2
. . . T f

ij
è

çà âñÿêî l ≤ m

(à)
∣∣∣∣∣

j∏
t=1

T f
it
(It(β

′))

∣∣∣∣∣
Ω′

=

∣∣∣∣∣
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′′))

∣∣∣∣∣
Ω′

≤ m + kg èëè
∣∣∣∣∣

j∏
t=1

T f
it
(It(β

′))

∣∣∣∣∣
Ω′

> m + kg è
∣∣∣∣∣

j∏
t=1

T f
it
(It(β

′′))

∣∣∣∣∣
Ω′

> m + kg

(á)

Sl

(
ω′

j∏
t=1

T f
it
(It(β

′))

)
∼Rg Sl

(
ω′′

j∏
t=1

T f
it
(It(β

′′))

)

(â)
(δf

it
)∗(sf

it
, last(It(β

′))) = (δf
it
)∗(sf

it
, last(It(β

′′)))

(ã) Çà âñåêè òðàíñäþñåð T g
u è âñÿêî q ∈ Qg

u å â ñèëà:

(δg
u)
∗
(

q, last

(
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′)

))
= (δg

u)
∗
(

q, last

(
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′′)

))
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Ùå ïîêàæåì, ÷å ∼Rh å äÿñíî-èíâàðèàíòíà. Íàèñòèíà íåêà β′ ∼Rh

β′′ è γ ñà ïðîèçâîëíè. Ùå ïðîâåðèì, ÷å è β′γ ∼Rh β′′γ.

1. Àêî |β′γ|Ω = |β′|Ω + |γ|Ω è |β′′γ|Ω = |β′′|Ω + |γ|Ω, òî àêî |β′|Ω =
|β′′|Ω, òî ñúùîòî å â ñèëà è çà |β′γ|Ω = |β′′γ|Ω è àêî |β′|Ω > kh, òî
è |β′γ|Ω > kh. Ñåãà å ÿñíî, ÷å è β′γ è β′′γ óäîâëåòâîðÿâàò òîâà
óñëîâèå.

2. Íåêà |β′|Ω = x è |β′′|Ω = y. Íåêà j ≤ M(kg + m) = kh − kf å
ïðîèçâîëíî. Ñåãà, òúé êàòî j < kh, òî àêî x < j ïîëó÷àâàìå,
÷å x < kh, îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å x = y. Ñåãà àêî j ≤ x,
òî è j ≤ y è òîãàâà Sj(β

′γ) = Sj(β
′)γ è àíàëîãè÷íî Sj(β

′′γ) =
Sj(β

′′)γ. Òúé êàòî ∼Rf å äÿñíî-èíâàðèàíòíà è Sj(β
′) ∼Rf Sj(β

′′)
ïîëó÷àâàìå, ÷å è Sj(β

′γ) ∼Rf Sj(β
′′γ). Àêî ïúê j > x òî îò

çàáåëåæêàòà ïî ãîðå èìàìå, ÷å x = y è òîãàâà Sj(β
′γ) = Sj−x(γ)

è Sj(β
′′γ) = Sj−y(γ) = Sj−x(γ). Êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Sj(β

′γ) =
Sj(β

′′γ) â òîçè ñëó÷àé è îòíîâî òâúðäåíèåòî ñëåäâà.

3. Òúé êàòî çà j ≤ M(kg + m) è j ≤ |β′|Ω èìàìå, ÷å è j ≤ |β′′| òî

ω′
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′γ)) = ω′
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′)) è

ω′
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′′γ)) = ω′
j∏

t=1

T f
it
(It(β

′′)).

Òîãàâà òâúðäåíèÿòà ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò ñúîòâåòíèòå òâú-
ðåäíèÿ çà β′ ∼Rh β′′.
È òàêà íåêà j ≤ M(kg + m), íî j > |β′|Ω = x. Òîãàâà îò çàáå-
ëåæêàòà îò ïðåäíèÿ ïóíêò èìàìå, ÷å è |β′′|Ω = x. Òîãàâà ïîëó-
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÷àâàìå, ÷å

ω′
j∏

t=1

Tit(It(β
′γ)) = ω′

x∏
t=1

T f
it
(It(β

′γ))

j∏
t=x+1

(T f
it
(β′γ)) =

ω′
x∏

t=1

T f
it
(β′)T f

ix+1
(last(β′)I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)) è àíàëîãè÷íî

ω′
j∏

t=1

Tit(It(β
′′γ)) = ω′

x∏
t=1

T f
it
(It(β

′′γ))

j∏
t=x+1

(T f
it
(β′′γ)) =

ω′
x∏

t=1

T f
it
(β′′)T f

ix+1
(last(β′′)I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

Ñåãà òúé êàòî

(δf
it
)∗(sf

it
, last(β′)) = (δf

it
)∗(sf

it
, last(β′′)),

òî àêî îçíà÷èì:
q = (δf

it
)∗(sf

it
, last(β′))

ïîëó÷àâàìå, ÷å

ω′
j∏

t=1

Tit(It(β
′γ)) = ω′

x∏
t=1

T f
it
(β′)T f

ix+1
(last(β′)I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)) =

ω′
x∏

t=1

T f
it
(β′)T f

ix+1
(last(β′))λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)) =

ω′
x+1∏
t=1

T f
it
(β′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ω′′
j∏

t=1

Tit(It(β
′′γ)) = ω′′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)).
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Ñåãà íåêà ïîëîæèì:

x′ =

∣∣∣∣∣ω
′
x+1∏
t=1

T f
it
(β′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

∣∣∣∣∣
Ω′

è

y′ =

∣∣∣∣∣ω
′′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

∣∣∣∣∣
Ω′

.

Ñåãà îòíîâî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî l ≤ kg +m è l ≥ x′, òî x′ = y′

è òîãàâà ïîëó÷àâàìå:

Sl

(
ω′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
=

Sl−x′

(
λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
=

Sl−y′

(
λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
=

Sl

(
ω′′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
.

Òîåñò äâåòå íàñòàâêè ñúâïàäàò. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé:

Sl

(
ω′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
=

Sl

(
ω′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′)

)
λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ)) è

Sl

(
ω′′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′′)λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))

)
=

Sl

(
ω′′

x+1∏
t=1

T f
it
(β′′)

)
λ∗ix+1

(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
t−x(γ))
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Ñåãà ∼Rg å äÿñíî-èíâàðàèíòíà è òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåä-
ñòâåíî. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà last å âñúùíîñò äàâà ïîñëåäíàòà
íàñòàâêà íà äàäåíà äóìà, òî è óñëîâèåòî â) è ã) ñëåäâàò äèðåê-
òíî. Íàèñòèíà àêî |γ|Ω = 0, òî

last(β′γ) = last(β′)γ è
last(β′′γ) = last(β′′)γ,

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå:

(δf
it
)∗(sit , last(β′γ)) =

(δf
it
)∗((δf

it
)∗(sit , last(β′), γ)) =

(δf
it
)∗((δf

it
)∗(sit , last(β′′), γ)) =

(δf
it
)∗(sit , last(β′)γ) =

(δf
it
)∗(sit , last(β′γ)).

Àêî ïúê |γ|Ω > 0, òî last(β′γ) = last(γ) = last(β′′γ) è íÿìà
êàêâî äà äîêàçâàìå.
Àíàëîãè÷íî ñòîÿò íåùàòà â ã). Òàì ðîëÿòà íà γ ñå èãðàå îò

λ∗it(q, I1(γ))

j∏
t=x+2

(T f
it
(It−x(γ)),

à ïúê íà β′ è β′′ èì ñúîòâåòñòâàò:
x+1∏
t=1

(T f
it
(It(β

′)) è

x+1∏
t=1

(T f
it
(It(β

′′)).

È òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å ∼Rh å äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò. Îñòàíà äà ïðîâåðèì, ÷å å Ω-êðàéíà. Ùå ïîêà-
æåì, ÷å kh èìà æåëàíîòî ñâîéñòâî:

∀β ñ |β|Ω > kh è ∀γ ⇒ β ∼Rh βγ.
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Çà öåëòà òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å óñëîâèÿòà 1-3 ñà èçïúëíåíè çà
β è βγ.

(à) Îò |β|Ω > kh ïîëó÷àâàìå, ÷å è |βγ|Ω > kh.
(á) Îò òîâà, ÷å |β|Ω > kh > kh−kf ≥ j ïîëó÷àâàìå, ÷å Sj(βγ) =

Sj(β)γ. Ñåãà îáà÷å ∼Rf å Ω-ðàéíà ñ ïàðàìåòúð kf òúé êàòî
|Sj(β)|Ω = |β|Ω − j > kh − j ≥ kf , òî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Sj(β) ∼Rf Sj(β)γ,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî j ≤ M(kg + m):

Sj(β) ∼Rf Sj(βγ).

(â) Îò óñëîâèåòî, ÷å |β′|Ω > kh > M(kg +m) ïîëó÷àâàìå, ÷å çà
âñÿêî j ≤ M(kg + m) â ñèëà, ÷å

Ij(βγ) = Ij(β),

îò êúäåòî ñëåäâàò âñè÷êè òâúðäåíèÿ.

È òàêà ∼Rh å Ω-êðàéíà äÿñíî-èíâàðèàíòíà ñ ïàðàìåòúð kh.
Ïðåäè äà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà íà ∼Lh ùå íè áúäå ïîëåçíà ñëåä-

íàòà:
Äåôèíèöèÿ 25 Ìíîæåñòâîòî Xm,M ñå ñúñòîè îò îíåçè äâîéêè
(α, β) ∈ Pref(Ω)× (Σ ∪ Ω)∗ ∪ (Σ ∪ Ω)∗ × {ε}, çà êîèòî:

1. ∃i < |α|Ω, çà êîåòî |Si(α)β|Ω > M(kg + m) + kf = kh è èìà
ñâîéñòâîòî, ÷å:

∣∣∣∏M(kg+m)
j=0 T[Pi+j(αβ)][Si+j(αβ)](Ii+j+1(αβ))

∣∣∣ < m + kg èëè

¬!
(∏kh

j=0 T[Pi+j(αβ)][Si+j(αβ)](Ii+j+1(αβ))
)

.

2. èëè ∃i < |α|Ω, çà êîåòî:

T[Pi(α)][Si(α)β](Ii+1(α)) > m èëè
¬!T[Pi(α)][Si(α)β](Ii+1(α)).
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Ñåãà ùå äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà Lh. Òîâà ïðàâèì ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí. Çà äâå äâîéêè äóìè, (α′, β′) è (α′′, β′′) îçíà÷àâàìå ñ base′, last′ è
rest′, ñúîòâåòíî base′′, last′′ è rest′′:

rest′ = f(α′, β′)

base′ = base(f(ε, α′β′)rest′−1, rest′)

last′ = last(f(ε, α′β′)rest′−1, rest′)

rest′′ = f(α′′, β′′)

base′′ = base(f(ε, α′′β′′)rest′′−1, rest′′)

last′′ = last(f(ε, α′′β′′)rest′′−1, rest′′)

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ êàçâàìå, ÷å

(α′, β′) ∼Lh (α′′, β′′)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà â ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. (α′, β′) ∈ Xm,M ⇔ (α′′, β′′) ∈ Xm,M .

2. Àêî (α′, β′) 6∈ Xm,M è (α′′, β′′) 6∈ Xm,M , òî:

(à) (α′, β′) ∼Lf (α′′, β′′).
(á) base′ ∼Lg base′′.
(â) last′ ∼Rg last′′.
(ã) stateg(base′last′, rest′) = stateg(base′′last′′, rest′′) èëè â ñëó-

÷àé, ÷å α′ = α′′ = ε.

Ëåìà 12 Ðåëàöèÿòà ∼Lh å êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, Ω-
îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì ∼Rh.

Òîâà, ÷å ∼Lh å êðàéíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò ñëåäâà îò ôàê-
òà, ÷å âñÿêî îò óñëîâèÿòà l â äåôèíèöèÿòà çàäàâà êðàéíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò, à ∼Lh å òÿõíà êîíþíêöèÿ.
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Îñâåí òîâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

(ε, β) ∼Lh (ε, β′′).

Íàèñòèíà òúé êàòî |ε|Ω = 0, òî (ε, β′) 6∈ Xm,M , çàùîòî íå ñúùåñòâóâà
åñòåñòâåíî ÷èñëî i < 0. Àíàëîãè÷íî è (ε, β′′) 6∈ Xm,M . Ïúðâèòå äâå
ñâîéñòâà ñëåäâàò îò ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà çà ∼Lf è ∼Lg, òðåòîòî ñúùî
å ÿñíî base(ε, f(ε, β)) = ε, à ÷åòâúðòîòî ñëåäâà îò ñàìàòà äåôèíèöèÿ.
Çà äà ïðîâåðèì, ÷å ∼Rh îïðåäåëÿ ∼Lh òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å

∀α′, α′′, β′, β′′
(α′, β′) ∼Lh (α′′, β′′)&β′ ∼Rh β′′ ⇒

(α′P1(β
′), S1(β

′)) ∼Lh (α′′P1(β
′′), S1(β

′′)).

È òàêà íåêà α′, α′′, β′ è β′′ ñà ïðîèçâîëíè êàòî

(α′, β′) ∼Lh (α′′, β′′)&

β′ ∼Rh β′′.

Àêî (α′, β′) ∈ Xm,M , òî ñúùåñòâóâà i < |α′|, çà êîåòî:

Pi(α
′)β′ > M(kg + m) + kf

è:
∣∣∣∏kh

j=0 T[Pi+j(αβ)][Si+j(αβ)](Ii+j+1(αβ))
∣∣∣ < m + kg èëè

¬!
(∏kh

j=0 T[Pi+j(αβ)][Si+j(αβ)](Ii+j+1(αβ))
)

.

èëè ∃i < |α′|Ω, çà êîåòî:

T[Pi(α)][Si(α)β](Ii+1(α)) > m èëè
¬!T[Pi(α)][Si(α)β](Ii+1(α))

È â äâàòà ñëó÷àÿ i < |α′P1(β
′)|Ω è α′P1(β

′)S1(β
′) = α′β′. Îò-

òóê ñëåäâà, ÷å (α′P1(β
′), S1(β

′)) ∈ Xm,M . Àíàëîãè÷íî ñå ïîêàçâà, ÷å
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àêî (α′′, β′′) ∈ Xm,M , òî è (α′′P1(β
′′), S1(β

′′)) ∈ Xm,M . Ñåãà, òúé êà-
òî (α′, β′) ∼Lh (α′′, β′′), ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî (α′, β′) ∈ Xm,M , òî è
(α′′, β′′) ∈ Xm,M , îòêúäåòî è:

(α′P1(β
′), S1(β

′)) ∈ Xm,M è
(α′′P1(β

′′), S1(β
′′)) ∈ Xm,M .

Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

(α′P1(β
′), S1(β

′)) ∼Lh (α′′P1(β
′′), S1(β

′′)).

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî (α′, β′) 6∈ Xm,M . Òîãàâà è
(α′′, β′′) 6∈ Xm,M .

Ñåãà ïîëó÷àâàìå, ÷å (α′, β′) ∼Lf (α′′, β′′). Òúé êàòî β′ ∼Rh β′′, òî å
â ñèëà, ÷å:

Sj(β
′) ∼Rf Sj(β

′′) çà j ≤ M(kg + m)

Íî ∼Rf îïðåäåëÿ ∼Lf , îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

(α′Pj(β
′), Sj(β

′)) ∼Lf (α′′Pj(β
′′), Sj(β

′′) çà j ≤ M(m + gk).

Íåêà ïîëîæèì:

T ′
x = T f

[α′Px(β)][Sx(β)] è
T ′′

x = T f
[α′′Px(β′′)][Sx(β′′)],

çà x ≤ M(m + kg) + kf . Òîãàâà T ′
i = T ′′

i , çà i ≤ M(kg + m). Äà
äîïóñíåì, ÷å (α′P1(β

′), S1(β
′)) ∈ Xm,M . Òúé êàòî (α′, β′) 6∈ Xm,M , à

α′β′ = α′P1(β
′)S1(β

′) òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî |β′| > M(kg+m)+kf =
kh è å â ñèëà, ÷å:

∣∣∣∏M(kg+m)
i=0 T ′

i (Ii+1(β
′))

∣∣∣
Ω′

< m + kg èëè

¬!
(∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′))
)

.

èëè àêî:

T ′
0(I1(β

′)) > m èëè
¬!T ′

0(I1(β
′)).
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Ñåãà îáà÷å β′ ∼Rh β′′. Òîãàâà â ïúðâèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå, ÷å
|β′′|Ω > M(kg + m) + kf è îñâåí òîâà, ïðèëàãàéêè óñëîâèå 3 îò ∼Rh

ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî:
∣∣∣∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′))
∣∣∣
Ω′

< m + kg, òî
∣∣∣∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′′))
∣∣∣
Ω′

=
∣∣∣∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′))
∣∣∣
Ω′

< m + kg,

è ñúîòâåòíî àêî

¬!
(∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′))
)

òî

¬!
(∏M(kg+m)

i=0 T ′
i (Ii+1(β

′′))
)

.

Ñåãà îáà÷å T ′
i = T ′′

i , êîåòî ïîêàçâà, ÷å (α′′P1(β
′′), S1(β

′′)) ∈ Xm,M .
Àíàëîãè÷íî âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé èìàìå, ÷å:

|T ′
0(I1(β

′))|Ω′ > m ⇔ |T ′
0(I1(β

′′))|Ω′ > m è
¬!T ′

0(I1(β
′)) ⇔ T ′

0(I1(β
′′)).

Ñåãà îáà÷å T ′
0 = T ′′

0 , îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å (α′′P1(β
′′), S1(β

′′)) ∈
Xm,M .

Òàêà îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî (α′P1(β
′) 6∈ Xm,M . Òîãà-

âà îò ðàçñúæäåíèÿòà ïî ãîðå ñëåäâà, ÷å è (α′′P1(β
′′), S1(β

′′) 6∈ Xm,M).
Èìàìå, ÷å

f(α′, β′) =

M(kg+m)∏
i=0

T ′
i (Ii+1(β

′))f(α′PM(kg+m)+1(β
′), SM(kg+m)+1(β

′))

f(α′′, β′′) =

M(kg+m)∏
i=0

T ′
i (Ii+1(β

′′))f(α′PM(kg+m)+1(β
′′), SM(kg+m)+1(β

′′)).

Îò ðàçñúæäåíèÿòà ïî ãîðå è îò ôàêòà, ÷å β′ ∼Rh β′′, ïîëó÷àâàìå, ÷å:
∣∣∣∣∣∣

M(kg+m)∏
i=1

T ′
i (Ii(β

′))

∣∣∣∣∣∣
Ω′

=

∣∣∣∣∣∣

M(kg+m)∏
i=1

T ′
i (Ii(β

′))

∣∣∣∣∣∣
Ω′
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èëè,
∣∣∣∏M(kg+m)

i=1 T ′
i (Ii(β

′))
∣∣∣
Ω′

> kg + m è
∣∣∣∏M(kg+m)

i=1 T ′
i (Ii(β

′))
∣∣∣
Ω′

> kg + m.

Ïðè òîâà àêî è äâåòå ñòîéíîñòè ñà íå ïî-ãîëåìè îò (kg + m) òî, òúé
êàòî (α′P1(β

′), S1(β
′)) 6∈ Xm,M è (α′′P1(β

′′), S1(β
′′)) 6∈ Xm,M ñëåäâà, ÷å

|β′|Ω = |β′′|Ω ≤ M(kg +m). Ñåãà òúé êàòî ∼Rg å Ω′-êðàéíà, òî çà âñÿêî
ω′ ∼Rg ω′′ è âñÿêî l ≤ m:

Sl(ω
′f(α′, β′)) ∼Rg Sl(ω

′
M(kg+m)∏

i=1

T ′
i (Ii(β

′))) è

Sl(ω
′′f(α′′, β′′)) ∼Rg Sl(ω

′′
M(kg+m)∏

i=1

T ′
i (Ii(β

′′)))

Ñåãà îò òîâà, ÷å β′ ∼Rh β′′ ñëåäâà, ÷å:

Sl(ω
′
M(kg+m)∏

i=0

T ′
i (Ii+1(β

′))) ∼Rg Sl(ω
′′

M(kg+m)∏
i=0

T ′
i (Ii+1(β

′′))),

îò êúäåòî è
Sl(ω

′f(α′, β′)) ∼Rg Sl(ω
′′f(α′′, β′′))

Ñåãà àêî â ðîëÿòà íà ω′ è ω′′ èçáåðåì

ω′ = last(f(ε, α′β′)f(α′, β′)−1) è
ω′′ = last(f(ε, α′β′)f(α′, β′)−1)

ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Sl(last(f(ε, α′β′)f(α′, β′)−1)f(α′, β′)) ∼Rg Sl(last(f(ε, α′′β′′)f(α′′, β′′)−1)f(α′′, β′′)).

Ñëåäîâàòåëíî:

(base(f((ε, α′β′)f(α′, β′)−1)Pl(f(α′, β′))), Sl(f(α′, β′))) ∼Lg

(base(f((ε, α′′β′′)f(α′′, β′′)−1)Pl(f(α′′, β′′))), Sl(f(α′′, β′′)))
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Îò óñëîâèå (α′P1(β
′), S1(β

′) 6∈ Xm,M è (α′′P1(β
′′), S1(β

′′) 6∈ Xm,M , òî
ïîëó÷àâàìå, ÷å:

|T ′
0(I1(β

′)|Ω′ ≤ m è (16)
|T ′

0(I1(β
′′)|Ω′ ≤ m (17)

Ñåãà îò òîâà, ÷å β′ ∼Rh β′′ ñëåäâà, ÷å
|T ′

0(I1(β
′))|Ω′ = |T ′

0(I1(β
′′))|Ω′ .

Äà ïîëîæèì:
base′ = (base(f((ε, α′β′)f(α′, β′)−1T ′

0(P1(β
′)))),

base′′ = (base(f((ε, α′′β′′)f(α′′, β′′)−1T ′
0(P1(β

′′)))),

last′ = last((f((ε, α′β′)f(α′, β′)−1T ′
0(P1(β

′)))),

last′′ = last((f((ε, α′′β′′)f(α′′, β′′)−1T ′
0(P1(β

′′)))).

Òîãàâà:
(base′, last′f(α′P1(β

′), S1(β
′))) ∼Lg

(base′′, last′′f(α′′P1(β
′′), S1(β

′′))) è
last′ ∼Rg last′′.

Íàêðàÿ èìàìå, ÷å çà âñåêè îò òðàíñäþñåðèòå T g
u :

(δg
u)
∗(su, last′) = (δg

u)
∗(su, last′′).

Êàòî ïðèëîæèì òîâà ðàâåíñòâî çà:
T[base′][last′f(α′P1(β′),S1(β′)))] = T[base′′][last′′f(α′′P1(β′′),S1(β′′)))],

ïîëó÷àâàìå òî÷íî, ÷å
stateg(base′last′, f(α′P1(β

′), S1(β
′))) = stateg(base′′last′′, f(α′′P1(β

′′)S1(β
′′))).

Ñåãà îñòàâà äà îò÷åòåì, ÷å âñúùíîñò:
base′ = base(f(ε, α′β′)f(α′P1(β

′), S1(β
′))−1)

last′ = last(f(ε, α′β′)f(α′P1(β
′), S1(β

′))−1)

base′′ = base(f(ε, α′′β′′)f(α′′P1(β
′′), S1(β

′′))−1) è
last′′ = last(f(ε, α′′β′′)f(α′′P1(β

′′), S1(β
′′))−1)
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ïîëó÷àâàìå, ÷å

(α′P1(β
′), S1(β

′)) ∼Lh (α′′P1(β
′′), S1(β

′′))

âúâ âñè÷êè ñëó÷àè.
Ñåãà îñòàíà äà îïðåäåëèì òðàíñäþñåðèòå T h

[α][β]. Òîâà ïðàâèì ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí.

1. Îïðåäåëÿìå

q = stateg(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β))

2. Îïðåäåëÿìå
l =

∣∣∣T f
[α][β](P1(β))

∣∣∣
Ω′

.

3. Îïðåäåëÿìå òðàíñäþñåðèòå:

T g
i = T g

[base◦Pi(last◦rest)][Si(last◦rest)] çà 0 ≤ i ≤ l,

êúäåòî

base = base(f(ε, αβ)f(α, β)−1)

last = last(f(ε, αβ)f(α, β)−1) è
rest = f(α, β),

à äåôèíèöèîííèòå îáëàñòè íà T g
i ñà îãðàíè÷åíè äî Σ∗Ω′ çà i < l.

Ñåãà ïîëàãàìå:

T h
[α][β] =

{
(T g

0 (q)
∏l

j=1 T g
j )(T f

[α][β]) àêî (α, β) 6∈ Xm,M

¬! àêî (α, β) ∈ Xm,M

Ëåìà 13 Äåôèíèöèÿòà T h
[α][β] å êîðåêòíà, òîåñò çà âñåêè:

(α′, β′) ∼Lh (α′′, β′′)&β′ ∼Rg β′′ ⇒
T h

[α′][β′] = T h
[α′′][β′′].
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è îñâåí òîâà àêî (αβ) ∈ Am,M , òî

T h
[α][β](P1(β)) = g∗(base ◦ last, rest)g∗(base1 ◦ last1, rest1)

−1,

êúäåòî:

base = base(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β)),

last = last(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β)),

rest = f(α, β), è àíàëîãè÷íî

base1 = base(f(ε, αβ)f(αP1(β), S1(β))−1, f(αP1(β), S1(β))),

last1 = last(f(ε, αβ)f(αP1(β), S1(β))−1, f(αP1(β), S1(β))),

rest1 = f(αP1(β), S1(β).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå ïîêàæåì êîðåêòíîñòòà. Íåêà (α′, β′) ∼Lh

(α′′, β′′). Àêî (α′, β′) ∈ Xm,M , òî è (α′′, β′′) ∈ Xm,M è ñëåäîâàòàëíî

!¬T[α′][β′] è ¬!T[α′′][β′′].

Òàêà ÷å èíòåðåñåí å ñëó÷àÿò, êîãàòî (α′, β′) 6∈ Xm,M è (α′′, β′′) 6∈ Xm,M .
Òîãàâà Ïúðâèòå äâà ïóíêòà ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèèòå íà ∼Lh

è ∼Rh. Òîâà, ÷å èçáîðúò íà T g
i íå çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ èçáîð íà α

è β, à ñàìî îò òåõíèòå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò â ∼Lh è ∼Rh ìîæå
äà ñå âèäè ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî â ïðåäèøíàòà ëåìà óñòàíîâèõìå,
÷å êëàñîâåòå

Sl


ω′

M(kg+m)∏
i=1

T ′
i (Ii(β

′))


 ∼Rg Sl


ω′′

M(kg+m)∏
i=1

T ′
i (Ii(β

′′))




çà l ≤ m. Íàêðàÿ ∼Lg-åêâèâàëåíòíîñòòà íà îñíîâèòå base′ ∼Lg base′′

íè äàâà, ÷å çà âñÿêî j ≤ m å â ñèëà, ÷å

(base′Pj(last′rest′), Sj(last′rest′) ∼Lg (base′′Pj(last′′rest′′), Sj(last′′rest′′),

à îò ∼Rh åêâèâàëåíòíîñòòà íà β′ è β′′ ïîëó÷àâàìå, ÷å

Sj(last′rest′) ∼Rg Sj(last′′rest′′).
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Çà äà ïðîâåðèì âòîðàòà ÷àñò íà ëåìàòà íåêà αβ = t ∈ Am,M .
Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå íà t = α′β′ å â ñèëà, ÷å
(α′, β′) 6∈ Xm,M . Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà T h

[α][β] ñëåäâà, ÷å:

T h
[α][β](P1(β)) =

(
T g

0 (q)
l∏

j=1

T g
j

)
(T f

[α][β](P1(β))) =

(
T g

0 (q)
l∏

j=1

T g
j

)
(rest ◦ (rest1)

−1) =

λ∗0(q, I1(rest ◦ (rest1)
−1)

l∏
j=1

T g
j (Ij+1(rest ◦ (rest1)

−1) =

g∗(base ◦ last, rest)g∗(base1 ◦ last1, rest1)
−1,

çàùîòî |rest ◦ (rest1)
−1)|Ω′ = l.

Ñ òîâà ïîñòðîèõìå ðåëàöèèòå ∼Lh ∼Rh è T h
[α][β], êîèòî îïðåäåëÿò

ôóíêöèÿ h:

h(α, β) = g∗(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β))

çà âñåêè (α, β) ñúñ ñâîéñòâîòî αβ ∈ Am,M .
Ñåãà îò òåîðåìà 11 ëåñíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Ñëåäñòâèå 4 Àêî f : Pref(Ω)× (Σ∪Ω)∗∪ (Σ∪Ω)∗×{ε} → (Σ∪Ω′)∗

è g : Pref(Ω′)× (Σ∪Ω)∗ ∪ (Σ∪Ω′)∗ × {ε} →→ Ξ∗ ñà ñúîòâåòíî Ω- è
Ω′-ïðåäñòàâèìè è àêî äîïúëíèòåëíî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè M è
m ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å:

{αβ | (α, β) ∈ Dom(f)} ⊂ Am,M ,

êúäåòî Am,M ñå äåôèíèðà êàòî â óñëîâèåòî íà òåîðåìà 11, òî ñú-
ùåñòâóâà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ h ñúñ ñâîéñòâîòî:

h(α, β) = g∗(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β)).
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Äîêàçàòåëñòâî: Êîíñòðóèðàìå h êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðå-
ìà 11. Òîãàâà çà âñåêè α è β ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å αβ ∈ Am,M å â ñèëà,
÷å:

h(α, β) = g∗(f(ε, αβ)f(α, β)−1, f(α, β)).

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å àêî (α, β) ∈ Range(f), òî αβ ∈
Am,M .

Ñëåäñòâèå 5 Àêî f : (Σ ∪ Ω)∗ → (Σ ∪ Ω′)∗ è g : (Σ ∪ Ω′)∗ → Ξ∗ ñå
ïðåäñòàâÿò ÷ðåç f1 è g1 ñúîòâåòíî è f1 è g1 óäîâëåòâîðÿâàò è àêî
ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà M è m, çà êîèòî

{αβ | (α, β) ∈ Dom(f1)} ⊂ Am,M ,

è ôóíêöèÿòà h = g ◦ f å ïðåäñòàâèìà.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ñëåäñòâèå 4 íàìèðàìå ôóíêöèÿ h1 ñúñ ñâîéñ-
òâîòî:

h1(α, β) = g∗1(f1(ε, αβ)f1(α, β)−1, f1(α, β).

Òîãàâà:
h1(ε, α) = g∗1(ε, f1(ε, α)) = g(f(α)),

êîåòî è îçíà÷àâà, ÷å h1 å ïðåäñòàâÿíå çà h.

4.6 Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2 îò ÷àñò 2
Ñëåä êàòî âúâåäîõìå Ω-ïðåäñòàâèìèòå ôóíêöèè è èçñëåäâàõìå ÷àñò
îò òåõíèòå ñâîéñòâà, ñåãà ìîæåì äà ñå âúçïîëçâàìå îò òÿõ è ñðàâíè-
òåëíî ëåñíî äà äîêàæåì òåîðåìà 2, ñâúðçàíà ñ ïðèìåðèòå îò ÷àñò 2
- ins0,1 è rep0,1. Çà öåëòà ïúðâî ùå ïîêàæåì ñëåäíîòî ïî-îáùî òâúð-
äåíèå:

Òâúðäåíèå 8 1. Ôóíêöèÿòà ins0,1 å Ω-ïðåäñòàâèìà çà Ω = ∅.

2. Ôóíêöèÿòà rep0,1 å Ω-ïðåäñòàâèìà çà Ω = {0, 1}
Äîêàçàòåëñòâî:
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1. Äåôèíèðàìå äÿñíî-èíâàðèàíòíàòà ðåëàöèÿ R1 êàòî:

β1 ∼R1 β2 ⇔ |β1|{a} ≡ |β2|{a}
β1 = ε ⇔ β2 = ε,

òîåñò äâå äóìè ñà R1 åêâèâàëåíòíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî èìàò ñðàâíèì ïî ìîäóë 2 áðîé áóêâè a è íå ñà ïðàçíàòà
äóìà. ßñíî å, ÷å R1 å êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàòíà ðåëàöèÿ íà åê-
âèâàëåíòíîñò. Òúé êàòî Ω = ∅, òî çà âñÿêà äóìà å â ñèëà, ÷å
|α|Ω = 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å R1 å è Ω êðàéíà.
Äåôèíèðàìå Ω-îïðåäåëèìàòà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò L1 ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

(α1, β1) ∼L1 (α2, β2) ⇔ α1 = α2 = ε èëè
β1 = β2 = ε, è α1 ∼R1 α2.

ßñíî å, ÷å L1 å ðåôëåêñèâíà è ñèìåòðè÷íà. Òðÿáâà äà ïðîâå-
ðèì, ÷å å òðàíçèòèâíà. Íàèñòèíà íåêà (α1, β1) ∼L1 (α2, β2) è
(α2, β2) ∼L1 (α3, β3). Àêî α1 = α3 = ε, òî î÷åâèäíî (α1, β1) ∼L1

(α3, β3). Çàòîâà äà äîïóñíåì, ÷å íàïðèìåð α3 6= ε. Òîãàâà îò
äåôèíèöèÿòà íàðåëàöèÿòà L1 ñëåäâà, ÷å β3 = ε, çàùîòî L1 å äå-
ôèíèðàíà ñàìî âúðõó äâîéêè îò âèäà Ω-ïðåäñòàâêà, Ω-íàñòàâêà
è çàùîòî Ω = ∅. Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà L1 ñëåäâà, ÷å β2 = ε
è α2 ∼R1 α3. Òîãàâà îáà÷å îò äåôèíèöèÿòà íà R1 ïîëó÷àâàìå,
÷å α2 6= ε. Êàòî ïðèëîæèì ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ è çà äâîé-
êèòå (α1, β1) ∼L1 (α2, β2) ïîëó÷àâàìå, ÷å β1 = ε è ñúîòâåòíî
α1 ∼R1 α2. Ñåãà îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R1 çàêëþ÷àâàìå, ÷å
α1 ∼R1 α3, à îòäåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å β1 = β3 = ε. Òîâà ïîêàçâà,
÷å:

(α1, β1) ∼L1 (α3, β3),

òîåñò L1 å òðàíçèòèâíà, à ñ òîâà è ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíò-
íîñò. Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å R1 Ω-îïðåäåëÿ L1. Íàèñòèíà íå-
êà (α1, β1) ∼L1 (α2, β2) è β1 ∼R1 β2. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ. Àêî
β1 = β2 = ε òî è P1(β1) = S1(β1) = ε è P1(β2) = S1(β2) =
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ε. Òîãàâà âñúùíîñò (α1P1(β1), S1(β1)) = (α1, β1). Àíàëîãè÷íî
(α2P1(β2, S1(β2) = (α2, β2). Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

(α1P1(β1), S1(β1), α2P1(β2), S1(β2)).

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé èìàìå, ÷å α1 = α2 = ε. Òîãàâà îò β1 ∼R1 β2

è Ω = ∅ ïîëó÷àâàìå, ÷å:

P1(β1) = β1 è S1(β1) = ε

P1(β2) = β2 è S1(β2) = ε.

Òîâà îçíà÷àâà îáà÷å è (β1, ε) ∼L1 (β2, ε) è òúé êàòî α1 = α2 = ε,
òî:

(α1P1(β1), S1(β1)) ∼L1 (α2P1(β2), S1(β2))

Íàêðàÿ äåôèíèðàìå òðàíñäþñåðèòå:

T[ε][β] =

{
pref0,1 àêî |β|{a} ≡ 0( mod 2)

pref1,0 àêî |β|{a} ≡ 0( mod 2),

êúäåòî pref0,1 è pref1,0 ñà êàêòî â ïàðàãðàô 2.2 íà ÷àñò 2. Òî-
ãàâà èìàìå, ÷å ∅-îïðåäåëèìàòà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà îò L1, R1 è
òðàíñäþñåðèòå pref0,1 è pref1,0 å ôóíêöèÿòà:

f(t) =

{
pref0,1(t) àêî |t|{a} ≡ 0( mod 2)

pref1,0(t) àêî |t|{a} ≡ 1( mod 2)

Íåêà t =
∏k

i=0(a
mibni). Òîãàâà èìàìå, ÷å:

pref0,1(t) =
k∏

i=0

(cia
mibni)ck+1, êúäåòî

ci ∈ {0, 1} è ci ≡
i−1∑
j=0

mi( mod 2).
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Ñåãà àêî
∑k

j=0 mj = |t|{a} ≡ 0( mod 2), òî è:
k∑

j=i

mi ≡ ci( mod 2),

çà âñÿêî i, îòêúäåòî äèðåêòíî ñëåäâà, ÷å f(t) = ins0,1(t).
Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî |t|{a} ≡ 1( mod 2). Òîãàâà
èìàìå, ÷å:

k∑
j=0

mj ≡ 1( mod 2) ⇔
i−1∑
j=0

mj ≡ 1−
k∑

j=i

( mod 2)

çà âñÿêî i. Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å ins0,1(t) = pref1,0(t). Ñ òîâà ïî-
êàçàõìå, ÷å äåéòâèòåëíî f = ins0,1. Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å ins0,1

å ∅-ïðåäñòàâèìà.

2. Äåôèíèðàìå R2 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
β1 ∼R2 β2 ⇔ ∀γ(β1γ ∈ {a, b}∗0{a, b, 0, 1}∗ ⇔ β2γ ∈ {a, b}∗0{a, b, 0, 1}∗) è

∀γ(β1γ ∈ {a, b}∗1{a, b, 0, 1}∗ ⇔ β2γ ∈ {a, b}∗1{a, b, 0, 1}∗).
Êàòî êîìïîçèöèÿ íà äâå äÿñíî-èíâàðèàíòíè, êðàéíè ðåëàöèè íà
åêâèâàëåíòíîñò, R2 ñúùî å äÿñíî-èíâàðèàíòíà, êðàéíà ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò. Îñâåí òîâà àêî |β|{0,1} ≥ 1, òî β = xcy,
êúäåòî x ∈ {a, b}∗, à c ∈ {0, 1}. Ñåãà àêî γ å ïðîèçâîëíà, òî
βγ = xcyγ è ñëåäîâàòåëíî àêî βγ ∈ {a, b}∗c{a, b, 0, 1}∗, êàêòî
è β ∈ {a, b}∗c{a, b, 0, 1}∗. Àíàëîãè÷íî β 6∈ {a, b}∗c{a, b, 0, 1}∗ è
βγ 6∈ {a, b}∗c{a, b, 0, 1}∗, êúäåòî c = 1 − c. Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å
β ∼R2 βγ, òîåñò R2 å {0, 1}-êðàéíà ðåëàöèÿ.
Ñåãà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà L2 êàòî:

(α1, β1) ∼L2 (α2, β2) ⇔ α1 = α2 = ε èëè β1 ∼R2 β2

Êàêòî è â ïúðâèÿ ñëó÷àé ëåñíî ñå âèæäà, ÷å R2 {0, 1} îïðåäåëÿ
L2. Ñåãà çà âñåêè α, β äåôèíèðàìå:

T[α][β] =





TA, àêî β ∈ {a, b}∗1{a, b, 0, 1}∗
Ta, àêî β ∈ {a, b}∗0{a, b, 0, 1}∗
¬! àêî β ∈ {a, b}∗.
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êúäåòî TA(α1) = αA, à Ta(α0) = α, çà âñÿêî α ∈ {a, b}∗. Ñåãà äà
ðàçãëåäàìå {0, 1}-ïðåäñòàâèìàòà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà îò L2, R2,
TA è Ta ëåñíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

f(αcβ) =





TA(αc)f(β) àêî c = 1

Ta(αc)f(β) àêî c = 0

¬! èíà÷å

Òîâà îáà÷å å òî÷íî äåôèíèöèÿòà íà rep0,1. Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å
è rep0,1 å {0, 1}-ðåäñòàâèìà.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òâúðäåíèå 8 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Ñëåäñòâèå 6 1. Âñÿêà îò ôóíêöèèòå ins0,1 è rep0,1 å ðàöèîíàë-
íà.

2. Çà âñÿêà îò ôóíêöèèòå ins0,1 è rep0,1 ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð,
êîéòî ÿ ðàçïîçíàâà.

Äîêàçàòåëñòâî: Òúé êàòî ins0,1 è rep0,1 ñà Ω-ïðåäñòàâèìè, òî òå-
îðåìà 7 ñëåäâà, ÷å çà òÿõ ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî ãè
ðàçïîçíàâà, à îò òåîðåìà 9 ñëåäâà, ÷å òå ñà ðàöèîíàëíè.

Ñ òîâà äîêàçàõìå â ÷àñòíîñò è òåîðåìà 2.
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5 Ïðèìåð íà Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè, çà
÷èÿòî êîìïîçèöèÿ íå ñúùåñòâóâà FIFO-
òðàíñäþñåð. Ñëåäñòâèÿ

Â òàçè ÷àñò ùå ïîêàæåì, ÷å íå ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð, êîé-
òî äà ðàçïîçíàâà rep0,1 ◦ ins0,1. Êàêòî âèäÿõìå â êðàÿ íà ïðåäèø-
íàòà ÷àñò òîâà ñà äâå ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, çà êîèòî ñúùåñòâóâàò
FIFO-òðàñäþñåðè, êîèòî ãè ðàçïîçíàâàò. Êàòî ðåçóëòàò îò òîâà òÿõ-
íàòà êîìïîçèöèÿ ñúùî å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ [Eil74]. Òàêà, àêî íå
ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî äà ðàçïîçíàâà repo,1 ◦ ins0,1 ùå
ïîëó÷èì, ÷å:

1. Êëàñúò îò ôóíêöèè, ðàçïîçíàâàí îò FIFO-òðàíñäþñåðè íå å çàò-
âîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ.

2. Êëàñúò íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè íå å ïîäìíîæåñòâî íà êëàñà
îò ôóíêöèè, êîèòî ñå îïèñâàò ñ FIFO-òðàíñäþñåð.

Ïðåäè äà ïðèñòúïèì êúì îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òàçè ÷àñò, ùå äî-
êàæåì ñëåäíàòà:
Ëåìà 14 Àêî m0 ≥ 0, mi > 0 è ni−1 > 0, nk ≥ 0 ñà åñòåñòâåíè
÷èñëà, òî

rep0,1(ins0,1

(
k∏

i=0

(amibni)

)
) =

k∏
i=0

(cmi
i bni),

êúäåòî

ci = A ⇔
k∑

j=i+1

mj ≡ 1( mod 2)

ci = a ⇔
k∑

j=i+1

mj ≡ 0( mod 2).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà

ins0,1

(
k∏

i=0

(amibni)

)
=

k∏
i=0

(dia
mibni)dk+1,
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êúäåòî di ∈ {0, 1}. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ins0,1 èìàìå, ÷å:

di ≡
k∑

j=i

mj( mod 2).

Îò äðóãà ñòðàíà îò äåôèíèöèÿòà íà rep0,1 è îò ðàâåíñòâîòî:

rep0,1

(
k∏

i=0

(dia
mibni)dk+1

)
=

k∏
i=0

(cmi
i bni),

ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ci = a ⇔ di+1 = 0 è
ci = A ⇔ di+1 = 1.

Ñåãà êàòî âçåìåì â ïðåäâèä äåôèíèöèÿòà íà di ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ci =

{
A, àêî

∑k
j=i+1 mj ≡ 1( mod 2)

a, àêî
∑k

j=i+1 mj ≡ 0( mod 2)

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà.
Ëåìà 14 íè äàâà ÿâíèÿ âèä íà êîìïîçèöèÿòà rep0,1 ◦ ins0,1. Òàêà

âñúùíîñò ïðîáëåìúò, êîéòî ðàçèñêâàìå â òàçè ÷àñò ñå ñâåæäà äî:

Òåîðåìà 12 Íåêà f : {a, b}∗ → {a, b, A}∗ å ôóíêöèÿòà, êîÿòî çà
ïðîèçâîëíî k è ïðîèçâîëíè mi > 0 çà i > 1 è ni > 0 çà i < k å
äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

f

(
k∏

i=1

amibni

)
=

k∏
i=1

cmi
i bni ,

ci ∈ {a, A} è ci = a òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
k∑

j=i+1

mj ≡ 1( mod 2).

Òîãàâà íå ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð T , çà êîéòî fT = f .
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Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà FIFO-
òðàíñäþñåð, ðàçïîçíàâàù f , à îò òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà è
êàíîíè÷åí FIFO-òðàíñäþñåð T =< {a, b}×{a, b, A}∗, P,Q, s, ∆, d, out, φ, ψ)
çà êîéòî fT = f .

Íåêà
l = max

q∈Q,p∈P,c∈{a,b}
(|out(q,< p, a >)|, |ψ(q)|).

Òúé êàòî Dom(f) = {a, b}+ å òîòàëíà, òî è Dom(fT ) = {a, b}+.

Ëåìà 15 Íåêà α ∈ a+{a, b}∗. Òîãàâà:
1. àêî ñúùåñòâóâà èçâîä îò âèäà:

(s, α, ε, ε) ² (p, β, γ, ω), (18)

òî ω = ε.

2. àêî
(s, α, ε, ε) ² (p0, ε, γ0, ω0)

çà íÿêîå p0 ∈ P , òî l(|γ0|+ 1) ≥ |α|.

1. Äåéñòâèòåëíî îò äåôèíèöèÿòà çà fT è îò òâúðäåíèå 4 ñëåäâà,
÷å fT (α ◦ b) = ωω1 è fT (α ◦ ba) = ωω2. Îò äðóãà ñòðàíà ëåñíî
ñå âèæäà, ÷å áðîÿò íà ñèìâîëèòå a â áëîêîâåòå ñëåä ïúðâèÿ â
äóìèòå α ◦ ba è α ◦ b ñå ðàçëè÷àâà ñ 1. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà
íà f ïîëó÷àâàìå, ÷å f(α◦b) è f(α◦ba) íÿìàò îáùà ïðåäñòàâêà -
åäíàòà çàïî÷âà ñ a, äîêàòî äðóãàòà ñ A. Íî ïî äîïóñêàíå f = fT ,
îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å fT (α ◦ b) = f(α ◦ b) è fT (α ◦ ba) = f(α ◦ ba).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ω å îáùà ïðåäñòàâêà çà f(α ◦ b) è f(α ◦ ba),
êîåòî å âúçìîæíî ñàìî çà ω = ε.

2. Èìàìå, ÷å α ∈ Dom(f) = Dom(fT ). Òîâà ïî äåôèíèöèÿ îçíà÷à-
âà, ÷å ñúùåñòâóâàò p ∈ P è q ∈ Q, çà êîèòî:

(s, α, ε, ε) ² (p, ε, γ, ω1), (19)
(φ(p), ε, γ, ω1) ² (q, ε, ε, ω1ω2) è (20)

fT (α) = ω1ω2ψ(q). (21)

143



Îò òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å p0 = p, γ = γ0 è ω1 = ω0. Ñåãà îò
ïúðâàòà ÷àñò íà ëåìàòà ñëåäâà, ÷å ω1 = ε. Îñâåí òîâà îò ïúðâàòà
÷àñò íà òâúðäåíèå 4 ïîëó÷àâàìå, ÷å äúëæèíàòà íà èçâîäà

(φ(p), ε, γ, ω1) ² (q, ε, ε, ω1ω2)

å ðàâíà íà |γ|. Ñëåäîâòåëíî òúé êàòî ïðè âñåêè ïðåõîä äúëæè-
íàòà íà èçõîäíàòà äóìà ñå óâåëè÷àâà íàé-ìíîãî ñ

|out(q′, < p′, c >)| ≤ l

çà íÿêîè p′ ∈ P , q′ ∈ Q è c ∈ {a, b}. Òîãàâà |ω1ω2| − |ω1| ≤ l|γ|.
Îò òóê ìîæåì äà çêëþ÷èì, ÷å |fT (α)| ≤ |γ|l+ |ψ(q)| ≤ (|γ|+1)l.
Îò äðóãà ñòðàíà îò äåôèíèöèÿòà íà f èìàìå, ÷å |f(α)| = |α|. Ïî
äîïóñêàíå èìàìå, ÷å fT (α) = f(α) è ñëåäîâàòåëíî l(|γ|+1) ≥ |α|.

Íåêà ïîëîæèì M = (l + 1)|Q|+ 1. Äåôèíèðàìå ðåäèöàòà {mi}M
i=0

èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

mM = 1 (22)
mi−1 = l(

∑M
j=i(mj + 1) + 1) çà âñÿêî M ≥ i ≥ 1. (23)

Ñåãà ðàçãëåæäàìå äóìèòå {αj}M
j=1, äåôèíèðàíè êàòî:

αj =

(
j−1∏
i=0

a2mib

)
a2mj+1

(
M∏

i=j+1

ba2mi

)
. (24)

Çà âñÿêî 1 ≤ j ≤ M ïîëàãàìå:

1. βj, òàêà ÷å:

βj = a2m0

j∏
i=1

ba2mi

2. γj è pj ∈ P , çà êîèòî ñúùåñòâóâà èçâîä:

(s, αj, ε, ε) ² (pj, ε, γj, ε)

è îò òâúðäåíèå 4 ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî.
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3. γi,r íàñòàâêà íà γi ñ äúëæèíà |γi,r| = 2rm0

l
≤ |γi|.

4. qi,r ∈ Q è ωi,r ñå îïðåäåëÿò îò èçâîäà:

(φ(pi), ε, γi, ε) ² (qi,r, ε, γi,r, ωi,r).

Äà îòáåëåæèì ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà, êîèòî îáåäèíÿâàìå â ñëåä-
íàòà:

Ëåìà 16 Çà âñåêè äâå 1 ≤ i < j ≤ M ñà â ñèëà ñëåäíèòå äâå òâúð-
äåíèÿ:

1. |αi| = |αj| = 2(l+1)m0

l
− (M + 1) è γi,1 è γj,1 ñà äîáðå îïðåäåëåíè.

2. Àêî γi,r è γj,r ñà îïðåäåëåíè, òî γj,r è γi,r ñúâïàäàò â ïúðâèòå
ñè

2rm0

l
−

M∑

k=i+1

(2mk + 1)

ïîçèöèè.

1. Ïúðâàòà ÷àñò ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà αj. Èìàìå,
÷å:

|αj| =
∑j−1

i=0 (2mi + 1) + (2mj + 1) +
∑M

i=j+1(2mj + 1) =

2m0 + 2
∑M

i=1 mi + (M + 1).

Ïî äåôèíèöèÿ îáà÷å m0 = l(
∑M

i=1(mi + 1) + 1). Îò òóê ñëåäâà,
÷å

M∑
i=1

mi =
m0

l
− (M + 1).

Ñåãà êàòî çàìåñòèì ïîëó÷àâàìå, ÷å:

|αj| = 2m0 + 2m0

l
− 2(M + 1) + (M + 1) =

2m0(l+1)
l

− (M + 1).
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Âòîðàòà ÷àñò ñëåäâà îò ïúðâàòà êàòî ïðèëîæèì ëåìà 15. Íàèñ-
òèíà îò ëåìà 15 èìàìå, ÷å:

l(|γi|+ 1) ≥ |αi|.
Ñåãà êàêòî âå÷å âèäÿõìå |αi| = 2m0 + 2m0

l
− (M + 1). Íî mj ≥ 1

çà âñÿêî j, îò êúäåòî:

2m0 = 2l(
M∑

k=1

(mk + 1) + 1) ≥ 2l(2M + 1).

Ñëåäîâàòåëíî:
2m0

l
− (M + 1) ≥ 4M + 2− (M + 1) = 3M + 1.

Îò òóê òúé êàòî M > l çàêëþ÷àâàìå, ÷å

|γi|+ 1 ≥ |α|
l
≥

2m0

l
+ 3M+1

l
≥ 2m0

l
+ 3.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å |γi| ≥ 2m0

l
+ 1.

2. Òúé êàòî βi = a2m0
∏M

k=1 ba2mk å ïðåäñòàâêà è íà αi, è íà αj,
çàùîòî i < j, òî è äâàòà èçâîäà

(s, αi, ε, ε) ² (pi, ε, γi, ε) è
(s, αj, ε, ε) ² (pj, ε, γj, ε)

ñúùîñòâóâàò ñúñòîÿíèå p ∈ P è äóìà γ ∈ Γ∗, çà êîèòî:

(s, βi(β
−1
i αi), ε, ε) ² (p, (β−1

i αi), γ, ε),

è ñúîòâåòíî:

(s, βi(β
−1
i αj), ε, ε) ² (p, (β−1

i αj), γ, ε),

ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò βi. Îñòàíàëàòà ÷àñò îò äâàòà èçâîäà
ñúäúðæàò òî÷íî

∑M
k=i+1(2mk+1) ïðåõîäà îò òèï 1 è ñëåäîâàòåë-

íî òîëêîâà ïúòè ñå äîáàâÿ ñèìâîë êàòî íàñòàâêà íà γ. Òîãàâà
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âñåêè ñèìâîë â γi íà ïîçèöèÿ |γi| −
∑M

k=i+1(2mk + 1) − t ≥ 0 å
ðàâåí íà ñèìâîëà íà ïîçèöèÿ |γ| − t γ. Ñúùîòî å â ñèëà è çà
γj. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å γi,r = γj,r ñå ðàçëè÷àâàò åâåíòóàëíî ñàìî
â íÿêîé îò ïîñëåäíèòå ñè

∑M
k=i+1(2mk + 1) íà áðîé ñèìâîëà.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà.
Çà âñÿêî i îïðåäåëÿìå ri äà áúäå ìàêñèìàëíîòî r, çà êîåòî γi,r

å îïðåäåëåíî. Òúé êàòî T å êàíîíè÷åí çà âñåêè ïðåõîä îò òèï 1 çà-
ïèñâàìå òî÷íî åäèí ñèìâîë â îïàøêàòà. Òîãàâà ãîëåìèíàòà |γi| ≤
|αi| < 2(l+1)m0

l
. Ñëåäîâàòåëíî ri ≤ l çà âñÿêî i. Ïîëàãàìå δi äà áúäå

íàñòàâêàòà íà γi,ri
ñ äúëæèíà:

|δi| =
M∑

k=i+1

(2mk + 1).

Íàêðàÿ íåêà ωi = ωi,ri
è qi = qi,ri

, òîåñò:

(φ(pi), ε, γi, ε) ² (qi, ε, γi,ri
δi, ωi).

Òúé êàòî 1 ≤ ri ≤ l è qi ∈ Q òî ñúùåñòâóâàò íåïîâå÷å îò l|Q|
ðàçëè÷íè äâîéêè (qi, ri). Òúé êàòî M > l|Q|, òî ñúùåñòâóâàò 1 ≤ i <
j ≤ M , çà êîèòî qi = qj è ri = rj. Òúé êàòî γi,ri+1 íå å äåôèíèðàíà,
òî |γiγ

−1
i,ri
| < 2m0

l
. Ñåãà òúé êàòî ïðè âñåêè d-ïðåõîä äúëæèíàòà íà ω

ñå óâåëè÷àâà íàé-ìíîãî ñ l, à äúëæèíàòà íà èçâîäèòå:

(φ(pi), ε, γi, ε) ² (qi, ε, γi,ri
, ωi) è

(φ(pj), ε, γj, ε) ² (qi, ε, γj,rj
, ωj).

å ïî-ìàëêà îò 2m0

l
, òî |ωi| < 2m0 è ωj < 2m0. Îò ëåìà 16 èìàìå, ÷å

γi,ri
δ−1
i å ïðåäñòàâêà íà γj,rj

. Äà ðàçãëåäàìå èçâîäèòå:

(qi, ε, γi,ri
, ωi) ² (q′i, ε, δi, ωiω)

(q′i, ε, δi, ωiω) ² (q′′i , ε, ε, ωiωω′i)

è

(qi, ε, γi,ri
, ωj) ² (q′i, ε, (γi,ri

δ−1
i )−1γj,rj

), ωjω)

(q′i, ε, (γi,ri
δ−1
i )−1γj,rj

), ωjω) ² (q′′j , ε, ε, ωjωω′j).
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Âòîðèòå èçâîäè îò äâåòå äâîéêè ñà ñ äúëæèíà |δi| =
∑M

k=i+1(2mk +1).
Íà âñåêè ïðåõîä äúëæèíàòà íà èçõîäíàòà äóìà ñå óâåëè÷àâà íàé-
ìíîãî ñ l è ñëåäîâàòåëíî

|ω′i| ≤ l

M∑

k=i+1

(2mk + 1) =

2l
M∑

k=i+1

(mk + 1)− l(M − i) = 2mi − l(M − i + 1).

Òîãàâà äúëæèíàòà íà ω′iψ(p′′i ) íåíàäìèíàâà 2mi−l(M−i) ≤ 2mi. Àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å |ω′jψ(q′′j )| ≤ 2mi. Ïî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå,
÷å

f(αj) = fT (αj) = ωjωω′jψ(q′′j ) è
f(αi) = fT (αi) = ωiωω′iψ(q′′i ).

Îò äðóãà ñòðàíà îò äåôèíèöèÿòà íà f ïîëó÷àâàìå:

f(αi) = f
((∏i−1

k=0 a2mkb
)

a2mi+1
(∏M

k=i+1 ba2mk

))
=

(∏i−1
k=0 a2mkb

)
A2mi+1

(∏M
k=i+1 bA2mk

)

è

f(αj) = f
((∏j−1

k=0 a2mkb
)

a2mj+1
(∏M

k=j+1 ba2mk

))
=

(∏j−1
k=0 a2mkb

)
A2mj+1

(∏M
k=j+1 bA2mk

)
=

(∏i−1
k=0 a2mkb

)
a2mib

(∏j−1
k=i+1 ba2mk

)
A2mj+1

(∏M
k=j+1 bA2mk

)
.

Ñåãà òúé êàòî |ω′i| ≤ 2mi è |ω′j| ≤ 2mj, òî
(

i−1∏

k=0

a2mkb

)
A å ïðåäñòàâêà íà ωiω

(
i−1∏

k=0

a2mkb

)
a å ïðåäñòàâêà íà ωjω.
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Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò òîâà äà ñå ñëó÷è å ω = ε, íî òîãàâà a2m0b
ñå ñúäúðæà â ωi, äîêàòî íèå âèäÿõìå, ÷å |ωi| < 2m0.

È òàêà ñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå, êîåòî ñå äúëæè íà äîïóñêàíå-
òî, ÷å f = fT . Ñëåäîâàòåëíî íå ñúùåñòâóâà, FIFO-òðàíñäþñåð, ÷èèòî
åçèê äà å ãðàôèêàòà íà f .

Äà îáîáùèì ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â òàçè è ïðåäõîäíàòà ÷àñò:

Ñëåäñòâèå 7 1. Íå ñúùåñòâóâà FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî äà ðàç-
ïîçíàâà ôóíêöèÿòà:

rep0,1 ◦ ins0,1

2. Êëàñúò îò Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè íå å çàòâîðåí îòíîñíî
êîìïîçèöèÿ.

3. Êëàñúò îò ôóíêöèè, ðàçïîçíàâàíè îò FIFO-òðàíñäþñåðè íå å
çàòâîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ.

4. Êëàñúò îò ôóíêöèè, ðàçïîçíàâàíè îò FIFO-òðàíñäþñåð, íå ñú-
äúðæà êëàñà îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî íà ïúðâîòî òâúðäåíèå å äèðåêòíî
ñëåäñòâèå îò ëåìà 14 è òåîðåìà 12. Â ÷àñò 4, ïàðàãðàô 4.6 âèäÿõìå,
÷å rep0,1 è ins0,1 ñà Ω-ïðåäñòàâèìè è ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, çà êîè-
òî ìîæå äà ñå ïîñòðîè FIFO-òðàíñäþñåð. Òîâà ïîêàçâà, ÷å òÿõíàòà
êîìïîçèöèÿ å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ [Eil74]. À òúé êàòî íå ñúùåñòâóâà
FIFO-òðàíñäþñåð çà òÿõíàòà êîìïîçèöèÿ, òî òÿ íå å Ω-ïðåäñòàâèìà,
êàêòî ñëåäâà îò òåîðåìà 7.
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6 Ω-êðàéíè è ðåãóëÿðíè ïðàâèëà çà çàìåñ-
òâàíå.

Îò ïðåäõîäíàòà ÷àñò 5 ðàçáðàõìå, ÷å ñ ïîìîùòà íà FIFO-òðàíñäþñåðè
íå ìîæåì äà îïèøåì êëàñà îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè ôóíêöèè. Òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å íå çà âñÿêî ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå ùå íè ñå
óäàäå äà êîíñòðóèðàìå FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî äà èçâúðøâà çàìÿ-
íàòà. Â òàçè ÷àñò öåëòà íè å äà îòäåëèì êëàñ îò ðåãóëÿðíè ïðàâèëà,
çà êîèòî, âñå ïàê, òîâà å âúçìîæíî. Îãðàíè÷åíèÿòà, êîèòî ùå íà-
ëîæèì, ùå áúäàò àëãîðèòìè÷íî ïðîâåðèìè. Òîâà ùå íè ïîçâîëè ïî
äàäåíî ïðàâèëî äà ïðîâåðèì äàëè òî ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî ñ
FIFO-òðàíñäþñåð è àêî òîâà å òàêà äà ãî êîíñòðóèðàìå àëãîðèòìè÷-
íî.

Ùå ðåàëèçèðàìå òàçè öåë íà ñòúïêè. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå åäèí
ñïåöèàëåí êëàñ ïðàâèëà, â êîèòî ïðåäâàðèòåëíî ñà ïîñòàâåíè ìàð-
êåðè. Òåçè ìàðêåðè ùå èìàò ôóíêöèÿòà äà îãðàæäàò ïîòåíöèàëíèÿ
ôîêóñ íà ïðàâèëîòî è ùå èãðàÿò ñúùåñòâåíà ðîëÿ ïðè ðàçðåøàâà-
íåòî íà êîíôëèêòè. Ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà ðàçïîçíàâàìå òàêèâà
ïðàâèëà, êàòî çà âñÿêî åäíî òàêîâà ïðàâèëî åôåêòèâíî ùå ïîñòðîèì
åêâèâàëåíòíà íà íåãî Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ.

Âúâ âòîðèÿ ïàðàãðàô íà òàçè ÷àñò ùå ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíè ïðà-
âèëà è ùå íàëîæèì òàêèâà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó òÿõ, ÷å äà ìîæåì äà ãè
ñâåäåì êúì ïðàâèëà ñ ìàðêåðè. Âúâ ôàçàòà íà çàìÿíà ùå èçïîëçâàìå
ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë, êîéòî ìàðêèðà òåêñòà, ñëåä êîåòî
âúðõó ïîëó÷åíèÿ ìàðêèðàí òåêñò ùå òðÿáâà äà ïðèëîæèì ïðàâèëî-
òî ñ ìàðêåðè, è íàêðàÿ ùå îñòàíå äà èçòðèåì íåíóæíèòå ìàðêåðè,
êîåòî îòíîâî ùå íàïðàâèì ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë. Òî-
ãàâà èçõîäíîòî ïðàâèëî ùå ìîæåì äà ïðåäñòàâèì êàòî êîìïîçèöèÿ íà
ïîäïîñëåäâîòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè ñ FIFO-òðàíñäþñåð, êîÿòî êàêòî
âèäÿõìå â ÷àñò 3 åôåêòèâíî ìîæå äà ñå òðàíñôîðìèðà â åäèí åäèí-
ñòâåí FIFO-òðàíñäþñåð.

Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà êîìïîçèöèÿòà íà
ðåãóëÿðíè ïðàâèëà. È òóê ùå íàëîæèì àëòîðèòìè÷íî ïðîâåðèìè óñ-
ëîâèÿ, êîèòî äà ãàðàíòèðàò, ÷å òàêàâà êîìïîçèöèÿ å âúçìîæíà äà
áúäå ïðåäñòàâåíà ïîñðåäñòâàì FIFO-òðàíñäþñåð è ùå îïèøåì ïðî-
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öåäóðà çà íåãîâîòî ïîñòðîÿâàíå.
Çàïî÷âàìå ñ äåôèíèöèèòå, ñâúðçàíè ñ ðåãóëÿðíè ïðàâèëà è ïðà-

âèëà ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè.

6.1 Ðåãóëÿðíè ïðàâèëà ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè
Ω

Â òîçè ïàðàãðàô, êàêòî è â ÷àñò 4 àçáóêèòå Σ è Ω ñà êðàéíè àçáóêè,
çà êîèòî:

Σ ∩ Ω = ∅.

Ñëåäâàùèòå äåôèíöèè ñå îòíàñÿò äî ïðîèçâîëíè ðåãóëÿðíè ïðàâèëà
çà çàìåñòâàíå.

Äåôèíèöèÿ 26 Ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå òîâà å èçðàç R
îò âèäà E → T (E)\L_R, êúäåòî E, R è L ñà ðåãóëÿðíè åçèöè íàä
àçáóêà Σ, à T : E → Ξ∗ å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 27 Íåêà R, E → T (E)\L_R å ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà
çàìåñòâàíå. Êàçâàìå, ÷å longestR(α, β) =< α, v, w > å íàé-äúëãîòî
ñðåùàíå íà òîâà ïðàâèëî â äóìàòà t = αβ îòíîñíî α àêî:

1. α ∈ Σ∗L, v ∈ E è w ∈ RΣ∗ è vw = β.

2. àêî v′ ∈ E è w′ ∈ RΣ∗ ñà òàêèâà, ÷å v′w′ = β, òî |v′| ≤ |v|.
Äåôèíèöèÿ 28 Çàìåñòâàíå íà ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå
R, E → T (E)\L_R, íàðè÷àìå ôóíêöèÿòà replace : Σ∗ × Σ∗ → Ξ∗,
êîÿòî ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1. replaceR(α, ε) = ε.

2. àêî β = aβ′, òî

replaceR(α, aβ′) =





a ◦ replace(αa, β′),

àêî longestR(α, β) íå å äåôèíèðàíà

T (v) ◦ replace(α ◦ v, w), àêî longestR =< α, v, w >
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Äåôèíèöèÿ 29 Çàìåñòâàíå íà òåêñò ïî ðåãóëÿðíî ïðàâèëîR, E →
T (E)\L_R ïî ñòðàòåãèÿòà íàé-ëÿâî, íàé-äúëãî, íàðè÷àìå ôóíêöè-
ÿòà rewriteR : Σ∗ → Ξ∗, êîÿòî ñå äåôèíèðà ÷ðåç:

rewriteR(t) = replaceR(ε, t).

çà âñÿêî t ∈ Σ∗.

Êîãàòî êàçâàìå, ÷å èñêàìå äà ïðåäñòàâèì äàäåíî ïðàâèëî R îáèêíî-
âåíî ðàçáèðàìå äà ïðåäñòàâèì íåãîâàòà rewriteR.

Ñåãà ïðèñòúïâàìå êúì äåôèíèöèÿòà íà åäèí êëàñ îò ïðàâèëà,
êîèòî ùå èãðàÿò âàæíà ðîëÿ â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ ïî-íàòàòúê.

Äåôèíèöèÿ 30 Åäíî ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíåR E → T (E)\L_R,
êúäåòî E, L è R ñà ðåãóëÿðíè åçèöè íàä àçáóêà Σ ∪ Ω ñ Σ ∩ Ω = ∅,
à T : E → Ξ∗ å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íàðè÷àìå ïðàâèëî ñ êðàåí áðîé
ìàðêåðè Ω àêî:

1. L ⊂ (Σ ∪ Ω)∗Ω è R ⊂ Ω(Σ ∪ Ω)∗.

2. Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè e, r ∈ N, ÷å

∀v ∈ E |v|Ω ≤ e

∀w ∈ R |w|Ω ≤ r.

3. Ôóíêöèÿòà T ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëåí
òðàíñäþñåð.

Öåëòà íè ùå áúäå äà ïîêàæåì, ÷å âñÿêî ïðàâèëî ñ êðàåí áðîé
ìàðêåðè å Ω-ïðåäñòàâèìî. Çà òîâà ùå íè òðÿáâàò íÿêîè îçíà÷åíèÿ
è òâúðäåíèÿ, êîèòî äà íè ïîçâîëÿò äà äåôèíèðèìå ñúîòâåòíèòå ∼L,
∼R è òðàíñäþñåðè.

Íåêà
T =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q, s, δ, λ, φ >

ñà êîìïîíåíòèòå íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ òðàíñäþñåð. Ñ T (q) ¹ Σ∗Ω
ùå îçíà÷àâàìå òðàíñäþñåðà ïîëó÷åí îò èçõîäíèÿ, ñ íà÷àëíî ñúñòî-
ÿíèå q, êîéòî ðàáîòè è ðàçïîçíàâà äóìè îò Σ ∗ Ω, çàïàçâàéêè δ- è
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λ- ôóíêöèèòå íà èçõîäíèÿ, íî ñ òðèâèàëíà φ-ôóíêöèÿ - âñè÷êè ñúñ-
òîÿíèÿ ñà ôèíàëíè è îáðàçúò èì å ε. Ùå èçïîëçâàìå è Tf (q) ¹ Σ∗Ω
è Tf (q) ◦ id(Ω) ¹ Σ∗Ω. Tf (q) ¹ Σ∗Ω å òðàíñäþñåð, ïîëó÷åí îò T
ñ íà÷àëíî ñúñòîÿíèå q, ÷èÿòî äåôèíèöèîííî îáëàñò å îãðàíè÷åíà äî
Σ∗Ω. Tf (q) ◦ id(Ω) ¹ Σ∗Ω å òðàíñäþñåðúò, ïîëó÷åí îò T ñ íà÷àëíî
ñúñòîÿíèå q, â êîéòî âñè÷êè Ω-ïðåõîäè ñà îòñòðàíåíè, à îò âñÿêî ôè-
íàëíî ñúñòîÿíèå íà T ñà äîáàâåíè ïðåõîäè ñ âñÿêî ω ∈ Ω êúì åäíî
åäèíñòâåíî ôèíàëíî ñúñòîÿíèå, ñ åòèêåòè φ(q) ◦ w.

Ôîðìàëíî òîâà ìîæå äà ñå äåôèíèðà òàêà:

T (q) ¹ Σ∗Ω =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q, q, δ, λ, φ′ >, êúäåòî φ′(p) = ε, ∀p ∈ Q.

Tf (q) ¹ Σ∗Ω =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q, q, δ, λ, φ >¹ Σ∗Ω

Tf (q) ◦ id(Ω) ¹ Σ∗Ω =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Q ∪ {f}, q, δ′, λ′, φ′′ >,

êúäåòîf 6∈ Q å íîâî ñúñòîÿíèå

δ′(p, σ) =





δ(p, σ) àêî σ ∈ Σ

f, àêî !φ(p)&σ ∈ Ω

¬!èíà÷å.

λ′(p, σ) =





λ(p, σ), àêî σ ∈ Σ

φ(p) ◦ σ àêî !φ(p)&σ ∈ Ω

¬! èíà÷å.

φ′′(p) =

{
ε àêî p = f,

¬! èíà÷å.

Äåôèíèöèÿ 31 count : (Pref(Ω)× (Σ∪Ω)∗)∪ ((Σ∪Ω)∗×{ε}) :→ Z
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ñå äåôèíèðà ðåêóðñèâíî ïî ïúðâèÿ àðãóìåíò:

count(ε, β) = −1

count(αP1(β), S1(β)) =





count(α, β)− 2 àêî count(α, β) > 1

−1 àêî count(α, β) ≤ 1 è
longestR(αP1(β), S1(β)) íå å äåôèíèðàíà,

2|v|Ω àêî count(α, β) ≤ 1

< αP1(β), v, w >= longestR(αP1(β), S1(β)

è v ∈ (Σ ∪ Ω)∗Σ+

2|v|Ω − 1 àêî count(α, β) ≤ 1

< αP1(β), v, w >= longestR(αP1(β), S1(β)

è v ∈ (Σ ∪ Ω)∗Ω

Èäåÿòà íà òàçè ôóíêöèÿ å äà áðîè êîëêî ñèìâîëà îò Ω îùå òðÿáâà
äà çàìåñòèì ïðåäè äà ïðîâåðèì çà ñëåäâàùî ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî
R. Òÿ ðàçãðàíè÷àâà äâàòà ñëó÷àÿ, êîãàòî òðÿáâà äà áúäå çàìåñòåí
ïîñëåäíèÿ ìàðêåð è êîãàòî òîâà å íåæåëàòåëíî.

Äåôèíèöèÿ 32 Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà state : (Pref(Ω) × (Σ ∪
Ω)∗) ∪ (Σ ∪ Ω)∗)× {ε} :→ Q ∪ {q∅}, êúäåòî q∅ 6∈ Q.

state(ε, β) = q∅

state(αP1(β), S1(β)) =





δ∗(state(α, β), P1(β)) àêî count(α, β) > 1

s àêî count(α, β) ≤ 1, íî count(αP1(β), S1(β)) ≥ 0

q∅ èíà÷å.

Äåôèíèöèÿ 33 Íàêðàÿ äåôèíèðàìå è ôàìèëèÿ îò òðàíñäþñåðè.
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Íåêà α, β ñà äâå äóìè è q = state(α, β). Òîãàâà:

T[α][β] =





T (q) ¹ Σ∗Ω àêî q ∈ Q è count(α, β) > 1

Tf (q) ¹ Σ∗Ω àêî q ∈ Q è count(α, β) = 1

Tf (q) ◦ id(Ω) ¹ Σ∗Ω àêî q ∈ Q è count(α, β) = 0

id ¹ Σ∗Ω àêî q = q∅

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ å â ñèëà ñëåäíîòî:

Òâúðäåíèå 9 Àêî count(αP1(β), S1(β)) = −1 èëè àêî count(αP1(β), S1(β)) 6=
count(α, β)− 2, òî:

|β|Ω∏

k=1

T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) = replaceR(αP1(β), S1(β)).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî |β|Ω. Àêî |β|Ω =
0 íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå äâåòå âúçìîæíîñòè:

• count(αP1(β), S1(β)) = −1. Òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî longetsR(αP1(β), §1(β))
íå å äåôèíèðàíà. Òîãàâà òúé êàòî L ⊂ (Σ∪Ω)∗Ω, òî çà âñÿêî ta
ïðåäñòàâêà íà I2(β)

replace(αP1(β)t, t−1S1(β)) = a ◦ replace(αP1(β)ta, (ta)−1S1(β)),

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å:

replaceR(αP1(β), S1(β)) = I2(β)replaceR(αP2(β), S2(β)),

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà êàòî èçïîëçâàìå èíäóêöèîííàòà õèïî-
òåçà è òîâà, ÷å ïðè count(αP1(β), S1(β)) = −1 èìàìå, ÷å state(αP1(β), §1(β)) =
q∅.

• Íåêà ñåãà count(αP1(β), S1(β)) > −1, íî count(αP1(β), S1(β)) 6=
count(α, β) − 2. Îò äåôèíèöèÿòà íà count òîâà å âúçìîæíî ñà-
ìî àêî èìàìå ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî < αP1(β), v′, w′ >. Íåêà
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longestR(αP1(β), S1(β)) < α P1(β), v, w > å íàé-äúëãîòî òàêîâà.
Òîãàâà:

count(αP1(β), S1(β)) =

{
2|v|Ω, àêî v ∈ (Ω ∪ Σ)∗Σ+

2|v|Ω − 1 èíà÷å
state(αP1(β), S1(β)) = s.

Äà îçíà÷èì q1 = s è qi+1 = δ∗(qi, Ii+1(β)). Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà,
÷å state(αPi(β), Si(β) = qi è ñúùî òàêà, ÷å count(αPi(β), Si(β)) =
2|v|Ω−1−2(i−1) àêî v çàâúðøâà íà ñèìâîë îò Ω è count(αPi(β), Si(β)) =
2|v|Ω−2(i−1) èíà÷å. Îòòóê ñëåäâà, ÷å àêî v çàâúðøâà íà ñèìâîë
îò Ω, òî:

∏|β|Ω
k=1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

∏|v|Ω
k=1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β))

∏|β|Ω
k=|v|+1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

∏|v|Ω
i=1 λ∗(qi, Ii+1(β))

∏|β|Ω
k=|v|+1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

λ∗(s, v)
∏|β|Ω

k=|v|+1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

T (v)
∏|β|Ω

k=|v|+1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)).

Â àëòåðíàòèâíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå, ÷å vb =
∏|v|Ω+1

k=2 Ik(β), çà-
ùîòî w çàïî÷âà ñúñ ñèìâîë îò Ω. Òîãàâà:

∏|β|Ω
k=1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

∏|v|Ω
k=1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β))

∏|β|Ω
k=|v|Ω+1 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

∏|v|Ω
i=1 λ∗(qi, Ii+1(β))T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β))

∏|β|Ω
k=|v|Ω+2 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

λ∗(s, v)b
∏|β|Ω

k=|v|Ω+2 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β)) =

T (v)b
∏|β|Ω

k=|v|Ω+2 T[αPk(β)][Sk(β)](Ik+1(β))

Îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé:

replaceR(αP1(β)v, bS|v|Ω+1(β)) = b◦replaceR(αP1(β)v, S|v|Ω+1(β)),
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çàùîãî v ∈ (Σ∪Ω)∗Σ+ è ñëåäîâàòåëíî αP1(β)v 6∈ Σ∗L. È â äâàòà
ñëó÷àÿ count(αP|v|Ω+1(β), S|v|Ω+1(β)) è count(αP|v|Ω(β), S|v|Ω(β))
óäîâðëåòâîðÿâàò ïðåäïîñòàâêèòå íà èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà,
êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

Ñåãà èäåÿòà å äà ïîñòðîèì ïðåäñòàâÿíå ñ òðàíñäþñåðè òî÷íî T[α][β].
Òîâà íè ïîäñêàçâà äà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà ∼1 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(α′, β′) ∼1 (α′′, β′′)

òî÷íî êîãàòî:
1. α′ ∼(Σ∪Ω)∗L α′′

2. state(α′, β′) = state(α′′, β′′)

3. count(α′, β′) = count(α′′, β′′).
ßñíî å, ÷å çà äåôèíèöèÿòà íà òðàíñäþñåðèòå å äîñòàòú÷íî ñàìî

óñëîâèå 2, íî çà íåãîâàòà äåôèíèöèÿ íèå èçïîëçâàõìå count, à çà
äåôèíèöèÿòà íà count îò çíà÷åíèå å äàëè α ∈ (Σ ∪ Ω)∗L.

Âñÿêî îò óñëîâèÿòà äåôèíèðà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ïðè
òîâà ðåëàöèèòå, îïðåäåëåíè îò 1 è 2 î÷åâèäíî ñà êðàéíè, à îò òîâà,
÷å âñÿêà äóìà α ∈ E èìà íåïîâå÷å îò 2e ñèìâîëà îò Ω ñëåäâà, ÷å
−1 ≤ count(α′, β′) ≤ 2e. Òàêà çàêëþ÷àâàìå, ÷å è 3 çàäàâà êðàéíà
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è ñëåäîâàòåëíî ∼1 å êðàéíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò.

Îñòàâà äà ïîñòðîèì è êðàéíà äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ, êîÿòî
äà îïðåäåëÿ ∼1. Òîâà ïðàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Êàçâàìå, ÷å

β′ ∼2 β′′

òîãàâà è ñàìà òîãàâà, êîãàòî:
1. çà âñåêè 0 ≤ i ≤ e çà âñÿêî γ ∈ (Σ ∪ Ω)∗

S1(β
′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇔

S1(β
′′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗

è
S(β′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇔
S1(β

′′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗
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2. Çà âñåêè ω′ ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′ å â ñèëà, ÷å ω′P1(β
′) ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′P1(β

′′).

3. Çà âñÿêî q ∈ Q:

δ∗(q, P1(β
′)) = δ∗(q, P1(β

′′)).

Ëåìà 17 Ðåëàöèÿòà ∼2 å Ω-êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò, êîÿòî Ω-îïðåäåëÿ ∼1.

Äîêàçàòåëñòâî: Òúé êàòî ðåëàöèÿòà∼(Σ∪Ω)∗L å äÿñíî-èíâàðèàíòíà,
òî óñëîâèåòî 2 çàäàâà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ñåãà å ÿñíî, ÷å
âñÿêî îò óñëîâèÿòà 1-3 çà ∼2 îïðåäåëÿ äÿñíî-èíâàðèàíòíà, êðàéíà
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Òîãàâà è ñàìàòà ∼2 êàòî òÿõíà êîíþíê-
öèÿ ñå ÿâÿâà êðàéíà, äÿñíà-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.
Ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñåêè βγ ∈ (Σ∪Ω)∗, çà êîåòî |β|Ω > e+r å â ñèëà,
÷å

β ∼2 βγ

Òúé êàòî r ≥ 1, òî |β|Ω ≥ 1. Òîãàâà P1(βγ) = P1(β), îò êúäåòî óñëî-
âèÿòà 2 è 3 ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî. Óñëîâèåòî 1 ñúùî å òðèâèàëíî â
åäíàòà ïîñîêà, òîåñò àêî

S1(β) ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇒
S1(β)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗

çà âñÿêî γ. Äà äîïóñíåì, ÷å

S1(β) 6∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗ íî
S1(β)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗

Òîãàâà çà íÿêîÿ ïðåäñòàâêà α íà S1(β)γ ùå áúäå èçïúëíåíî, ÷å å îò
åçèêà:

(E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R.

Íî âñÿêà òàêàâà äóìà èìà äúëæèíà |α|Ω ≤ r + i ≤ r + e = |S1(β)|Ω.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å α å ïðåäñòàâêà è íà S1(β) è ñëåäîâàòåëíî,

S1(β) ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗,
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êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøåòî äîïóñêàíå. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å
çà |β| > e + r å èçïúëíåíî, ÷å:

β ∈ (E ∪ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇔ βγ ∈ (E ∪ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗.

Ñ òîâà, òúé êàòî âñÿêà îò ðåëàöèèòå å äÿñíî-èíâàðèàíòíà, òâúðäåíè-
åòî ñëåäâà äèðåêòíî.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà ÷àñò îò ëåìàòà.
Èìåííî, ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñåêè α′, α′′, β′ è β′′ â ñèëà èìïëèêà-
öèÿòà:

(α′, β′) ∼1 (α′′, β′′)&β′ ∼2 β′′ ⇐
(α′P1(β), S1(β)) ∼1 (α′′P1(β

′′), S1(β
′′)

1. Òîâà, ÷å α′P1(β
′) ∼(Σ∪Ω)∗L α′′P1(β

′′) ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å α′ ∼(Σ∪Ω)∗L
α′′ è îò óñëîâèåòî 2 íà ∼2, ñïîðåä êîåòî:

∀ω′ ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′ ⇒ ω′P1(β
′) ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′P1(β).

2. Àêî count(α′, β′) > 1, òî ïîëó÷àâàìå:

count(α′P1(β
′), S1(β

′)) = count(α′, β′)− 2 =

count(α′′, β′′)− 2 = count(α′′P1(β
′′), S1(β

′′))

Àíàëîãè÷íî:

state(α′P1(β
′), S1(β

′)) = δ∗(state(α′, β′), P1(β
′))

δ∗(state(α′′, β′′), P1(β
′)),

çàùîòî state(α′, β′) = state(α′′, β′′). Íàêðàÿ òúé êàòî β′ ∼2 β′′,
òî îò 3 íà ∼2 çàêëþ÷àâàìå, ÷å:

δ∗(state(α′′, β′′), P1(β
′)) = δ∗(state(α′, β′), P1(β

′′)) = state(α′′P1(β
′′), S1(β

′′)).

Ñåãà êàòî îáåäèíèì ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå, ÷å

state(α′P1(β
′), S1(β

′)) = state(α′′P1(β
′′), S1(β

′′)).
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Òàêà ïðîâåðèõìå, ÷å
(α′P1(β

′), S1(β
′)) ∼1 (α′′P1(β

′′), S1(β
′′))

â ñëó÷àé, ÷å count(α′, β′) > 1.
Íåêà count(α′, β′) ≤ 1. Òîãàâà è count(α′′, β′′) ≤ 1. Êàêòî âå÷å
âèäÿõìå α′P1(β

′) ∼(Σ∪Ω)∗L α′′P1(β
′′). Â ÷àñòíîñò èëè α′P1(β

′) è
α′′P1(β

′′) åäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàò íà (Σ ∪Ω)∗L, èëè è äâåòå
íå ïðèíàäëåæàò íà (Σ ∪ Ω)∗L. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé íå å âúç-
ìîæíî ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî íèòî â (α′P1(β

′), S1(β
′)), íèòî â

(α′′P1(β
′′), S1(β

′′)). Òîãàâà
count(α′P1(β

′), S1(β
′)) = −1,

count(α′′P1(β
′′), S1(β

′′) = −1

è ñúùî òàêà
state(α′P1(β

′), S1(β
′)) = q∅

state(α′′P1(β
′′), S1(β

′′)) = q∅.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å:
(α′P1(β

′), S1(β
′)) ∼1 (α′′P1(β

′′), S1(β
′′)).

Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî α′P1(β
′) è α′′P1(β

′′) ñà êî-
ðåêòåí ëÿâ êîíòåêñò íà ïðàâèëîòî. Òîãàâà äàëè èìà ñðåùàíå íà
ïðàâèëîòî R ñå îïðåäåëÿ îò òîâà äàëè ñúùåñòâóâà i, çà êîåòî
S1(β

′) = v′w′ ñ v′ ∈ E w′ ∈ R(Σ ∪ Ω)∗ è |v′|Ω = i. Îò óñëîâèåòî
çà ðåãóëÿðíèÿ åçèê E ñëåäâà, ÷å i ≤ e. Ñåãà òúé êàòî β′ ∼2 β′′,
îò óñëîâèå 1 ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå íà S1(β

′) = v′w′ ñ ãîðíèòå
óñëîâèÿ, òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå íà S1(β

′′) = v′′w′′,
èçïúëíÿâàùî ñúùèòå óñëîâèÿ. Ïðè òîâà v′ çàâúðøâà íà ñèìâîë
îò Ω òî÷íî êîãàòî è v′′ èìà òîâà ñâîéñòâî. Ñåãà êàòî ïðèëîæèì
òåçè íàáëþäåíèÿ çà íàé-ãîëÿìîòî i, çà êîåòî òàêîâà ðàçáèâàíå
ñúùåñòâóâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

count(α′P1(β
′), S1(β

′)) = count(α′′P1(β
′′), S1(β

′′))

îòêúäåòî è
state(α′P1(β

′), S1(β
′)) = state(α′′P1(β

′′), S1(β
′′))
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Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òàçè ëåìà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 13 Çà âñÿêî ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åíî ñðåùàíå íà ìàðêåðè R,
E → T (E)\L_R ôóíêöèÿòà rewriteR å Ω-êðàéíîïðåäñòàâèìà ôóí-
êöèÿ. Ïðè òîâà êîìïîíåíòèòå íà ôóíêöèÿòà, êîÿòî ïðåäñòàâÿ
rewriteR ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè àëãîðèòìè÷íî.

Äîêàçàòåëñòâî: Äåôèíèðàìå f : Pref(Ω)×(Σ∪Ω)∗∪(Σ∪Ω)∗×{ε}
Ω-êðàéíîïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ ÷ðåç ðåëàöèèòå ∼1, ∼2 è ðàâåíñòâàòà:

f(ε, α) = ε

f(α, β) = T[α][β](P1(β))f(αP1(β), S1(β)).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å count(ε, α) = −1 çà âñÿêî α è îñâåí òîâà:

f(ε, α) =

|α|Ω∏

k=0

T[Pk(α)][Sk(α](Ik+1(α)).

Òîãàâà îò òâúðäåíèå 9 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

f(ε, α) = replaceR(ε, α).

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà rewrite:

rewriteR(t) = replaceR(ε, t)

è äåôèíèöèÿòà çà Ω-îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ. Ñ òîâà òåîðåìà 13 å äîêà-
çàíà.

6.2 Ïðåäñòàâÿíå íà ðåãóëÿðíè ïðàâèëà çà çàìåñ-
òâàíå ÷ðåç FIFO-òðàíñäþñåðè. Äîñòàòú÷íè óñ-
ëîâèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ñå ñïðåì íà âúïðîñà, êàê äà òðàíñôîðìèðà-
ìå äàäåíî ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå â åêâèâàëåíòíî íà íåãî
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ïðàâèëî ñ ìàðêåðè. Êðàéíàòà íè öåë å äà îòäåëèì êëàñ îò ïðàâèëà,
êîèòî ùå ìîæåì äà ðàçïîçíàâàìå ñ ïîìîùòà íà FIFO-òðàíñäþñåð.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å îñâåí êîíñòðóêöèÿòà çà ïðàâèëà ñ îãðàíè÷åí áðîé
ìàðêåðè, ìîæåì äà èçïîëçâàìå è êîìïîçèöèÿ îòëÿâî è îòäÿñíî ñ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëíè òðàíñäþñåðè.

È òàêà íåêà R, E → T (E)\L_R å ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñ-
òâàíå íàä êðàéíà àçáóêà Σ. Èäåÿòà íè å äà ïðåäñòàâèì ôóíêöèÿòà
íà çàìåñòâàíå, äåôèíèðàíà îò R êàòî êîìïîçèöèÿ îò ôóíêöèÿ f1,
ïðåäñòàâåíà îò ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð, ôóíêöèÿ íà çàìåñò-
âàíå, ïîðîäåíà îò ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè RΩ è ôóíêöèÿ
f2, ñúùî ïðåäñòàâåíà ÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð. Òóê ñ Ω
ñìå îçíà÷èëè êðàéíî ìíîæåñòâî îò ìàðêåðè, êîèòî íå ñà â Σ. Íåêà ñ
h : (Σ ∪ Ω)∗ → Σ∗ îçíà÷èì õîìîìîðôèçìà, ïîðîäåí îò:

h(σ) =

{
σ, σ ∈ Σ

ε, σ ∈ Ω.

Ðîëÿòà íà f1 ùå áúäå åäèíñòâåíî äà ïîñòàâÿ ìàðêåðè, òîåñò:
h(f1(t)) = t,

çà âñÿêà äóìà t ∈ Σ∗. Ðîëÿòà íà f2 ùå áúäå äà îòñòðàíÿâà ìàðêåðèòå,
òîåñò f2 = h. Äà çàáåëåæèì, ÷å h ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïîñðåäñò-
âîì ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë, òàêà ÷å èçèñêâàíåòî çà f2 å
èçïúëíåíî. Îò äðóãà ñòðàíà ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî íà÷èíè äà
èçáåðåì f1. Íåçàâèñèìî, îáà÷å, îò èçáîðà íà f1 ñúùåñòâóâà óíèâåð-
ñàëíî ïðàâèëî U(R) êîåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî:

EU → T (h(EU))\LU_RU ,

ñúñ ñâîéñòâîòî:
rewriteR(t) = h(rewriteU(R)(f1(t))).

Íàèñòèíà äîñòàòú÷íî å äà ïîëîæèì:
EU = {u |h(u) ∈ E}
LU = {u |h(u) ∈ L}
RU = {u |h(u) ∈ R}
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Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

Òâúðäåíèå 10 1. Àêî u ∈ LU /RU , EU/, òî h(u) ∈ L, ñúîòâåòíî
/R,E/.

2. Àêî < u, v, w > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî R(U) â
< u, vw >, òî < h(u), h(v), h(w) > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íà
ïðàâèëîòî R â < h(u), h(v)h(w) >.

3. h(replaceU(R)(u, v)) = replaceR(h(u), h(v)).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâîòî òâúðäåíèå ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äå-
ôèíèöèÿòà íà h è ìíîæåñòâàòà LU , ñúîòâåòíî /RU , EU/.

Çà òâúðäåíèå 2 ìîæåì äà ðàçñúæäàâàìå òàêà. Ïúðâî ùîì < u, v, w >
å ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî U(R), òî ïðèëàãàéêè òâúðäåíèå 1 ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å < h(u), h(v), h(w) > å ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî R. Äà äîïóñ-
íåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïî-äúëãî ñðåùàíå íà R â < h(u), h(v)h(w) >=<
h(u), h(vw) >. Íåêà íàïðèìåð < h(u), α, β > å åäíî òàêîâà ñðåùàíå.
Òúé êàòî |h(a)| ≤ 1, çà âñÿêà áóêâà a ∈ Σ ∪ Ω è h(v) ≺ α ≺ h(vw),
òî ñúùåñòâóâà v ≺ v1 ≺ vw ñúñ ñâîéñòâîòî h(v1) = α ñúîòâåòíî
h(v−1

1 (vw)) = h(w1). Òîâà ïîêàçâà, ÷å < u, v1, v
−1
1 (vw) > ñúùî å ñðåùà-

íå íà ïðàâèëîòî U(R), çà êîåòî |v1| > |v|. Òîâà îáà÷å å ïðîòèâîðå÷èå
ñ äîïóñêàíåòî, ÷å < u, v, w > å íàé-äúëãîòî.

Ñåãà òâúðäåíèå 3 ñëåäâà ëåñíî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äó-
ìàòà v.

Ïðè v = ε èìàìå, ÷å:

h(replaceU(R)(u, ε)) = h(ε) = ε

replaceR(h(u), h(ε)) = replaceR(h(u), ε) = ε,

êîåòî ïîêàçâà òâúðäåíèåòî â áàçîâèÿ ñëó÷àé.
Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêà äóìà v ñ äúëæèíà ïî-ìàëêà

îò n. Íåêà u ∈ (Σ ∪ Ω)∗, a ∈ Σ ∪ Ω ñà ïðîèçâîëíè è íåêà v = av′ ∈
(Σ ∪ Ω)∗ å ñ äúëæèíà n + 1. Òîãàâà àêî èìàìå íàé-äúëãî ñðåùàíå
< u, x, w > íà ïðàâèëîòî U(R) â (u, v), òî îò òâúðäåíèå 2 ñëåäâà, ÷å <
h(u), h(x), h(w) > å íàé-äúëãî ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî R â (h(u), h(v)).
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Òîâà îçíà÷àâà, ÷å:

h(replaceU(R)(u, v)) = h(T (h(x)) ◦ replaceU(R)(ux,w)) =

T (h(x)) ◦ h(replaceU(R)(ux,w))

Îò äðóãà ñòðàíà:

replaceR(h(u), h(v)) = T (h(x)) ◦ replaceR(h(u)h(x), h(v)).

Ñåãà òúé êàòî h(ux) = h(u)h(x) è x 6= ε ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóê-
öèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå.

Àêî íÿìàìå ñðåùàíå íà U(R) â (u, v), òî:

h(replaceU(R)(u, av′)) = h(a) ◦ h(replaceU(R)(ua, v′)).

Â òîçè ñëó÷àé íÿìàìå ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî R (h(u), h(av′). Â çàâè-
ñèìîñò îò a èìàìå äâà ñëó÷àÿ. Â ïúðâèÿ a ∈ Σ. Òîãàâà h(a) = a è
ñúùî òàêà:

replaceR(h(u), h(a)h(v′)) = a ◦ replaceR(h(u)h(a), h(v′)),

h(replaceU(R)(u, av′)) = a ◦ h(replaceU(R)(ua, v′)).

Òîãàâà ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà v′ ,
îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî è çà v. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé a ∈ Ω
è òîãàâà h(a) = ε. Ñëåäîâàòåëíî h(ua) = h(u) è h(av′) = h(v′). Òîãàâà
å ÿñíî, ÷å:

h(replaceU(R)(u, av′)) = h(replaceU(R)(ua, v′),

replaceR(h(u), h(av′)) = replaceR(h(ua), h(v′)).

Ñåãà îòíîâî ñìå â ïîëîæåíèå äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà
çà v′, îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåàòî è çà v.

Ñåãà êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå, ÷å:

h(f1(t)) = t,

è ïðèëîæèì òâúðäåíèå 3, ïîëó÷àâàìå, ÷å:

h(replaceU(R)(ε, f1(t))) = replaceR(ε, t1).
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Òîâà íåïîñðåäñòâåíî âîäè è äî:

h(rewriteU(R)(f1(t))) = rewriteR(t).

Çà ñúæàëåíèå îáà÷å, U(R) íå å ïðàâèëî ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè,
çà äà ìîæåì äà ïîñòðîèì çà íåãî FIFO-òðàíñäþñåð. Âñúùíîñò òî
íå ñïàçâà íèòî åäíî îò óñëîâèÿòà çà ïðàâèëî ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè.
Äåéñòâèòåëíî èçïðàâåíè ñìå ïðåä ñëåäíèòå ïðîáëåìè:

1. Â îáùèÿ ñëó÷àé T ◦ h íå å ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð.

2. Íå å çàäúëæèòåëíî âñÿêà äóìà îò ôîêóñà äà å îãðàäåíà ñ ìàð-
êåðè.

3. Âúçìîæíî å çà âñÿêî k äà ñúùåñòâóâà äóìà îò EURU ñ ïîâå÷å
îò k ìàðêåðà.

Çà äà ñå ñïðàâèì ñ òåçè ïðîáëåìè ùå íè ñå íàëîæè äà îãðàíè÷èì
ïðàâèëàòà R.

Ïúðâèÿò ïðîáëåì ðåøàâàìå òðèâèàëíî êàòî îòòóê íàòàòúê ùå
èçèñêâàìå, T äà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþ-
ñåð. Òîãàâà è êîìïîçèöèÿòà T ◦ h ñå ïðåäñòàâÿ ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí
òðàíñäþñåð.

Èäåÿòà çà êîíñòðóêöèÿòà íà ïðàâèëî ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè RΩ

è ôóíêöèÿ f1 ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî â èçâåñòåí
ñìèñúë îáîáùàâà òâúðäåíèå 10. Âñúùíîñò íå ñà íè íåîáõîäèìè öå-
ëèòå ìíîæåñòâà LU , EU è RU , à ñàìî òåõíè ïîäìíîæåñòâà LΩ, EΩ è
RΩ, ñòèãà f1 äà çàïàçâà ñðåùàíèÿòà íà ìíîæåñòâàòà è äà ãàðàíòè-
ðà òÿõíàòà åäíîçíà÷íîñò â èçâåñòåí ñìèñúë. Òîãàâà êîìïîçèöèÿòà íà
f2 ◦ rewriteRΩ

◦ f1 å åêâèâàëåíòíà íà rewriteR. Ôîðìàëíî òîâà ìîæå
äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:

Òâúðäåíèå 11 Íåêà R E → T (E)\L_R å ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå,
à f1 : Σ∗ → (Σ ∪ Ω)∗ èìà ñâîéñòâàòà, ÷å:

∀t ∈ Σ∗h(f1(t)) = t è (25)
Range(f1) ∩ (Σ ∪ Ω)∗Ω2(Σ ∪ Ω)∗ = ∅. (26)
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Íåêà îùå LΩ ⊂ LU , EΩ ⊂ E è R ⊂ RΩ çàäàâàò ïðàâèëîòî RΩ:

EΩ → T (h(EΩ))\LΩ_RΩ.

êàòî LΩ ⊂ (Σ∪Ω)∗Ω. Àêî çà âñÿêà ñðåùàíå < u, v, w > íà ïðàâèëîòî
R ñúùåñòâóâà ñðåùàíå < u′, v′, w′ > íà RΩ ñúñ ñâîéñòâàòà:

f(uvw) = u′v′w′,

h(u′) = u,

h(v′) = v,

h(w′) = w.

òî ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. Íåêà f1(uvw) = u′v′w′ è h(u′) = u, h(v′) = v, h(w′) = w. Òî-
ãàâà àêî < u′, v′, w′ > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íà RΩ îòíîñíî
(u′, v′w′), òî < u, v, w > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íà R ñïðÿìî
(u, vw).

2. Çà âñåêè u, v ∈ Σ∗ è u′, v′ ∈ (Σ ∪ Ω)∗, çà êîèòî f1(uv) = u′v′ å â
ñèëà ðàâåíñòâîòî:

h(replaceRΩ
(u′, v′) = replaceR(u, v).

3. Çà âñÿêî t ∈ Σ∗.

h(rewriteRΩ
(f1(t))) = rewriteR(t).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà < u′, v′, w′ > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íà RΩ

îòíîñíî (u′, v′w′). Òîãàâà u′ = y′a, êúäåòî a ∈ Ω. Òúé êàòî LΩ ⊂ LU ,
EΩ ⊂ EU è RΩ ⊂ RU îò äåôèíèöèÿòà íà h ñëåäâà, ÷å < h(u′), h(v′), h(w′) >
å ñðåùàíå íà R â (h(u′), h(v′w′)). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å < u, v, w > å ñðå-
ùàíå íà ïðàâèëîòî R â (u, vw). Äà äîïóñíåì, ÷å òî íå å íàé-äúëãî.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà ñðåùàíå < u, α, β > íà R â (u, vw) ñ |α| > |v|. Òúé
êàòî u′v′w′ = f1(uαβ) îò óñëîâèåòî çà f1 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò
x′, α′ è β′, çà êîèòî h(x′) = u, h(α′) = α, h(β′) = β è < x′, α′, β′ > å
ñðåùàíå â < x′, α′β′ >.
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Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å x′ = u′. Íàèñòèíà äà äîïóñíåì, ÷å x′ 6= u′.
Òîãàâà èëè x′ ≺ u′, èëè x′ Â u′. Îñâåí òîâà, òúé êàòî x′ ∈ (Σ∪Ω)∗LΩ,
òî ïîñëåäíàòà áóêâà íà x′ òðÿáâà äà å ω ∈ Ω. Íåêà ïúðâî x′ ≺ u′.
Òîãàâà èìàìå, ÷å:

h((x′)−1u′) = h(x′)−1h(u′) = h(u)−1h(u) = ε.

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà h ñëåäâà, ÷å (x′)−1u′ ∈ Ω∗. Òîãàâà å ÿñíî,
÷å ω((x′)−1u′) ∈ ΩΩ∗Ω å ïîäñòðèíã íà f1(uvw), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
óñëîâèå 25 çà f1. Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å x′ 6≺ u′.

Àíàëîãè÷íî ñå ïîêàçâà, ÷å íå å âúçìîæíî x′ Â u′. Èíà÷å ïîëó÷à-
âàìå ðàâåíñòâîòî:

h((u′)−1x′) = h(u′)−1h(x′) = u−1u = ε.

Òîãàâà, êàêòî è ïî ãîðå, ïîëó÷àâàìå, ÷å (u′−1)x′ ∈ Ω∗Ω. Òîãàâà ëåñíî
ñå çàáåëÿçâà, ÷å a(u′)−1x′ ∈ ΩΩ∗Ω å ïîääóìà íà f1(uvw), êîåòî îòíîâî
å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèå 25 çà f1.

Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å x′ = u′. Ñåãà èìàìå, ÷å ùîì |h(α′)| > |v| =
|h(v′)| è òúé êàòî |h(σ)| ≤ 1 çà âñåêè ñèìâîë îò σ ∈ Σ ∪ Ω, òî |α′| >
|v′|. Ñëåäîâàòåëíî íàìåðèõìå ïî-äúëãî ñðåùàíå < u′, α′, β′ > îòíîñíî
< u′, v′w′ >. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëíîñòòà íà < u′, v′, w′ >.

Âòîðîòî òâúðäåíèå ùå ïîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà v′.
Â áàçîâèÿ ñëó÷àé, v′ = ε, èìàìå, ÷å:

h(replaceRΩ
(u′, ε)) = h(ε) = ε

replaceR(u, h(ε)) = replaceR(u, ε) = ε.

Òîâà ïîêàçâà è âåðíîñòòà íà òâúäåíòèåòî. Äà äîïóñíåì, ÷å çà âñåêè
äâå äóìè u′, v′ ñ |v′| ≤ n è u, v, çà êîèòî f1(uv) = u′v′ å â ñèëà æå-
ëàíîòî ðàâåíñòâî. Íåêà v′ = aw′, êúäåòî |w′| = n. Äà äîïóñíåì, ÷å
< u′, x′, y′ > å íàé-äúëãîòî ñðåùàíå íàRΩ â (u′, v′). Òîãàâà îò ïúðâàòà
÷àñò íà òâúðäåíèåòî ñëåäâà, ÷å < h(u′), h(x′), h(y′) > å íàé-äúëãîòî
ñðåùàíå â < u, v >. Òîãàâà ëåñíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

h(replaceRΩ
(u′, v′)) = h(T (h(x′))) ◦ h(replaceRΩ

(u′x′, y′)) =

T (h(x′) ◦ h(replaceRΩ
(u′x′, y′))
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è ñúîòâåòíî:

replaceR(u, v) = T (h(x′)) ◦ replaceR(uh(x′), h(y′)).

Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà êàòî ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà
y′.

Äà äîïóñíåì, ÷å < u′, av′ > íå äîïóñêà ñðåùàíå íà R. Òîãàâà:

h(replaceRΩ
(u′, aw′)) = h(a) ◦ h(replaceRΩ

(u′a, w′))

Èìàìå äâà ñëó÷àÿ. Àêî a ∈ Σ, òî íÿìà ñðåùàíå íàR â (u, v). Äåéñòâè-
òåëíî â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùÿõìå äà èìàìå ñðåùàíå îò âèäà < u, x, y >
è îò óñëîâèåòî çà RΩ ùÿõìå äà èìàìå è ñðåùàíå ũ, x′, y′, êúäåòî
h(ũ) = u. Ñåãà îáà÷å h(u′a) = h(u′)a = ua è ñëåäîâàòåëíî ũ å ïðåä-
ñòàâêà íà u′ êàòî h(ũ) = u. Òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî ũ = u′ èëè
u′ ∈ ũΩ+. Ïúðâèÿò ñëó÷àé å íåâúçìîæåí, çàùîòî òîãàâà ùÿõìå äà
èìàìå ñðåùàíå íà RΩ è â (u′, v′). Âòîðèÿò ñúùî å íåäîïóñòèì. Íà-
èñòèíà îò óñëîâèåòî çà f1 ñëåäâà, ÷å u′ = ũσ, êúäåòî σ ∈ Ω è
ũ ∈ (Σ ∪ Ω)∗Σ. Òîâà îáà÷å îçíà÷àâà, ÷å ũ 6∈ (Σ ∪ Ω)∗Ω. Ñëåäîâà-
òåëíî ũ 6∈ (Σ ∪ Ω)∗LΩ, îòêúäåòî è < ũ, x′, y′ > íå ìîæå äà å ñðåùàíå
íà ïðàâèëîòî RΩ. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

replaceR(u, h(aw′)) = replaceR(u, ah(w′)) = a ◦ replaceR(ua, h(w′))

è ñúîòâåòíî:

h(replaceRΩ
(u′, aw′)) = a ◦ h(replaceRΩ

(u′a, w′)).

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà w′.
Íàêðàÿ àêî a ∈ Ω, òî:

h(replaceRΩ
(u′, aw′)) = h(a)h(replaceRΩ

(u′a, w′)) = h(replaceRΩ
(u′a, w′)).

Îò äðóãà ñòðàíà å ÿñíî, ÷å h(u′a) = h(u′)h(a) = h(u′) = u è v =
h(aw′) = h(a)h(w′) = h(w′) è ñëåäîâàòåëíî îòíîâî ìîæåì äà ïðèëî-
æèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà w′.
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Òðåòàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò âòîðàòà
êàòî âçåìåì â ïðåäâèä, ÷å:

h(rewriteRΩ
(f1(t))) = h(replaceRΩ

(ε, f1(t))) =

replaceR(ε, t) = rewriteR(t)

Ñëåä òîâà âúâåäåíèå ùå ïîñòàâèì äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ïðàâè-
ëàòà R, òàêà ÷å çà òÿõ äà ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè f1 è ïðàâèëà RΩ,
êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà òâúðäåíèå 11. Äîïúëíèòåëíî
íàëàãàìå èçèñêâàíåòî RΩ äà áúäå ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè Ω è f1 äà ñå
ïðåäñòàâÿ ÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà
T çà ïðàâèëîòî R å çàäàäåíà îò ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë,
òî îñòàâà äà óäîâëåòâîðèì äðóãèòå äâå èçèñêâàíèÿ çà ïðàâèëî ñ êðà-
åí áðîé ìàðêåðè, èìåííî:

1. LΩ ⊂ (Σ ∪ Ω)∗Ω, R ⊂ Ω(Σ ∪ Ω)∗ è

2. äà íàìåðèì êîíñòàíòè e è r, çà êîèòî ñà â ñèëà èìïëèêàöèèòå:

α ∈ EΩ ⇒ |α|Ω ≤ e

β ∈ RΩ ⇒ |β|Ω ≤ r.

Óñëîâèå 1 îçíà÷àâà, ÷å âñúùíîñò òðÿáâà äà ìîæåì äà ðàçäåëÿìå
ëåâèÿ êîíòåêñò îò ôîêóñà è ñúîòâåòíî ôîêóñà îò äåñíèÿ êîíòåêñò.
Òúé êàòî òîâà òðÿáâà äà ñòàâà íåçàâèñèìî îò èçáîðà íà äóìè â òåçè
òðè åçèêà, òî òðÿáâà äà ïîäáåðåì ôóíêöèÿòà f1 òàêà, ÷å òÿ äà îò-
áåëÿçâà âñè÷êè êðàèùà íà äóìè îò L èëè âñè÷êè âúçìîæíè íà÷àëà
íà äóìè îò E. Ñèìåòðè÷íî f1 òðÿáâà äà ïîñòàâÿ ìàðêåðè èëè ñëåä
âñè÷êè êðàèùà íà äóìè îò E, èëè ïðåäè âñÿêî íà÷àëî íà äóìà îò R.
Àêî f1 ðåàëèçèðà òàçè èäåÿ, òî òÿ ùå óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà
íà òâúðäåíèå 11.

Çà äàäåí åçèê L ñ Suf(L) è Pref(L) ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî
îò âñè÷êè íàñòàâêè, ñúîòâåòíî ïðåäñòàâêè íà äóìè îò åçèêà L, òîåñò:
Äåôèíèöèÿ 34

Suf(L) = {y | ∃x, xy ∈ L}
Pref(L) = {x | ∃y, xy ∈ L}.
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Òîãàâà íèå èñêàìå äà ìàðêèðàìå ïîäìíîæåñòâà L0 ⊂ Suf(L) èëè
PE0 ⊂ Pref(E), ñúîòâåòíî SE0 ⊂ Suf(E) èëè R0 ⊂ Pref(R) ñúñ
ñâîéñòâàòà, ÷å:

L ⊂ Σ∗L0 èëè E ⊂ PE0Σ
∗ è

E ⊂ Σ∗SE0 èëè R ⊂ R0Σ
∗.

Îò äðóãà ñòðàíà, çà äà ñúáëþäàâàìå âòîðîòî óñëîâèå çà ïðàâèëà
ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè, äóìèòå â òåçè åçèöè íå òðÿáâà äà ñå ñðåùàò
"òâúðäå ìíîãî" ïúòè â ER.

Íàêðàÿ, ïîíåæå f1 òðÿáâà äà ïîñòàâÿ âñè÷êè ìàðêåðè â ïðîèç-
âîëåí òåêñò t ∈ Σ∗, òîåñò äà ïîñòàâÿ ìàðêåðè íàïðèìåð ïðåä âñÿêà
ïîääóìà íà t îò PE0 è â ñúùîòî âðåìå f1 òðÿáâà äà ñå ïðåäñòàâÿ
÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë, òî ùå èñêàìå ìíîæåñòâàòà
â ïîñëåäíèÿ åòàï äà áúäàò êðàéíè.

È òàêà çàäà÷àòà, êîÿòî ñè ïîñòàâÿìå ñåãà, å ñëåäíàòà:

Ïðîáëåì 1 Äàäåí å ðåãóëÿðåí åçèê L è ðåãóëÿðåíè åçèê A. Ñúùåñ-
òâóâà ëè êðàåí åçèê L0 ⊂ Suf(L) ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1. L0 ⊂ Suf(L).

2. L ⊂ Σ∗L0.

3. ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà k, ÷å çà âñÿêà äóìà α ∈ L0 è äóìà
β ∈ A äóìàòà α ñå ñðåùà íàé-ìíîãî k ïúòè êàòî ïîääóìà íà
β.

Àêî òàêúâ åçèê ñúùåñòâóâà, äà ñå íàìåðè åäèí òàêúâ åçèê L0 è çà
íåãî äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà k.

Åäíîâðåìåííî ñ òîâà ìîæåì äà ïîñòàâèì è äóàëíàòà çàäà÷à:

Ïðîáëåì 2 Äàäåí å ðåãóëÿðåí åçèê L è ðåãóëÿðåíè åçèê A. Ñúùåñ-
òâóâà ëè êðàåí åçèê L0 ⊂ Pref(L) ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1. L0 ⊂ Pref(L).
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2. L ⊂ L0Σ
∗.

3. ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà k, ÷å çà âñÿêà äóìà α ∈ L0 è äóìà
β ∈ A äóìàòà α ñå ñðåùà íàé-ìíîãî k ïúòè êàòî ïîääóìà íà
β.

Àêî òàêúâ åçèê ñúùåñòâóâà, äà ñå íàìåðè åäèí òàêúâ åçèê L0 è çà
íåãî äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà k.

ßñíî å, ÷å àêî ìîæåì äà ðåøàâàìå ïúðâàòà çàäà÷à, ïî ñèìåòðè÷åí
íà÷èí ùå ìîæåì äà ðåøàâàìå è âòîðàòà.

Êàòî ðåçóëòàò, ùå ìîæåì äà íàìèðàìå åôåêòèâíî êðàéíè ìíî-
æåñòâà S0, PE0, SE0 è R0, êîèòî ñå ñðåùàò îãðàíè÷åí áðîé ïúòè
âúâ âñÿêà äóìà îò ER, èëè äà óñòàíîâÿâàìå, ÷å òàêèâà ìíîæåñòâà íå
ñúùåñòâóâàò.

Çà öåëòà ùå íè áúäàò ïîëåçíè íÿêîè ïîìîùíè òâúðäåíèÿ.
Çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ 35 Àêî M è N ñà äâå ìíîæåñòâà îò äóìè, òî ñ fin(M, N)
îçíà÷àâàìå îíåçè äóìè îò M , êîèòî ñå ñðåùàò îãðàíè÷åí áðîé ïúòè
â êîÿ äà å äóìà îò N , ïî-òî÷íî:

fin(M, N) = {α ∈ M | ∃k, çà êîåòî âñÿêà äóìà β ∈ N

ñúäúðæà íåïîâå÷å îò k ñðåùàíèÿ íà α}.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ïîêàçâà, êàê ìîæå àëãîðèòìè÷íî äà ñå íà-
ìåðè ìíîæåñòâîòî fin(M, N) â ñëó÷àÿ, êîãàòî M è N ñà ðåãóëÿðíè.

Òâúðäåíèå 12 Íåêà M è N ñà ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà è íåêà A =<
Σ, Q, s, δ, F > å àâòîìàò, ðàçïîçíàâàù N . Íåêà ñ C(q) îçíà÷èì åçèêà
íà àâòîìàòà A(q) =< Σ, Q, q, δ, {q} > çà âñÿêî ñúñòîÿíèå q ∈ Q.
Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ:

1.
fin(M,N) = M ∩ ∪qPref(C(q)),

êúäåòî îáåäèíåíèåòî å ïî âñè÷êè äîñòèæèìè ñúñòîÿíèÿ q ∈
Q, îò êîèòî ñå äîñòèãà ñúñòîÿíèå îò F .
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2. Çà âñÿêà äóìà α ∈ fin(M, N) è âñÿêà äóìà β ∈ N , β ñúäúðæà
íåïîâå÷å îò |Q||α| ñðåùàíèÿ íà α.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà α ∈ Pref(C(q)),
çà êîåòî q å äîñòèæèìî è îò q ñå äîñòèãà F íå å â ìíîæåñòâîòî
fin(M, N). Íàèñòèíà íåêà β ∈ C(q) å äóìà ñ ïðåäñòàâêà α, òîåñò
αγ ∈ C(q). Òúé êàòî q å äîñòèæèìî, òî ñúùåñòâóâà äóìà u, çà êîÿòî:

δ∗(s, u) = q.

Îñâåí òîâà, îò ôàêòà, ÷å îò q å äîñòèæèìî F , ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
äóìà v, çà êîÿòî:

δ∗(q, v) ∈ F.

Ñåãà íåêà l å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Èìàìå, ÷å:

δ∗(q, αγ) = q,

îò êúäåòî è:
δ∗(q, (αγ)l) = q.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å:

δ∗(s, u(αγ)lv) = δ∗(q, (αγ)lv) = δ∗(q, v) ∈ F.

Òîâà ïîêàçâà, ÷å âñÿêà îò äóìèòå u(αγ)lv ñå ðàçïîçíàâà îò A è ñëåäî-
âàòåëíî å äóìà îò N . Ñåãà íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å α 6∈ fin(M,N).

Îáðàòíî íåêà
α ∈ M ∩ ∪qPref(C(q)),

êúäåòî îáåäèíåíèåòî å ïî äîñòèæèìèòå ñúñòîÿíèÿ â A, îò êîèòî èìà
ïúò äî F . Íåêà β = b1b2 . . . bn ∈ N . Ùå ïîêàæåì, ÷å íå ñúùåñòâóâàò
ïîâå÷å îò |Q||α| ñðåùàíèÿ íà α â β. Òîãàâà ùå ñëåäâà è âòîðàòà ÷àñò
íà òâúðäåíèåòî, à â ðîëÿòà íà k â äåôèíèöèÿòà íà fin(M,N) ùå
ìîæåì äà èçáåðåì òî÷íî |Q||α|.

È òàêà íåêà i1 < i2 < · · · < ik ñà âñè÷êè ïîçèöèè â β, îò êîèòî
çàïî÷âà ñðåùàíå íà α. Íåêà ñ qj ∈ Q îçíà÷èì:

qj = δ∗(s, b1 . . . bij−1).
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Îò äåôèíèöèÿòà íà qj ñëåäâà, ÷å qj å äîñòèæèìî îò s. Îñâåí òîâà
èìàìå, ÷å:

δ∗(qj, bij . . . bn) = δ∗(s, β) ∈ F.

Òîåñò qj ó÷àñòâà â îáåäèíåíèåòî

M ∩ ∪qPref(C(q)).

Â ÷àñòíîñò ïîëó÷àâàìå, ÷å:

α 6∈ Pref(C(qj)).

Íåêà ñåãà j′ ≥ j + |α|. Òîãàâà, òúé êàòî ij å íà÷àëî íà ñðåùàíå íà α
â β, à ij′ ≥ ij + |α|, òî α å ïðåäñòàâêà íà bij . . . bi′j . Òîâà ïîêàçâà, ÷å

qj′ = δ∗(s, b1 . . . bi′j) = δ∗(qj, bj . . . bi′j−1).

Ñåãà òúé êàòî α 6∈ Pref(C(qj) ñëåäâà, ÷å qj′ 6= qj. Ïðèëàãàéêè òî-
âà íàáëþäåíèå çà âñåêè äâå îò ñúñòîÿíèÿòÿ îò Q′ = {q1+r|α|}r, ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å ñúñòîÿíèÿòà q1+r|α| 6= q1+t|α| çà r 6= t. Ñëåäîâàòåëíî
òúé êàòî ñúùåñòâóâàò íàé-ìíîãî |Q| íà áðîé ðàçëè÷íè ñúñòîÿíèÿ, òî
k < 1 + |Q||α|, êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

Òâúðäåíèå 12 íè äàâà àëãîðèòúì, ïî êîéòî îò âñè÷êè äóìè â
Suf(L) ìîæåì äà íàìåðèì îíåçè, êîèòî ñå ñðåùàò îãðàíè÷åí áðîé
ïúòè â A. Îò òÿõ òðÿáâà äà îòäåëèì êðàéíîòî ïîäìíîæåñòâî L0, àêî
òàêîâà ñúùåñòâóâà.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå íè äàâà îòãîâîð êàê ìîæåì äà èçâúðøèì
òîâà åôåêòèâíî.

Òâúðäåíèå 13 Íåêà L å ðåãóëÿðåí åçèê, à S ⊂ Suf(L) å ìíîæåñ-
òâî îò íàñòàâêè íà L ñúñ ñâîéñòâîòî:

L ⊂ Σ∗S.

Òîãàâà ñà â ñèëà òâúðäåíèÿòà:
1. Ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäìíîæåñòâî S0 ⊂ S ñúñ ñâîéñòâîòî:

L ⊂ Σ∗S0,

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Suf(S)\Σ∗S å êðàéíî.
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2. Â ñëó÷àé, ÷å Suf(S)\Σ∗S å êðàéíî è l = max{|v| | v ∈ Suf(S)\Σ∗S},
òî

S0 = {u ∈ S | |u| ≤ l + 1}
èìà ñâîéñòâîòî, ÷å:

L ⊂ Σ∗S0.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì ïúðâî, ÷å Suf(S)\Σ∗S å êðàéíî è
íåêà l è S0 ñà êàêòî âúâ âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî. Äà ðàçãëåäàìå
ïðîèçâîëíà äóìà α ∈ L. Òúé êàòî, ïî óñëîâèå, L ⊂ Σ∗S, òî ñúùåñò-
âóâàò äóìè u è v ∈ S ñúñ ñâîéñòâîòî α = uv. Ñåãà àêî |v| ≤ l + 1, òî
ïî äåôèíèöèÿòà íà S0 èìàìå, ÷å v ∈ S0 è ñëåäîâàòåëíî uv ∈ Σ∗S0.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé v = w1w2 èìà íàñòàâêà w2 ñ äúëæèíà l + 1. Òúé
êàòî w2 ∈ Suf(S) è |w2| > l, òî w2 ∈ Σ∗S. Òîãàâà w2 = st, êúäåòî
t ∈ S. Òúé êàòî |w2| = l + 1, òî è |t| ≤ l + 1, òîåñò t ∈ S è |t| ≤ l + 1,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å t ∈ S0. Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

α = uw1st ∈ Σ∗S0.

Îáðàòíî äà äîïóñíåì, ÷å Suf(S)\Σ∗S å áåçêðàéíî, íî âúïðåêè
òîâà ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäìíîæåñòâî S0 ⊂ S, çà êîåòî:

L ⊂ Σ∗S0.

Íåêà m = max{|v| | v ∈ S0}. Òîãàâà òúé êàòî Suf(S)\Σ∗S e áåçêðàéíî,
òî ñúùåñòâóâà v ∈ Suf(S), çà êîåòî v 6∈ Σ∗S è |v| > m. Òúé êàòî S0 ⊂
S òîâà îçíà÷àâà, ÷å v 6∈ Σ∗S0. Ñåãà v å íàñòàâêà â S, êîåòî îçíà÷àâà,
÷å ñúùåñòâóâà u, çà êîåòî uv ∈ S. Íî S ⊂ Suf(L), ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà äóìà α = xuv ∈ L. Òúé êàòî, ïî äîïóñêàíå, L ⊂ Σ∗S0,
òî ñúùåñòâóâà äóìà s ∈ S0, êîÿòî å íàñòàâêà íà xuv. Íî |s| ≤ m è
ñëåäîâàòåëíî s å íàñòàâêà íà v. Òîâà ïîêàçâà, ÷å v ∈ Σ∗S0 ⊂ Σ∗S.
Ïîñëåäíîòî îáà÷å å ïðîòèâîðå÷èå ñ ôàêòà, ÷å v 6∈ Σ∗S.

Òîâà ïîêàçâà, ÷å äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî, ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å
äîêàçàíî.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å âñúùíîñò íàëè÷èåòî íà êðàéíî ìíîæåñòâî S0

ñúñ ñâîéñòâàòà Σ∗S = Σ∗S0, êàêòî ëåñíî ñëåäâà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà
òâúðäåíèå 13, ïîêàçâà, ÷å Σ∗S, ñà åçèöè ñâîáîäíè îò çâåçäè - ñâîéñòâî,
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èçñëåäâàíî îò Schuetzenberger [Sch65]. Çà ðàçëèêà îò îáùèÿ ñëó÷àé,
ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ ñëó÷àé å çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñò çà ðàçðåøàâàíå
îò àëãîðèòìè÷íà ãëåäíà òî÷êà.

Ñåãà ñìå ãîòîâè äà îïèøåì àëãîðèòúìà, êîéòî ðàçðåøàâà ïîñòà-
âåíèÿ îò íàñ ïðîáëåì 1 çà êðàéíî ìíîæåñòâî îò íàñòàâêè íà äàäåí
ðåãóëÿðåí åçèê, êîèòî ñå ñðåùàò îãðàíè÷åí áðîé ïúòè âúâ âñÿêà îò
äóìèòå íà äðóã ðåãóëÿðåí åçèê A.

Èìåííî èìàìå ñëåäíîòî:

Òâúðäåíèå 14 Ïðîáëåìúò 1 å àëãîðèòìè÷íî ðàçðåøèì.

Äåéñòâèòåëíî, íåêà L è A ñà ðåãóëÿðíè åçèöè, çàäàäåíè ñ êðàéíè
àâòîìàòè. Ïúðâî ïîñòðîÿâàìå àâòîìàò S çà åçèêà Suf(L). Ñëåä òîâà
îò àâòîìàòà çà A è çà S ïîñòðîÿâàìå àâòîìàò çà åçèêà:

fin(S,A) = S ∩ ∪qPref(C(q)),

Ñïîðåä òâúðäåíèå 13 òîâà å àâòîìàò òî÷íî çà îíåçè íàñòàâêè íà L,
êîèòî ñå ñðåùàò îãðàíè÷åí áðîé ïúòè â A. Ñåãà ïðîâåðÿâàìå äàëè:

L\Σ∗fin(S,A) = ∅.

Òîâà îòíîâî å àâòîìàòíà êîíñòðóêöèÿ. Ïðè òîâà àêî òàçè ðàçëèêà íå
äàâà ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, òî ñúùåñòâóâà äóìà â L, êîÿòî ñå ñðåùà
íåîãðàíè÷åí áðîé ïúòè â äóìè îò A è ñúîòâåòíî ìíîæåñòâî L0 ñ
æåëàíèòå ñâîéñòâà íå ñúùåñòâóâà.

Íàêðàÿ, àêî:
L\Σ∗fin(S,A) = ∅,

ïîñòðîÿâàìå àâòîìàò çà ðåãóëÿðíèÿ åçèê:

Suf(fin(S, A))\Σ∗fin(S,A).

Ïðîâåðÿâàìå äàëè òîçè åçèê å êðàåí èëè áåçêðàåí, êîåòî ñúîòâåòñòâà
íà ñâîéñòâîòî íà àâòîìàòà äà íå ñúäúðæà öèêúë, êîéòî å äîñòèæèì
îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå, îò êîéòî ìîæåì äà ñòèãíåì äî ôèíàëíî.

Àêî åçèêúò å áåçêðàåí, òî ñïîðåä òâúðäåíèå 12 êðàéíî ìíîæåñòâî
L0 ñ òúðñåíèòå ñâîéñòâà íå ñúùåñòâóâà. Â ïðâîòèâåí ñëó÷àé íàìèðà-
ìå äúëæèíàòà n íà íàé-äúëãàòà äóìà â Suf(fin(S,A))\Σ∗fin(S, A).

175



Òîâà ñúîòâåòñòâà íà òîâà äà íàìåðèì äúëæèíàòà íà íàé-äúëãèÿ ïúò
îò íà÷àëíîòî äî íÿêîå ôèíàëíî ñúñòîÿíèå â àâòîìàòà çà òîçè åçèê.
Ñåãà ñïîðåä òâúðäåíèå 12 â êà÷åñòâîòî íà L0 ìîæåì äà èçáåðåì âñè÷-
êè äóìè îò fin(S, A) ñ äúëæèíà íåíàäìèíàâàùà n + 1, òîâà ñà òî÷íî
äóìèòå, èçïèñàíè ïî ïúòèùàòà îò íà÷àëíîòî äî íÿêîå ôèíàëíî ñúñ-
òîÿíèå íà àâòîìàòà çà fin(S, A) ñ äúëæèíà íåíàäìèíàâàùà n + 1.

Íàêðàÿ, îò âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå 13 çíàåì, ÷å âñÿêà äóìà
α ∈ fin(S,A) è âñÿêà äóìà β ∈ A äóìàòà β ñúäúðæà íåïîâå÷å îò
|Q||α| ñðåùàíèÿ íà α, êúäåòî |Q| å áðîÿò íà ñúñòîÿíèÿòà íà àâòîìàòà
çà A. Òúé êàòî âñÿêà äóìà îò L0 èìà äúëæèíà íå ïî-ãîëÿìà îò n+1, òî
âñÿêà äóìà β ñúäúðæà íåïîâå÷å îò (n+1)|Q||L0| ïîçèöèè íà ñðåùàíèÿ
íà äóìè îò åçèêà L0.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ, çà òîâà äà
ìîæåì äà ïîñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåð çà ïðàâèëîòî R.

Äåôèíèöèÿ 36 Íåêà P ∪S ñà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà îò äóìè íàä
àçáóêà Σ. Äåôèíèðàìå gP,S : Σ∗ × Σ∗ → (Σ ∪ {ω})∗, êúäåòî ω 6∈ Σ ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

gP,S(u, ε) =

{
ω, àêî u ∈ Σ∗S

ε, èíà÷å.

gP,S(u, av) =

{
ωa ◦ gP,S(ua, v), àêî u ∈ Σ∗S èëè av ∈ PΣ∗.

a ◦ gP,S(ua, v), èíà÷å.

Äåôèíèöèÿ 37 Íåêà P ∪S ñà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà îò äóìè íàä
àçáóêà Σ. Äåôèíèðàìå fP,S : Σ∗ → (Σ ∪ {ω})∗, êúäåòî ω 6∈ Σ êàòî:

fP,S(t) = gP,S(ε, t).

Èìàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà fP,S:

1. Range(f) ∩ (Σ ∪ {ω})∗ωω(Σ ∪ {ω})∗ = ∅.

2. Àêî v å ïîääóìà íà fP,S(t) è h(v) ñúäúðæà íåïîâå÷å îò p ñðåùà-
íèÿ íà äóìè îò P è s ñðåùàíèÿ íà äóìè îò S, à íàé-äúëãàòà äóìà
îò P ∪ S èìà äúëæèíà m, òî v ñúäúðæà íåïîâå÷å îò p + s + 2m
ñèìâîëà ω.
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3. Ñúùåñòâóâà ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð, êîéòî ïðåäñòàâÿ
fP,S.

Ïúðâîòî ñâîéñòâî ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà gP,S.
Âòîðîòî ñúùî å ÿñíî. Íåêà v å ïîääóìà íà fP,S(t). Òîãàâà v å

ïðåäñòàâêà íà íÿêîÿ äóìà:

gP,S(x, y) = vz,

êúäåòî xy = t. Òîãàâà å ÿñíî, ÷å h(v) ≺ y. Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å âúâ v
èìà ïîâå÷å îò 2m+p+s ñðåùàíèÿ íà ñèìâîëà ω. Äà ðàçãëåäàìå îíàçè
ïîääóìà v′ íà v = αv′β, êúäåòî α è β ñúäúðæàò òî÷íî ïî m ñèìâîëà
ω (àêî òàêèâà íÿìà òâúðäåíèåòî å ÿñíî). Òîãàâà îò ïúðâîòî ñâîéñòâî
ñëåäâà, ÷å α è β ñúäúðæàò ïîíå ïî m ñèìâîëà îò Σ. Òîåñò |h(α)| ≥ m
è |h(β) ≥ m. Äà ðàçãëåäàìå íÿêîé îò ñèìâîëèòå ω â v′. Òîé ðàçáèâà
äóìàòà íà äâå ÷àñòè v′ = v1ωv2. Îò äåôèíèöèÿòà íà gP,S ñëåäâà, ÷å
h(v2)h(β)h(z) ∈ PΣ∗ èëè xh(α)h(v′1) ∈ Σ∗S. Òúé êàòî îáà÷å âñÿêà îò
äóìèòå îò P ∪ S å ñ äúëæèíà ïîíå m, òî âñúùíîñò h(α)v′1 ∈ Σ∗S èëè
v′2h(β) ∈ PΣ∗. Òîåñò òîâà å ïîçèöèÿ, íà êîÿòî çàâúðøâà äóìà îò S
â h(v), èëè ïîçèöèÿ îò êîÿòî çàïî÷âà ñðåùàíå íà äóìà îò P â h(v).
Ïðè òîâà íà âñåêè ðàçëè÷åí ñèìâîë ω âúâ v′ ìó ñúîòâåòñòâà ðàçëè÷íà
ïîçèöèÿ íà ñðåùàíå â h(v). Òúé êàòî ïîñëåäíèòå ñà íåïîâå÷å îò p+s,
òî è áðîÿò íà ñèìâîëèòå ω âúâ v′ íåíàäìèíàâà p + s. Òàêà îáùèÿò
áðîé íà ñèìâîëè ω âúâ v å íåïîâå÷å îò 2m + p + s.

Êîíñòðóêöèÿòà íà ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðîçóâàòåë çà fP,S ìî-
æå äà ñå íàïðàâè ïî íà÷èí, ïîäîáåí íà àëãîðèòúìà íà Ìèõîâ è
Schulz [SM06] çà çàìÿíà íà âñè÷êè ñðåùàíèÿ íà äóìè îò äàäåí ðå÷íèê
â òåêñò. Îòíîâî çàïî÷âàìå ñ äúðâîòî íà Àõî-Êîðàñèê çà ìíîæåñòâîòî
P ∪ S è ñëåä òîâà ãî îáõîæäàìå â äúëáî÷èíà, ïîñòàâÿéêè íåîáõîäè-
ìèòå èçõîäè ïî ðåáðàòà. Çà äà îáëåê÷èì èçëîæåíèåòî, îòëàãàìå ñà-
ìàòà êîíñòðóêöèÿ, çàåäíî ñ äîêàçàòåëñòâîòî çà íåéíàòà êîðåêòíîñò
çà ÷àñò 7.

Ñåãà ìîæåì äà ïîêàæåì ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî ùå íè äàäå
íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ðåãóëÿðíèòå ïðàâèëà, êîèòî ìîãàò äà ñå ðàç-
ïîçíàâàò îò FIFO-òðàíñäþñåðè.
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Òåîðåìà 14 Íåêà R, E → T (E)\L_R å ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà çàìåñ-
òâàíå, êàòî T å ïîäïîñëåäîâàòëåí òðàíñäþñåð. Íåêà (L0, l0), (SE0, s0)
ñà ðåçóëòàòèòå, êîèòî âðúùà àëãîðèòúìà çà ïðîáëåìà 1 ïðè âõîä
ñúîòâåòíî (L,ER) è (E,ER), à ïúê (PE0, p0) è (R0, r0) ñà ðåçóëòà-
òèòå, êîèòî âðúùà äóàëíèÿò àëãîðèòúì, çà ïðîáëåìà 2 ïðè âõîä
(E,ER) è (R, ER), ñúîòâåòíî. Àêî íÿêîé îò ïîñòàâåíèòå âúïðîñè
ïîëó÷è îòðèöàòåëåí îòãîâîð, ñìÿòàìå, ÷å ñúîòâåòíîòî ìíîæåñ-
òâî å ïðàçíî.

Àêî ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà L0 è PE0 íå å ïðàçíî è ïîíå
åäíî îò ìíîæåñòâàòà SE0 è R0 íå å ïðàçíî, òî ìîæåì åôåêòèâíî
äà êîíñòðóèðàìå FIFO-òðàíñäþñåð, ðàçïîçíàâàù ïðàâèëîòî R.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà M = L0, àêî L0 6= ∅ è M = PE0 â ïðîòè-
âåí ñëó÷àé. Ïîëàãàìå m = l0 â ïúðâèÿ ñëó÷àé è m = p0 âúâ âòîðèÿ.
Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå N = SE0 è n = s0 àêî SE0 6= ∅ è N = R0 è
n = r0, èíà÷å. Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî P êàòî:

P =





M, àêî M = PE0, N = SE0

N, àêî M = L0, N = R0

M ∪N, àêî M = PE0, N = R0

∅ èíà÷å.

Ñ S áåëåæèì (M ∪N)\P . Íàêðàÿ íåêà l å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà
äóìà â M ∪N . Ñåãà ïîñòðîÿâàìå fP,S è ïîëàãàìå:

L{ω} = U(L)ω,

E{ω} = U(E) ∩ (Σ∗ωΣ∗)≤m+n+2l

R{ω} = ωU(R) ∩ (Σ∗ωΣ∗)≤m+n+2l

Êàêòî â íà÷àëîòî íà òàçè ÷àñò ïðàâèëîòî R{ω} ñå îïðåäåëÿ îò:

E{ω} → T (h(E{ω}))\L{ω}_R{ω}

Îò äåôèíèöèÿòà íà L{ω}, E{ω} è R{ω} íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å R{ω}
å ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè.
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Ùå ïîêàæåì, ÷å fP,S è R{ω} óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà òâúð-
äåíèå 11.

Íàèñòèíà îò ñâîéñòâàòà íà fP,S ñëåäâà, ÷å Range(fP,S) ∩ (Σ ∪
{ω})∗ωω(Σ ∪ {ω})∗ = ∅. L{ω} ñúùî óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíåòî, ÷å
âñÿêà äóìà îò L{ω} çàâúðøâà íà ω. Òàêà îñòàâà äà ïðîâåðèì, ÷å çà
âñåêè u ∈ Σ∗L, v ∈ E è w ∈ RΣ∗ ñúùåñòâóâàò u′, v′ è w′ ñúñ ñâîéñò-
âàòà:

fP,S(uvw) = u′v′w′,

h(u′) = u,

h(v′) = v,

h(w′) = w.

Ùå ïîêàæåì, ÷å:

u′ = gP,S(ε, uvw)(gP,S(u, vw))−1ω

v′ = (ω)−1gP,S(u, vw)(gP,S(uv, w))

w′ = gP,S(uv, w)

ïðèòåæàâàò æåëàíîòî ñâîéñòâî. Íàèñòèíà òúé êàòî u ∈ Σ∗L è v ∈ E,
òî èëè u ∈ Σ∗L0 èëè v ∈ PE0Σ

∗. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å u ∈ Σ∗S èëè
v ∈ PΣ∗, îò êúäåòî è vw ∈ PΣ∗. Ïî äåôèíèöèÿòà íà gP,S òîãàâà
gP,S(u, vw) çàïî÷âà ñ ω. Àíàëîãè÷íî, òúé êàòî v ∈ E è w ∈ RΣ∗, òî
èëè v ∈ Σ∗SE0 èëè w ∈ R0Σ

∗. Òîâà ïîêàçâà, ÷å v ∈ Σ∗S èëè w ∈ PΣ∗.
È â äâàòà ñëó÷àÿ gP,S(uv, w) çàïî÷âà ñ ω. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å u′, v′ è
w′ ñà äåôèíèðàíè êîðåêòíî êàòî îñâåí òîâà:

fP,S(uvw) = u′v′w′, h(u′) = u, h(v′) = v, h(w′) = w,

êàêòî ëåñíî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà gP,S è fP,S. Îñòàíà äà ïîêàæåì,
÷å < u′, v′, w′ > å ñðåùàíå íà ïðàâèëîòî R{ω}. Òúé êàòî h(u′) = u è
u′ ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω, òî î÷åâèäíî èìàìå, ÷å u′ ∈ (Σ ∪ {ω})∗L{ω}. Çà v′ è
w′ ùå èçïîëçâàìå âòîðîòî ñâîéñòâî íà fP,S. Òúé êàòî h(v′) = v ∈ E,
òî îò äåôèíèöÿòà íà M è N íèêîÿ äóìà α ∈ ER íå äîïóñêà ïîâå÷å
îò m ñðåùàíèÿ íà äóìè îò M . Â ÷àñòíîñò v íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò
m ñðåùàíèÿ íà äóìè îò M . Àíàëîãè÷íî v íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò n
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ñðåùàíèÿ íà äóìè îò N . Ñåãà îáà÷å M ∪ N = P ∪ S, êîåòî ïîêàçâà,
÷å v íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò m + n ñðåùàíèÿ íà äóìè îò P ∪ S. Ñåãà
íàé-äúëãàòà äóìà îò P ∪S èìà äúëæèíà l è ñëåäîâàòåëíî îò âòîðîòî
ñâîéñòâî íà fP,S, òúé êàòî h(v′) = v, òî v′ íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò
m+n+2l ñèìâîëà ω. Òîâà, çàåäíî ñ ôàêòà, ÷å h(v′) = v ∈ E íè äàâà,
÷å:

v′ ∈ U(E) ∪ (Σ∗ωΣ∗)≤m+n+2l = E{ω}

Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà ðàçñúæäàâàìå, çå ïðåäñòàâêàòà w0 íà w, çà
êîÿòî w0 ∈ R. Òúé êàòî h(w′) = w, òî ñúùåñòâóâà ïðåäñòàâêà íà w′

0

íà w′, çà êîÿòî h(w′
0) = w0. Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å |h(a)| ≤ 1 çà âñÿêî

a ∈ Σ∪{ω}. Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà M è N w0 íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò
m+n ïîääóìè îò M∪N = P∪S è òúé êàòî äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà
äóìà â P ∪ S å l, òî w′

0 íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò m + n + 2l ñèìâîëà ω.
Ñåãà òúé êàòî w′ ∈ ω(Σ ∪ {ω})∗ è h(w′

0) ∈ R, òî w′
0 ∈ R{ω}, îòêúäåòî

íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å w′ ∈ R{ω}(Σ ∪ {ω})∗. Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å
ïðåäïîñòàâêèòå íà òâúðäåíèå 11 ñà èçïúëíåíè è ñëåäîâàòåëíî:

h(rewriteR{ω}(fP,S(t))) = rewriteR(t).

Òúé êàòî R{ω} å ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè, òî èìàìå åôåê-
òèâåí àëãîðèòúì çà ïîñòðîÿâàíåòî íà FIFO-òðàíñäþñåð çà R{ω} àêî
ñà çàäàäåíè íåãîâèòå êîìïîíåíòè è êîíñòàíòèòå, êîèòî îãðàíè÷àâàò
áðîÿ íà ìàðêåðèòå. Â ñëó÷àÿ íèå ïîêàçàõìå àëãîðèòìè÷íî êàê ìî-
æåì äà íàìåðèì êîíñòàíòèòå m, n è l, êîåòî íè äàâà è äèðåêòíàòà
êîíñòðóêöèÿ íà ìíîæåñòâàòà L{ω}, E{ω} è R{ω}. Óñëîâèåòî, ÷å T å
ïîäïîñëåäîâàòåëåí íè ãàðàíòèðà, ÷å åôåêòèâíî ìîæåì äà íàìåðèì è
ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë è çà T ◦ h. Íàêðàÿ fP,S è h ìîãàò
äà ñå ïðåäñòàâÿò åôåêòèâíî ñ ïîäïîñëåäîâàòåëíè òðàíñäþñåðè, êîåòî
íè äàâà, ÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì àëãîðèòìèòå çà êîìïîçèöèÿ îòëÿâî
è îòäÿñíî íà ïîäïîñëåäîâòåëåí ïðåîáðîçóâàòåë ñ FIFO-òðàíñäþñåð.

Â äîïúëíåíèå ùå îòáåëåæèì, ÷å êàêòî âèäÿõìå ïðîáëåìúò 1 ñå
ðàçðåøàâà åôåêòèâíî, òîåñò ìîæåì àëãîðèòìè÷íî äà ïðîâåðÿâàìå,
äàëè ïðåäïîñòàâêèòå íà òåîðåìà 14 ñà íàëèöå è â ñëó÷àé, ÷å òîâà å
òàêà äà îïðåäåëèì ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà M , N , P , S è êîíñòàíòè
m, n, l.
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6.3 Ðàçïîçíàâàíå íà êîìïîçèöèÿ îò ðåãóëÿðíè ïðà-
âèëà ñ FIFO-òðàíñäþñåð. Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ

Â òàçè ÷àñò ùå îòäåëèì êëàñ îò äâîéêè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå, êîè-
òî ïîçâîëÿâàò äà áúäàò êîìïîçèðàíè, ïîñðåäñòâîì FIFO-òðàíñäþñåð.
Êàêòî âèäÿõìå, êëàñúò íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè, ðàçïîçíàâàíè îò
FIFO-òðàíñäþñåðè íå å çàòâîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ è äîðè ñðàâíè-
òåëíî ïðîñòè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò
÷ðåç FIFO-òðàíñäþñåð, íå ïîçâîëÿâàò äà áúäàò êîìïîçèðàíè ñ òîçè
ôîðìàëèçúì. Çàòîâà êúì ïðàâèëàòà, êîèòî ðàçãëåäàõìå â ïðåäèøíà-
òà ÷àñò è çà êîèòî íàìåðèõìå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òÿõíîòî ïðåä-
ñòàâÿíå, ùå òðÿáâà äà íàëîæèì äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ, çà äà
ïîëó÷èì òåîðåìà çà êîìïîçèöèÿ. Òÿ ùå ñå âúçïîëçâà ñúùåñòâåíî îò
òåîðåìàòà çà êîìïîçèöèÿ íà Ω-êðàéíîïðåäñòàâèìè ôóíêöèè, êîÿòî
ðàçãëåäàõìå â ïàðàãðàô 4.5 íà ÷àñò 4.

Íåêà

R1 : E1 → T1(E1)\L1_R1 è
R2 : E2 → T2(E2)\L2_R2

ñà äâå ðåãóëÿðíè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå. Öåëòà íè å äà ïîñòðîèì
FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî äà ïðåäñòàâÿ ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ:

rewriteR2 ◦ rewriteR2 .

Èäåÿòà íè îòíîâî ùå áúäå äà îãðàæäàìå ñ ìàðêåðè ÷àñòè îò òåêñ-
òà, êîèòî ëîêàëíî ïðèëè÷àò íà íà÷àëî íà ôîêóñà, èëè êðàé íà ôîêóñà
íà åäíî îò äâåòå ïðàâèëà. Ñ äðóãè äóìè îòíîâî ùå îòáåëÿçâàìå íàñ-
òàâêèòå íà ëåâèÿ êîíòåêñò èëè ïðåäñòàâêèòå íà ôîêóñà è ñúîòâåòíî
íàñòâàêèòå íà ôîêóñà èëè ïðåäñòàâêèòå íà äåñíèÿ êîíòåêñò.

Ïî òîçè íà÷èí, êàêòî âå÷å âèäÿõìå, ùå ìîæåì äà óñòàíîâèì äàëè
âñÿêî åäíî îò ïðàâèëàòà ìîæå äà ñå çàìåñòè ñ åêâèâàëåíòíî íà íåãî
ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè:

R′
Ω1

: E ′
Ω1
→ TΩ1(E

′
Ω1

)\L′Ω1
_R′

Ω1

R′′
Ω2

: E ′′
Ω2
→ TΩ2(E

′′
Ω2

)\L′′Ω2
_R′′

Ω2
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Çà äà ìîæåì îáà÷å äà ãè êîìïîçèðàìå, â óñëîâèÿòà íà òåîðåìà 11
íàëàãà äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ, êîèòî íèå ùå òðÿáâà äà óäîâëåò-
âîðèì.

Çà äà äåôèíèðàìå îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô ùå íè òðÿá-
âà ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ 38 Íåêà R : E → T (E)\L_R å ðåãóëÿðíî ïðàâèëî çà
çàìåñòâàíå. Íåêà κ ⊂ {L, E, R}, A å ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî. Êàç-
âàìå, ÷å R å ðàçðåøèìî îò êîíôèãóðàöèÿòà κ ïðè îãðàíè÷åíèÿ A
àêî:

1. Àêî L ∈ κ, òî ïðîáëåìúò 1 èìà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå ïðè
âõîä L è ER ∪ A, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé èìà ïîëîæèòåëíî ðå-
øåíèå äóàëíèÿò ïðîáëåì 2 ïðè âõîä E è ER ∪ A.

2. Àêî R ∈ κ, òî ïðîáëåìúò 2 èìà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå ïðè
âõîä R è ER ∪ A, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé èìà ïîëîæèòåëíî ðå-
øåíèå ïðîáëåìúò 1 ïðè âõîä E è ER ∪ A.

3. Àêî E ∈ κ, òî ïîíå åäèí îò ïðîáëåìèòå 1 èëè 2 èìàò ïîëî-
æèòåëåí îòãîâîð ïðè âõîä E è ER ∪ A.

Çàáåëåæêà 7 Îò ãîðíàòà äåôèíèöèÿ è îò äåôèíèöèÿòà íà ïðîá-
ëåìà 1 íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å àêî R ñå ðàçðåøàâà îò êîíôèãóðà-
öèÿ κ ïðè îãðàíè÷åíèÿ A, òî ñúùåñòâóâàò êðàéíè ìíîæåñòâà P è
S è êîíñòàíòà k, êîèòî ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè åôåêòèâíî ñúñ
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1. u ∈ L v ∈ E, òî uv ∈ uPΣ∗ èëè uv ∈ Σ∗Sv.

2. v ∈ E w ∈ R, òî vw ∈ vPΣ∗ èëè vw ∈ Σ∗Sw.

3. Âñÿêà äóìà β ∈ (ER ∪A) ñúäúðæà íåïîâå÷å îò k ñðåùàíèÿ íà
äóìè îò P ∪ S.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà:
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Òåîðåìà 15 Íåêà

R1 : E1 :→ T1(E1)\L1_R1 è
R2 : E2 :→ T2(E2)\L2_R2

ñà äâå ðåãóëÿðíè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå, êúäåòî T1 è T2 ñà ïðåäñòà-
âåíè ÷ðåç ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè. Íåêà κi ⊂ {Li, Ei, Ri}
êàòî κi ñúäúðæà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà Li è Ei, è ïîíå åäíî îò
ìíîæåñòâàòà Ei è Ri çà i = 1, 2. Ñ Ai = ∪κi îçíà÷àâà îáåäèíåíèòî
íà ìíîæåñòâàòà, êîèòî ñúäúðæà κi.

ÀêîR1 å ðàçðåøèìî îò êîíôèãóðàöèÿòà κ1 ïðè îãðàíè÷åíèÿ Σ∗A2Σ∗,
à R2 å ðàçðåøèìî îò êîíôèãóðàöèÿòà κ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿ Σ∗A1Σ∗∪
Range(T1) è îñâåí òîâà:

Range(T1) ⊂ Σ∗A2Σ
∗,

òî ìîæåì åôåêòèâíî äà ïîñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåð çà êîìïîçè-
öèòà:

rewriteR2 ◦ rewriteR1 .

Äîêàçàòåëñòâî: Îò çàáåëåæêà 7 ñëåäâà, ÷å ìîæåì åôåêòèâíî äà
íàìåðèì êðàéíè ìíîæåñòâà P1, S1 è P2, S2 è êîíñòàíòè k1 è k2 ñúñ
ñâîéñòâàòà:

1. u ∈ Li, v ∈ Ei, òî uv ∈ uPiΣ
∗ èëè uv ∈ Σ∗Sv çà i = 1, 2.

2. v ∈ Ei, v ∈ Ri, òî vw ∈ vPiΣ
∗ èëè vw ∈ Σ∗Sw à i = 1, 2.

3. Âñÿêà äóìà îò Σ∗A2Σ∗∪E1R1 ñúäúðæà íåïîâå÷å îò k1 ñðåùàíèÿ
íà äóìè îò P1 ∪ S1.

4. Âñÿêà äóìà îò Σ∗A1Σ∗∪Range(T1)∪E2R2 ñúäúðæà íåïîâå÷å îò
k2 äóìè îò P2 ∪ S2.

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å òúé êàòî çà âñÿêî ìíîæåñòâî îò êîíôèãó-
ðàöèÿòà κ1, M ∈ κ1 å â ñèëà, ÷å:

M ⊂ Σ∗S1 ∪ P1Σ
∗,
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òî å èçïúëíåíî, ÷å:

Σ∗MΣ∗ ⊂ Σ∗(P1 ∪ S1)Σ
∗.

Îòòóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å:

Σ∗A1Σ
∗ ⊂ Σ∗(P1 ∪ S1)Σ

∗.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Σ∗A2Σ
∗ ⊂ Σ∗(P2 ∪ S2)Σ

∗.

Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìà 14 îò ïðåäèøíÿ ïàðàãðàô, ìîæåì
äà ïîñòðîèì ïðàâèëàRΩ1 èRΩ2 ñ êðàåí áðîé ìàðêåðè ñúñ ñâîéñòâàòà:

h ◦ rewriteRΩ1
◦ fP1,S1 = rewriteR1 è

h ◦ rewriteRΩ2
◦ fP2,S2 = rewriteR2 .

Íåêà ñåãà g1 å Ω-ïðåäñòàâèìàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî íè äàâà òåðîå-
ìà 13 çà ïðàâèëîòî RΩ1 . Òîãàâà îò êîíñðóêöèÿòà â äîêàçàòåëñòâîòî
íà òåîðåìà 13, ñëåäâà, ÷å :

g1(u, v) = replaceRΩ1
(u, v), ïðè

count(u, v) = −1.

çà u ∈ (Σ ∪ Ω1)
∗Ω1 èëè v = ε Ñúîòâåòíî ñ g2 å Ω-ïðåäñòàâèìàòà

ôóíêöèÿ, êîÿòî íè äàâà òåðîåìà 13 çà ïðàâèëîòî RΩ2 . Òîãàâà îò êîí-
ñðóêöèÿòà â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 13, ñëåäâà, ÷å :

g2(u, v) = replaceRΩ2
(u, v), ïðè

count(u, v) = −1.

çà u ∈ (Σ ∪ Ω2)
∗Ω2 èëè v = ε

Íåêà T å êàíîíè÷íèÿò òðàíñäþñåð, êîéòî çàäàâà fP2,S2 ◦h. Èçïîë-
çâàìå ðåçóëòàòà îò òåîðåìà 10, ÷àñò 4, ïàðàãðàô 4.4, çà äà êîíñòðó-
èðàìå Ω1-ïðåäñòàâèìàòà ôóíêöèÿ g̃1, çà êîÿòî:

g̃1(u, v) =

{
(
∧

x fT ((g1(ε, uv)g1(u, v)−1)x))−1fT (g1(ε, uv)) àêî v 6= ε

fT (g1(ε, uv)) èíà÷å.
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Öåëòà íè ùå áúäå äà ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà êîìïîçèðàìå g̃1 è g2

âúðõó ìíîæåñòâîòî Range(fP1,S1), êàòî èçïîëçâàìå êîíñòðóêöèÿòà îò
òåîðåìà 11 îò ÷àñò 4, ïàðàãðàô 4.5. Òîâà ùå íàïðàâèì êàòî íàìåðèì
ïîäõîäÿùè êîíñòàíòè M è m ñúñ ñâîéñòâàòà:

1. Çà âñÿêî uv = fP1,S1(t), u ∈ (Σ ∪ Ω1)
∗Ω1 ∪ {ε} å â ñèëà, ÷å:

|g̃1(u, v)g̃1(uP1(v), S1(v))−1|Ω2 ≤ m.

2. Çà âñÿêî uv = fP1,S1(t), çà êîåòî u ∈ (Σ∪Ω1)
∗Ω1∪{ε} è |v|Ω1 ≥ M

å èçïúëíåíî, ÷å:

|g̃1(u, v)g̃1(uPM(v), SM(v))−1|Ω2 ≥ 1.

Àêî óñïååì äà íàìåðèì åôåêòèâíî òàêèâà êîíñòàíòè, ùå ìîæåì äà
ïðèëîæèì êîíñòðóêöèÿòà, êîÿòî íè äàâà êîìïîçèöèÿòà íà g2 è g̃1,
òîåñò ùå ìîæåì äà íàìåðèì Ω-îïðåäåëèìà ôóíêöèÿ g ñúñ ñâîéñòâîòî:

g(u) = g2(ε, g̃1(ε, u))

çà âñÿêî u ∈ Range(fP1,S1). Òîãàâà ùå èìàìå, ÷å çà âñÿêî t ∈ Σ∗ å
èçïúëíåíî:

h(g(fP1,S1(t))) = h(g2(ε, g̃1(ε, fP1,S1(t)))) =

h(g2(ε, fP2,S2(h(g1(ε, fP1,S1(t)))))) =

h(g2(ε, fP2,S2(h(replaceRΩ1
(ε, fP1,S1(t)))))) =

h(g2(ε, fP2,S2(h(rewriteRΩ1
(fP1,S1(t)))))) =

h(g2(ε, fP2,S2(rewriteR1(t)))) =

h(rewriteRΩ2
(fP2,S2(rewriteR1(t)))) = rewriteR2(rewriteR1(t)),

çà âñÿêî t ∈ Σ∗.
Òúé êàòî g å Ω-îïðåäåëèìà, òî çà íåÿ ùå ìîæåì åôåêòèâíî äà

ïîñòðîèì FIFO-òðàíñäþñåð, à ñëåä òîâà ùå ìîæåì äà êîìïîçèðàìå
ñ fP1,S1 îòëÿâî è h îòäÿñíî, çà äà ïîëó÷èì FIFO-òðàíñäþñåð, ðàçïîç-
íàâàù òî÷íî êîìïîçèöèÿòà íà äâåòå ïðàâèëà.

Ñëåäâàùàòà ëåìà ùå íè äàäå îòãîâîð íà âúïðîñà êàêâè êîíñòàíòè
M è m ìîæåì äà èçïîëçâàìå çà æåëàíàòà îò íàñ êîíñòðóêöèÿ.
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Ëåìà 18 Íåêà t ∈ Σ∗ å ïðîèçâîëíà äóìà, à uv = fP1,S1(t), êàòî
u ∈ (Σ∗ ∪ Ω1)

∗Ω1 ∪ {ε}.
1. Íåêà l2 å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà äóìà â P2 ∪ S2. Òîãàâà:

|g̃1(u, v)(g̃1(uP1(v), S1(v)))−1|Ω2 ≤ k2 + 4l2.

2. Íåêà l1 å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà äóìà â P1 ∪ S1 |v|Ω1 >
l2(k1 + 2l1) + 4(k1 + 2l1) = M . Òîãàâà å â ñèëà, ÷å:

g̃1(u, v)(g̃1(uPM , SM(v)))−1|Ω2 ≥ 1.

Àêî v = ε íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Èíà÷å èìàìå, ÷å:

g̃1(ε, uv)g̃1(u, v)−1 =
∧
x

fP2,S2(h((g1(ε, uv)(g1(u, v))−1)x)).

Íåêà αγ = h(g1(ε, uv)(g1(u, v))−1), êúäåòî γ å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà ñ
äúëæèíà íåíàäìèíàâåùà l2. Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

g̃1(ε, uv)g̃1(u, v)−1 =
∧
x

fP2,S2(αγx)).

Íî çà âñÿêî x ∈ Σ∗ èìàìå, ÷å àêî |β| ≥ l2 βx ∈ P2Σ
∗, òî è β ∈ P2Σ

∗.
Îòòóê ñëåäâà, ÷å:

fP2,S2(αγx) = gP2,S2(ε, αγx) = (gP2,S2(ε, αγx)gP2,S2(α, γx)−1)gP2,S2(α, γx) =

gP2,S2(ε, αγ)gP2,S2(α, γ)−1gP2,S2(α, γx).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

g̃1(ε, uv)g̃1(u, v)−1 = fP2,S2(αγ)gP2,S2(α, γ)−1
∧
x

gP2,S2(α, γx).

Ñåãà àêî g1(u, v) = v0 ◦ g1(uP1(v), S1(v)) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

g̃1(ε, uv)g̃1(uP1(v), S1(v)−1 = fP2,S2(αγ)gP2,S2(α, γ)−1)
∧
x

gP2,S2(α, γh(v0)x).
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Îòòóê ïðàâèì èçâîäà, ÷å:

g̃1(u, v)g̃1(uP1(v), S1(v))−1 = (
∧
x

gP2,S2(α, γx))−1
∧
x

gP2,S2(α, γh(v0)x).

Ñåãà å ÿñíî, ÷å:

|g̃1(u, v)g̃1(uP1(v), S1(v))−1|Ω2 ≤ |gP2,S2(α, γv0)|Ω2 .

Ñåãà äà èçïîëçâàìå, ÷å g1(u, v) = replaceΩ1(u, v). Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:
1. Ñúùåñòâóâà ñðåùàíå < u, v′, w′ > íà ïðàâèëîòî RΩ1 â (u, v). Òî-

ãàâà çíàåì, ÷å P1(v) ¹ v′ è ñëåäîâàòåëíî v0 ¹ T1(h(v)), òîåñò v0

å ïðåäñòàâêà íà äóìà îò Range(T1) è ñëåäîâàòåëíî íå ñúäúðæà
ïîâå÷å îò k2 ïîçèöèè íà ñðåùàíå íà äóìà îò P2 ∪ S2.

2. Íå ñúùåñòâóâà ñðåùàíå < u, v′, w′ > â (u, v), òîãàâà v0 = h(P1(v)).
Îò äåôèíèöèÿòà íà P1(v) ñëåäâà, ÷å P1(v) = v0 èëè P1(v) = v0ω1.
Íåêà v0 = bw0a. Òîãàâà a, b ∈ Σ è w0 ∈ Σ∗ å ïîääóìà íà fP1,S1(t).
Äà äîïóñíåì, ÷å w0 ∈ Σ∗A1Σ

∗, òîãàâà w0 ∈ Σ∗(P1∪S1)Σ
∗. Òîãàâà

îáà÷å

gP2,S2(h(u)a, w0b ◦ h(S1(v)))(gP2,S2(h(u)a ◦ w0, bh(S1(v))))−1 ≺ w0

ùåøå äà ñúäúðæà ïîíå åäèí ñèìâîë ω1, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî w0 6∈ Σ∗A1Σ

∗. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà k2 w0 íå
ñúäúðæà ïîâå÷å îò k2 ïîçèöèè íà ñðåùàíå íà äóìè îò P2 ∪ S2.
Òîãàâà v0 = aw0b íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò 2l2 + k2 ïîçèöèè íà
ñðåùàíèÿ íà äóìè îò P2∪S2. Íàèñòèíà, âñÿêà äóìà x ∈ P2∪S2,
êîÿòî íå å ïîääóìà íà w0 çàïî÷âà ñ ïðåäñòàâêà íà v0 è òúé
êàòî |x| ≤ l2, òî çàâúðøâà â åäíà îò ïúðâèòå l2 ïîçèöèè íà v0,
èëè çàâúðøâà ñ íàñòàâêà íà v0 è ñúîòâåòíî çàïî÷âà íà åäíà îò
ïîñëåäíèòå l2 ïîçèöèè.

Íåêà v0 = x0y0, êúäåòî x0 å ïðåäñòàâêà íà v0 ñ äúëæèíà l2. Òîãàâà çà
âñÿêî z å â ñèëà, ÷å zx0β ∈ Σ∗S2, òî å èçïúëíåíî è x0β ∈ Σ∗S Ñåãà îò
äåôèíèöèÿòà íà gP2,S2 ñëåäâà, ÷å:

|gP2,S2(α, γx0y0)|Ω2 ≤ |γ|+ |x0|+ |gP2,S2(αγx0, y0)|Ω2 ≤ 2l2 + |gP2,S2(x0, y0)| ≤
2l2 + |gP2,S2(ε, v0)| ≤ 2l2 + k2 + 2l2 = k2 + 4l2.
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Àêî ïúê |v0| < l2, òî î÷åâèäíî gP2,S2(u, γv0) ≤ |γv0| = 2l2.
Îòíîâî ïîëàãàìå:

αγ = g1(ε, uv)g1(u, v)−1,

êúäåòî γ å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà ñ äúëæèíà íåíàäìèíàâàùà l2. Îò
äåôèíèöèÿòà íà g1 èìàìå, ÷å:

g1(u, v) = replaceRΩ1
(u, v).

Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

1. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ñðåùàíå â uPi(v), Si(v) çà íÿêîå
i ≤ k1 + 2l1 + 1 è íåêà i0 å íàé-ìàëêîòî ñ òîâà ñâîéñòâî è íåêà
íàé-äúëãîòî ñðåùàíå å < uPi0(v), x, y >. Òîãàâà òúé êàòî RΩ1 å
ñú îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè, à îò êàíñòðóêöèÿòà â ïðåäèøíàòà
÷àñò âèäÿõìå, ÷å çà âñÿêà äóìà β ∈ EΩ1 |β|Ω1 ≤ k1 + 2l1, òî è
|x| ≤ k1 + 2l. :

replaceRΩ1
(u, v) = Pi0(v)T1(h(x))replaceR(uPi0(v)x, y) =

Pi0(v)T1(h(x))g1(uPi0(v)x, y).

Ñåãà òúé êàòî |x|Ω1 ≤ k1 + 2l1, òî Pi0(v)x ≺ Pi0+k1+2l1(v). Ñëåäî-
âàòåëíî òúé êàòî i0 ≤ k1 òî ïîëó÷àâàìå, ÷å i0 + k1 + 2l1 ≤ 2k1 +
4l1 ≤ 2k1 + 2l1 + 2l2 = M , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Pi0(v)x ≺ PM(v).
Òîâà ïîêàçâà, ÷å Pi0(v)T1(h(x)) å ïðåäñòàâêà íà:

g1(u, v)g1(uPM(v), SM(v))−1.

Òúé êàòî T1(h(x)) ∈ Σ∗A2Σ
∗, òî è:

g1(u, v)g1(uPM(v), SM(v))−1 ∈ Σ∗A2Σ
∗.

Ñëåäîâàòåëíî, òúé êàòî Σ∗A2Σ
∗ ⊂ Σ∗(P2∪S2)Σ

∗, òî ñúùåñòâóâà
ïîääóìà z ∈ P2 ∪ S2 íà

g1(u, v)g1(uP2k1+4l1(v), S2k1+4l1(v))−1.
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2. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé îòíîâî, òúé êàòî replaceRΩ1
(u, v) = g1(u, v)

è íÿìà ñðåùàíå çà íèêîå i ≤ 2k1 + 2l1 + 1, òî

replaceRΩ1
(u, v) = Pk1+2l1+1(v)replaceRΩ1

(uPk1+2l1+1(v), Sk1+2l1+1(v)).

Ñåãà òúé êàòî Pk1+2l1+1(v) å ïîääóìà íà fP1,S1(t), òî h(Pk1+2l1+1(v))
ñúäúðæà ïîíå 2k1 + 1 ïîçèöèè íà ñðåøàíèÿ íà äóìè îò P1 ∪ S1

è îò äåôèíèöèÿòà íà k1 h(Pk1+2l1+1) ∈ Σ∗A2Σ
∗ è ñëåäîâàòåëíî

h(Pk1+2l1+1) ∈ Σ∗(P2 ∪ S2)Σ
∗.

È òàêà, è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷èõìå, ÷å:

h(g1(u, v)g1(uPM(v), SM(v))−1) = z0h(g1(uPj(v), Sj(v)), g1(uPM(v), SM(v))−1),

êúäåòî j ≤ 2l1 + 2k1. Íåêà N = M − j ≥ (k1 + 2l1)l2. Äà îçíà÷èì ñ p
áðîÿò íà çàìåñòâàíèÿòà, êîèòî ñå ïðàâÿò îò replaceRΩ1

(uPj(v), Sj(v))
ïðåäè äà áúäå ïðî÷åòåí PM(v). Òúé êàòî ïðè âñÿêî çàìåñòâàíå ñå
ïðî÷èòàò íåïîâå÷å îò k1 + 2l1 ñèìâîëà îò Ω1 è ñå îòïå÷àòâàò ïîíå
åäèí, çàùîòî èçõîäíàòà äóìà ñúäúðæà ïîääóìà îò P2 ∪ S2, òî ñëåä
èçïúëíåíèåòî íà òåçè p çàìåñòâàíèÿ ðåçóëòàòíèÿ òåêñò èìà äúëæèíà
ïîíå p + (l2 − p)(k1 + 2l1) ≥ l2. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

h(g1(u, v)g1(uPM(v), SM(v))−1) = z0h(g1(uPj(v), Sj(v)), g1(uPM(v), SM(v))−1) = z0y0,

êúäåòî z0 ∈ Σ∗(P2 ∪S2)Σ
∗, |y0| ≥ l2. Çà âñÿêî β èìàìå, ÷å àêî z0y0β ∈

PΣ∗, òî y0β ∈ Σ∗. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å:
∧
x

gP2,S2(α, γz0y0x) =

∧
x

gP2,S2(α, γz0y0)gP2,S2(αγz0, y0)
−1gP2,S2(αγz0, y0x) =

gP2,S2(α, γz0y0)gP2,S2(αγz0, y0)
−1

∧
x

gP2,S2(αγz0, y0x).

Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà g̃1 âèæäàìå, ÷å òîâà å òî÷íî:

g̃1(u, v)g̃1(uPM(v), SM(v))−1 = gP2,S2(α, γz0y0)gP2,S2(αγz0, y0)
−1

∧
x

gP2,S2(αγz0, y0x).
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Òúé êàòî z0 ∈ Σ∗(P2 ∪ S2)Σ
∗, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

|gP2,S2(α, γz0y0)gP2,S2(αγz0, y0)
−1|Ω2 ≥ 1,

êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà òâúðäåíèå.
Ñåãà ìîæåì äà êîìïîçèðàìå g2 è g̃1 ñ êîíñòàíòè m = 2k2 + 4l2 è

M = 4(k1 + 2l1) + l2(k1 + 2l1). Òàêà êîíñòðóèðàìå:

g(u) = g2(ε, g̃1(ε, u)).

Ñëåä òîâà íàìèðàìå ïðåñìÿòàìå è êîìïîçèöèÿòà:

h ◦ g ◦ fP1,S1 ,

êîÿòî ñïîðåä ðàçñúæäåíèÿòà, íàïðàâåíè ïðåäè äîêàçàòåëñòâîòî íà
ëåìàòà å òî÷íî:

h ◦ g ◦ fP1,S1 = rewriteR∈ ◦ rewriteR∞ .
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7 Àëãîðèòìè÷íà ðåàëèçàöèÿ íà îñíîâíèòå
êîíñòðóêöèè

Â òàçè ÷àñò ùå èçëîæèì ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà ïî-ãîëÿìà ÷àñò îò
êîíñòðóêöèèòå, êîèòî îïèñàõìå â ÷àñòèòå 3, 4 è 6.

Ùå çàïî÷íåì ñ îïèñàíèåòî íà àëãîðèòúì çà ôóíêöèÿòà fP,S, êîåòî
ïðîïóñíàõìå â ïðåäõîäíàòà ÷àñò, íî êîåòî ñúùåñòâåíî èçïîëçâàõìå
ïðè äîêàçàòåëñòâîòî è íà äâàòà îñíîâíè ðåçóëòàòà â ïàðàãðàôèòå 6.2
è 6.3. Âñúùíîñò ùå îïèøåì àëãîðèòìè çà ìàðêèðàíåòî íà âñè÷êè
íàñòàâêè è âñè÷êè ïðåäñòàâêè è ùå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëåí ïðåîá-
ðàçóâàòåë çà fP,S êàòî êîìïîçèöèÿ îò äâàòà. Çà äà ìîæåì îáà÷å äà
ãî èçïîëçâàìå â êîíñòðóêöèèòå îò ïðåäèøíàòà ÷àñò ùå òðÿáâà äà ãî
ïðèâåäåì â êàíîíè÷íà ôîðìà, çà êîåòî ìîæåì äà ñå îáúðíåì êúì
àëãîðèòúìà íà Mohri [Moh94].

Âúâ âòîðèÿ ïàðàãðàô ùå ðàçòëåäàìå åôåêòèâíè àëãîðèòìè çà íà-
ìèðàíåòî íà íåîáõîäèìèòå íè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå walkP , printP ,
restP , ñúîòâåòíî íà walkQ, printQ, outputQ, êîèòî äåôèíèðàõìå ïðè
êîíñòðóêöèÿòà â òåîðåìà 6 â ÷àñò 3, ïàðàãðàô 3.2. Ñúùèòå àëãîðèò-
ìè, ñ ìàëêè èçìåíåíèÿ, ìîãàò äà ñå ïðèëîæàò è çà êîíñòðóêöèÿòà íà
ëÿâàòà êîìïîçèöèÿ íà FIFO-òðàíñäþñåð ñ ïîäïîñëåäîâàòëåí ïðåîá-
ðàçóâàòåë è ïðè íàìèðàíåòî íà êàíîíè÷åí FIFO-òðàíñäþñåð, åêâè-
âàëåíòåí íà äàäåí.

Ñëåä òîâà ùå ðàçãëåäàìå àëãîðèòìèòå, ñâúðçàíè ñ ïîñòðîÿâàíå-
òî íà FIFO-òðàíñäþñåð ïî äàäåíî Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ, êàòî ñå
îñíîâàâàìå èçöÿëî íà êîíñòðóêöèÿòà â òåîðåìà 7. Ùå äàäåì àëãî-
ðèòúì è çà êîìïîçèöèÿòà íà äâå Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè, â ñëó÷àÿ,
êîãàòî ïðåäïîñòàâêèòå íà òåðîåìà 11 ñà íàëèöå. Íàêðàÿ ùå äàäåì
è àëãîðèòúì, êîéòî ïî äàäåíî ïðàâèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè
íàìèðà êîìïîíåíòèòå íà ñúîòâåòñòâàùàòà ìó ñïîðåä òåîðåìà 13 Ω-
ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ.

Ùå çàâúðøèì òàçè ÷àñò êàòî ñêèöèðàìå àëãîðèòìèòå, êîèòî ðàç-
ðàáîòèõìå â ïàðàãðàôèòå 6.2 è 6.3 íà ïðåäõîäíàòà ÷àñò 6.
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7.1 Àëãîðèòúì çà ìàðêèðàíå íà ïðåôèêñè è ñó-
ôèêñè ïî äàäåí ðå÷íèê

Â òàçè ÷àñò ùå îïèøåì àëãîðèòúì, êîéòî ïî çàäàäåí ðå÷íèê îò äóìè
P êîíñòðóèðà ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàíñäþñåð, êîéòî ìàðêèðà âñè÷êè
ïîçèöèè â äàäåí òåêñò, êîèòî ñà íà÷àëî íà ñðåùàíå íà äóìà îò P .
Ôîðìàëíî òîâà îçíà÷àâà äà ïîñòðîèì ïðåáîðàçóâàòåë çà ñëåäíàòà
ôóíêöèÿ fP : Σ∗ → (Σ ∪ {ω})∗:

fP (ε) = ε

fP (cα) =

{
ωc ◦ fP (α) àêî cα ∈ PΣ∗

c ◦ fP (α) èíà÷å.

ßñíî å, ÷å àêî P ñúäúðæà äâå äóìè α ≺ β, òî çà âñåêè òåêñò T =
t0t1 . . . tn è âñÿêà ïîçèöèÿ i â òîçè òåêñò, îò êîÿòî çàïî÷âà ñðåùàíå
íà äóìàòà β å èçïúëíåíî, ÷å titi+1 . . . tn çàïî÷âà è ñ äóìàòà α. Îòòóê
ëåñíî ñëåäâà, ÷å fP\{β} = fP . Çàòîâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å íèêîÿ
äóìà íà P íå ñå ÿâÿâà ïðåäñòàâêà íà äðóãà äóìà îò P .

Èäåÿòà çà êîíñòðóêöèÿòà å ïîäîáíà íà òàçè íà àëãîðèòúìà íà
Ìèõîâ è Schulz [SM06] çà êîíñòðóèðàíå íà ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîá-
ðàçóâàòåë, êîéòî çàìåíÿ âñÿêî ñðåùàíå íà äóìà îò ðå÷íèêà ñ íåéíîòî
ñúîòâåòñòâèå. Òîâà â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîæå äà ñòàíå åäíîçíà÷íî è
çàòîâà òå ïðèëàãàò ñòðàòåãèÿòà çà íàé-ëÿâî, íàé-äúëãî ñðåùàíå íà
äóìà îò ðå÷íèêà â òåêñòà. Òîâà èì ãàðàíòèðà åäíîçíà÷íîñò ïðè çà-
ìÿíàòà. ßñíî å îáà÷å, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé, íÿìà äà áúäàò çàìåíåíè
âñè÷êè äóìè â ðå÷íèêà. Òîâà å è ðàçëèêàòà ñ íàøèÿ ñëó÷àé - íèå
èñêàìå äà ìàðêèðàìå âñè÷êè ñðåùàíèÿ íà äóìè, íåçàâèñèìî îò òîâà
äàëè ñå çàñòúïâàò, èëè íå.

Êàêòî Ìèõîâ è Schulz [SM06], è íèå ùå çàïî÷íåì îò trie çà ðå÷-
íèêà P , íî òúé êàòî íÿìàìå "ïðåâîäè íÿìà äà íè ñå íàëàãà äà èìàìå
èçõîäè ïî ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ. Ñëåä òîâà ùå èçâúðøèì ñúùîòî îá-
õîæäàíå â øèðî÷èíà, êàêòî â [SM06], çà äà ïîïúëíèì ôóíêöèÿòà íà
ïðåõîäèòå è, çà äà äåôèíèðàìå ïîäõîäÿùî ôóíêöèèòå íà èçõîäà, φ è
λ.

È òàêà íåêà T =< Σ, Q, s, δ, F > å trie çà êðàéíîòî ìíîæåñòâî îò
äóìè P . Â ïîíàòàòúøíîòî èçëîæåíèå ùå íè áúäàò íóæíè ñëåäíèòå
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äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ 39 Çà âñÿêî ñúñòîÿíèå p ∈ Q, α(p) ∈ Σ∗ å äóìàòà,
îïðåäåëåíà îò åäèíñòâåíèÿ ïúò îò s äî p â äúðâîòî T , òîåñò:

δ∗(s, α(p)) = p.

Äåôèíèöèÿ 40 Çà äóìà α ñ tail(α) îçíà÷àâàìå íàé-äúëãàòà ñîáñ-
òâåíà íàñòàâêà íà α, òîåñò ðàçëè÷íà îò α, çà êîÿòî !δ∗(s, tail(α)).

Äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà çà âñÿêà íåïðàçíà äóìà α, äîêîëêîòî δ∗(s, ε) =
s å äåôèíèðàíà. Êàçàíî èíà÷å, tail(α) å íàé-äúëãàòà íàñòâàêà íà α,
ðàçëè÷íà îò α, êîÿòî å ïðåäñòàâêà íà íÿêîÿ äóìà îò P .

Äåôèíèöèÿ 41 Çà âñÿêî ñúñòîÿíèå p ∈ Q\{s}, fail(p) ñå äåôèíèðà
îò ðàâåíñòâîòî:

fail(p) = δ∗(s, tail(α(p))).

Ñëåäâàùîòî ïðîñòî íàáëþäåíèå å â îñíîâàòà íà àëãîðèòúìà, êîé-
òî ùå îïèøåì:

Òâúðäåíèå 15 Íåêà α ∈ Σ∗ è íåêà β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α,
çà êîÿòî !δ∗(s, β), òîåñò β å ïðåäñòâàêà íà äóìà îò P . Òîãàâà çà
âñÿêà áóêâà a ∈ Σ å â ñèëà, ÷å:

1.
fP (α)(fP (β))−1 = fP (α ◦ a)(fP (β ◦ a))−1.

2. àêî α 6∈ PΣ∗, íî α ◦ a ∈ P , òî å â ñèëà, ÷å:

fP (α ◦ a)(fP (tail(α) ◦ a))−1 = ω ◦ fP (α)(fP (tail(α)))−1.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Ïúðâîòî òâúðäåíèå ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà
α′, êúäåòî α = α′β.

(à) α′ = ε. Òîãàâà β = α è òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.
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(á) Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà âñÿêà äóìà α′′ ñ äúëæèíà
ïî-ìàëêà îò n. Íåêà α′ = c ◦ α′′, |α′| = n . Òîãàâà ëåñíî
ñå âèæäà, ÷å α ∈ PΣ∗ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî α ◦ a ∈ PΣ∗.
Íàèñòèíà, àêî α ∈ PΣ∗, òî å ÿñíî, ÷å è α ◦ a ∈ PΣ∗. Îá-
ðàòíî, íåêà α ◦ a ∈ PΣ∗. Äà äîïóñíåì, ÷å α 6∈ PΣ∗. Òîãàâà
ñëåäâà, ÷å α◦a ∈ P è îò äåôèíèöèÿòà íà T ïîëó÷àâàìå, ÷å
δ∗(s, α ◦ a) ∈ F . Â ÷àñòíîñò !δ∗(s, α). Ïîñëåäíîòî ïîêàçâà,
÷å β = α è ñëåäîâàòåëíî α′ = ε, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Îòòóê ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å:

fP (α′β) = c ◦ fP (α′′β) ⇔ fP (α′β ◦ a) = c ◦ fP (α′′β ◦ a)

è ñúîòâåòíî:
fP (α′β) = ωc ◦ fP (α′′β) ⇔ fP (α′β ◦ a) = ωc ◦ fP (α′′β ◦ a)

Ñåãà β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α′β, çà êîÿòî !δ∗(s, β),
ñëåäîâàòåëíî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α′′β ñ òîâà ñâîéñ-
òâî. Òúé êàòî |α′′| < n òî ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîí-
íîòî ïðåäïîëîæåíèå çà α′′β è äà ïîëó÷èì, ÷å:

fP (α′′β)(fP (β))−1 = f(α′′β ◦ a)(fP (α′′β ◦ a))−1.

Ñåãà îñòàâà äà çàìåñòèì â ãîðíèòå ðàâåíñòâà, çà äà ñå óáå-
äèì, ÷å:

fP (α′β)(fP (β))−1 = fP (α′β ◦ a)(fP (α′β ◦ a))−1.

2. Íåêà ñåãà α 6∈ PΣ∗, íî α ◦ a ∈ P . Íåêà α = cα′. Òîãàâà å â ñèëà,
÷å:

fP (α) = c ◦ fP (α′)

fP (α ◦ a) = ωcfP (α′ ◦ a).

Ñåãà îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å tail(α) å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà
α′, çà êîÿòî !δ∗(s, tail(α)). Òîãàâà îò ïúðâîòî òâúðäåíèå, äèðåê-
òíî ñëåäâà, ÷å:

fP (α)(fP (tail(α)))−1 = c ◦ fP (α′)(fP (tail(α)))−1 è
fP (α ◦ a)(fP (tail(α) ◦ a))−1 = ωcfP (α′)(fP (tail(α)))−1,

êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.
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Ñåãà ñìå ãîòîâè äà ïðåäñòàâèì íàøèÿ àëãîðèòúì è äà äîêàæåì
íåãîâàòà êîðåêòíîñò:

T =< Σ, Q, s, δ, F >
φ̃(s) = ε
L1 ← ∅
for ∀ a ∈ Σ do

if (¬ ! δ(s, a))

δ̃(s, a) ← s

λ̃(s, a) ← a
else

δ̃(s, a) ← δ(s, a)

λ̃(s, a) ← ε
if (δ(s, a) ∈ F )

γ ← ω ◦ a
else

γ ← a
L1 ← L1 ∪ {(δ(s, a), s, γ)}

done

i ← 1
while(Li 6 = ∅) do

Li+1 ← ∅
for ∀ (p, q, γ) ∈ Li do

φ̃(p) ← γ ◦ φ̃(q)
for (∀ a ∈ Σ) do

if (¬ !δ(p, a))

δ̃(p, a) ← δ̃(q, a)

λ̃(p, a) ← γ ◦ λ̃(q, a)
else

δ̃(p, a) ← δ(p, a)

λ̃(p, a) ← ε
if (δ(p, a) ∈ F )

Li+1 ← Li+1 ∪{(δ(p, a), δ̃(q, a), ω ◦ γ◦λ̃(q, a))}
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else
Li+1 ← Li+1 ∪ {δ(p, a), δ̃(q, a), γ ◦ λ̃(q, a)}

done
done
i ← i + 1

done

Òâúðäåíèå 16 Íåêà çà âñÿêî p ∈ Q ñ γ(p) äà îçíà÷èì:

γ(p) = fP (α(p))(fP (tail(α(p))))−1.

Äà äîïóñíåì, ÷å Li å êîíñòðóèðàíî è îùå, ÷å:

Li = {(p, fail(p), γ(p)) | |α(p)| = i}

Íåêà îùå âñÿêî p ∈ Q, çà êîåòî |α(p)| < i è çà âñÿêî a ∈ Σ, çà êîåòî
β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(p) ◦ a ñúñ ñâîéñòâîòî !δ∗(s, β) ñà â
ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. δ̃(p, a) = δ∗(s, β).

2. λ̃(p, a) = fP (α(p) ◦ a)(fP (β))−1.

3. φ̃(p) = fP (α(p)).

Ïðè òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåä êîíñòðóèðàíåòî íà Li+1 ñà â ñèëà
òâúðäåíèÿòà:

1. Li+1 = {(p, fail(p), γ(p)) | |α(p)| = i + 1}.
2. Òâúðäåíèÿòà 1-3 ñà â ñèëà çà âñÿêî p ∈ Q ñ α(p) ≤ i.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàèñòèíà, òúé êàòî çà âñÿêî p 6= s å èçïúëíåíî,
÷å α(p) = α(p′)a çà íÿêîÿ áóêâà a ∈ Σ, òî î÷åâèäíî å, ÷å àêî â Li èìà
ïî åäèí åäèíñòâåí çàïèñ çà âñÿêî p ñ |α(p)| = i, òî â Li+1 ùå èìà ïî
åäèí åäèíñòâåí çàïèñ çà âñÿêî îò ñúñòîÿíèÿòà p′, çà êîèòî |α(p′)| =
i+1. Ïðè òîâà òîçè çàïèñ ùå áúäå äîáàâåí òî÷íî, êîãàòî ðàçãëåæäàìå
ñúîòâåòíèÿ çàïèñ çà p â Li è a ∈ Σ, çà êîèòî α(p′) = α(p) ◦ a.
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Íåêà (p′, q′, γ′) å äîáàâåíèÿò íà òàçè ñòúïêà çàïèñ. Òîãàâà èìàìå,
÷å:

q′ = δ̃(fail(p), a)

γ′ =

{
γ(p)λ̃(fail(p), a) àêî p′ = δ(p, a) 6∈ F

ω ◦ γ(p)λ̃(fail(p), a) èíà÷å.

Îò äåôèíèöèÿòà çà fail(p) èìàìå, ÷å |α(fail(p))| < |α(p)| = i. Òîãàâà,
îò óñëîâèåòî íà òâúðäåíèåòî å â ñèëà, ÷å:

q′ = δ̃(fail(p), a) = δ∗(s, β),

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(fail(p)) ◦ a, çà êîÿòî !δ∗(s, β).
Òîãàâà îáà÷å, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å β å íàé-äúëãàòà ñîáñòâåíà íàñòàâêà
íà α(p′), çà êîÿòî !δ∗(s, β). Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùåøå äà ñúùåñòâóâà
íàñòàâêà β′ íà α(p′), êîÿòî äà ñúäúðæà α(fail(p)) ◦ a êàòî ñîáñòâåíà
íàñòàâêà è ùåøå äà å äåôèíèðàíà !δ∗(s, β0). Òîãàâà å ÿñíî, ÷å ùå å
äåôèíèðàíà è !δ∗(s, β0a

−1), êîåòî ïîêàçâà, ÷å β0a
−1 å ïî-äúëãà ñîáñò-

âåíà íàñòàâêà íà α(p) îò α(fail(p)), çà êîÿòî !δ∗(s, β0a
−1). Òîâà îáà÷å

å ïðîòèâîðå÷èå ñ äåôèíèöèÿòà íà fail(p). Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å:

q′ = fail(p′).

Íåêà β′ å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(fail(p)), çà êîÿòî !δ∗(s, β′). Ïî
äåôèíèöèÿ èìàìå, ÷å:

γ(p′) = fP (α(p′))(fP (α(q′)))−1.

Òúé êàòî α(q′) å íàñòàâêà íà β′a, òî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å:

γ(p′) = fP (α(p′))(fP (α(q)a))−1 ◦ fP (α(q)a)(fP (α(q′)))−1 =

fP (α(p)a)(fP (tail(α(p))a))−1 ◦ fP (α(q)a)(fP (α(q′)))−1.

Ñåãà îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å òúé êàòî P íå ñúäúðæà äâîéêà äóìè,
åäíàòà, îò êîèòî å ñîáñòâåíà ïðåäñòàâêà íà äðóãàòà, òî α(p) 6∈ P .
Òîãàâà àêî p′ ∈ F , òî α(p)a ∈ P è ñëåäîâàòåëíî îò òâúðäåíèå 15:

fP (α(p)a)(fP (tail(α(p))a))−1 = ωfP (α(p))fP (tail(α(p)))−1 = ω ◦ γ(p),
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à â ïðîòèâåí ñëó÷àé å ÿñíî, ÷å:

fP (α(p)a)(fP (tail(α(p))a))−1 = fP (α(p))fP (tail(α(p)))−1 = γ(p),

Íàêðàÿ îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å:

λ̃(fail(p), a) = fP (α(fail(p)))(fP (α(q′)))−1 =

fP (tail(α(p)))(fP (α(q′)))−1.

Ñåãà îñòàíà äà çàìåñòèì, çà äà ïîëó÷èì, ÷å:

γ(p′) =

{
ωγ(p)λ̃(fail(p), a) àêî p′ ∈ F

γ(p)λ̃(fail(p), a) èíà÷å.

Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å çàïèñúò çà p′ â Li+1 äåéñòâèòåëíî èìà âèäà
(p′, fail(p′), γ(p′)).

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèÿòà 1-3 ñà â ñèëà çà âñÿêî p ∈ Q,
çà êîåòî |α(p)| ≤ i. Â ðàìêèòå íà öèêúëà, â êîéòî ñå êîíñòðóèðà
Li+1 ñå ïðîìåíÿò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå ñ ïúðâè àðãóìåíò p, êúäå-
òî (p, fail(p), γ(p)) ∈ Li ñëåäîâàòåëíî îñòàíàëèòå ñòîéíîñòè îñòàâàò
íåïðîìåíåíè, â ÷àñòíîñò çà âñÿêî p |α(p)| < i ñâîéñòâàòà 1-3 îñòàâàò
â ñèëà.

Âñÿêî îò ñúñòîÿíèÿòà p, çà êîèòî |α(p)| = i ñå ðàçãëåæäà òî÷íî
âåäíúæ â ðàìêèòå íà öèêúëà. Ïðè òîâà ïîëó÷àâàìå:

φ̃(p) = γ(p)φ(fail(p))

δ̃(p, a) =

{
δ(p, a) àêî !δ(p, a)

δ̃(fail(p), a) èíà÷å.

λ̃(p, a) =

{
ε àêî !δ(p, a)

λ̃(p, a) = γ(p) ◦ λ̃(p, a) èíà÷å.

Ñåãà îáà÷å |α(fail(p))| < i è ñëåäîâàòåëíî óñëîâèÿòà 1-3 çà fail(p)

ñà íàëèöå. Òîãàâà φ̃(fail(p)) = fP (α(fail(p)). Îò äðóãà ñòðàíà γ(p) =
fP (α(p))(fP (α(fail(p))))−1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å:

φ̃(p) = fP (α(p)).
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Àíàëîãè÷íî ïðèëàãàìå, ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâàòà íà fail(p), çà äà ïî-
ëó÷èì òâúðäåíèÿòà 2 è 3 çà p. Àêî !δ(p, a), òî íàé-äúëãàòà íàñòàâêà
β íà α(p)a, çà êîÿòî !δ∗(s, β) å ñàìàòà äóìà α(p)a è òîãàâà:

δ∗(s, α(p)a) = δ(δ∗(s, α(p)), a) = δ(p, a).

Òîãàâà èìàìå è ÷å:

fP (α(p)a)(fP (α(p)a))−1 = ε,

êîåòî çàåäíî ñ äåôèíèöèÿòà íà δ̃ è λ̃ äîêàçâà âåðíîñòòà íà òâúðäåíèÿ
2 è 3.

Â àëòåðíàòèâíèÿ ñëó÷àé ¬!δ(p, a). Òîãàâà íàé-äúëãàòà íàñòàâêà β
íà α(p)a, çà êîÿòî !δ∗(s, β) å ñîáñòâåíà íàñòàâêà íà α(p)a, îòêúäåòî
ïîëó÷àâàìå, ÷å β å íàñòàâêà íà α(fail(p))a. Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà β
ñëåäâà, ÷å β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(fail(p))a, çà êîÿòî !δ∗(s, β).
Òîãàâà îò äîïóñêàíåòî çà fail(p) ñëåäâà, ÷å:

δ∗(s, β) = δ̃(fail(p), a).

Òîâà ïîêàçâà òâúðäåíèå 2 çà ñúñòîÿíèåòî p â òîçè ñëó÷àé. Çà äà ïðî-
âåðèì è òâúðäåíèå 3 èçïîëçâàìå òâúðäåíèå 15 è:

fP (α(p)a)(fP (β))−1 = fP (α(p)a)(fP (tail(α(p))a))−1fP (tail(α(p))a)(fP (β))−1.

Íåêà α(p) = cα′. Òúé êàòî ¬!δ∗(s, cα′a), òî

fP (cα′a) = fP (cα′)fP (α′)−1fP (α′a).

Êàòî çàìåñòèì ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fP (α(p)a)(fP (tail(α(p))))−1 = fP (α)(fP (α′))−1fP (α′a)(fP (tail(α(p))a))−1,

íî tail(α) å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α′, êîÿòî å ïðåäñòàâêà íà äóìà
îò P è äà íåÿ ìîæåì äà ïðèëîæåì òâúðäåíèå 15. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå,
÷å:

fP (α(p))(fP (α′))−1(fP (α′)(fP (tail(α(p))))−1) =

fP (α(p))(fP (tail(α(p))))−1 = γ(p).
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Íàêðàÿ îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å îò äîïóñêàíåòî çà fail(p) ñëåäâà, ÷å:

fP (α(fail(p))a)(fP (β′))−1 = λ̃(fail(p), a).

Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å äåéñòâèòåëíî:

λ̃(p, a) = γ(p)λ̃(fail(p), a) = fP (α(p)a)(fP (β′))−1.

Ñåãà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å L1 èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà íà òâúðäåíèå 16
è òîãàâà ñ èíäóêöèÿ ïî i, ïðèëàãàéêè òâúðäåíèå 16 ëåñíî ñå âèæäà,
÷å Li èìà òåçè ñâîéñòâà çà âñÿêî i. Â ÷àñòíîñò àêî i > max{|u| |u ∈ P}
ïîëó÷àâàìå, ÷å Li = ∅. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àëãîðèòúìúò ñïèðà ñëåä
max{|u| |u ∈ P} èòåðàöèè íà îñíîâíèÿ öèêúë.

Òâúðäåíèå 17 Íåêà α ∈ Σ∗, à β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α, çà
êîÿòî !δ∗(s, β). Òîãàâà ñà â ñèëà òâúðäåíèÿòà:

1. δ̃∗(s, α) = δ∗(s, β) è

2. λ̃∗(s, α) = fP (α)(fP (β))−1.

Äîêàçàòåëñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà α. Çà α = ε âñè÷êî
å ÿñíî. Íåêà òâúðäåíèÿòà ñà äîêàçàíè çà âñÿêà äóìà α′, çà êîÿòî
|α′| < n è íåêà |α| = n. Òîãàâà α = α′a. Íåêà β′ å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà
íà α′, çà êîÿòî !δ∗(s, β′). Íåêà p = δ∗(s, β′). Òîãàâà îò èíäóêöèîííàòà
õèïîòåçà èìàìå, ÷å:

δ̃∗(s, α′a) = δ̃(δ∗(s, β′), a) = δ̃(p, a) è
λ̃∗(s, α′a) = fP (α′)(fP (β′))−1 ◦ λ̃(p, a).

Ñåãà å ÿñíî, ÷å α(p) = β′. Îñâåí òîâà α(p) ≤ max{|u| |u ∈ P} è
ñëåäîâàòåëíî îò òâúðäåíèå 16 ïîëó÷àâàìå, ÷å:

δ̃(p, a) = δ∗(s, β) è
λ̃(p, a) = fP (β′a)(fP (β))−1,

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà β′a, çà êîÿòî å äåôèíèðàíà δ∗(s, β′a).
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà è íà α ñ òîâà ñâîéñòâî.
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Íàèñòèíà, àêî ñúùåñòâóâàøå ïî-äúëãà òàêàâà íàñòàâêà β′′, òî òÿ ùå
ñúäúðæà è β′a, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å !δ∗(s, β′′), â ÷àñòíîñò ùå å äåôèíè-
ðàíà è δ∗(s, β′′a−1). Òúé êàòî β′′a−1 ≺ α′, òî β′′ íå ìîæå äà å ïî-äúëãà
îò β′a. Ñ òîâà ïúðâîòî òâúðäåíèå å äîêàçàíî, èìåííî:

δ̃∗(s, α) = δ∗(s, β) = δ̃(p, a),

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α, çà êîÿòî !δ∗(s, β). Çà âòîðàòà
÷àñò íà òâúðäåíèåòî äà çàáåëåæèì, ÷å îò òâúðäåíèå 15 èìàìå, ÷å:

fP (α′)(fP (β′))−1 = fP (α′a)(fP (β′a))−1,

îòêúäåòî çàåäíî ñúñ ñâîéñòâîòî íà λ̃ ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å:

λ̃∗(s, α) = fP (α′)(fP (β′))−1fP (β′a)(fP (β))−1 =

fP (α′a)(fP (β′a))−1fP (β′a)(fP (β))−1 = fP (α)(fP (β))−1.

Ñ òîâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å çàâúðøåíà è òâúðäåíèåòî å äîêà-
çàíî.

Íàêðàÿ îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å îò òâúðäåíèå 16, ïðèëîæåíî çà
íàé-äúëãàòà íàñòàâêà β íà α, çà êîÿòî !δ∗(s, β) è çà ñúñòîÿíèåòî p =
δ∗(s, β) å èçïúëíåíî, ÷å:

φ̃(p) = fP (β).

Ñåãà îáåäèíÿâàìå ðåçóëòàòúò îò ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå ñ ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî è ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fP (α) = λ̃∗(s, α)φ̃(δ̃∗(s, α)).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å ïîäïîñëåäîâàòëíèÿò ïðåîáðàçóâàòåë TP =< Σ×(Σ∪
{ω})∗, Q, s, δ̃, λ̃, φ̃ > ðàçïîçíàâà òî÷íî ôóíêöèÿòà fP .

Ùå îòáåëåæèì, ÷å âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà ïðåäñòàâåíèÿ àë-
ãîðèòúì å O(|T |), òîåñò ëèíåéíî ïî áðîÿ íà âúðõîâåòå íà äúðâîòî
T . Äåéñòâèòåëíî, âñåêè âðúõ íà T ïîïàäà òî÷íî âåäíúæ â íÿêîå îò
ìíîæåñòâàòà Li è çà âñåêè âðúõ íà T èçâúðøâàìå O(|Σ|) îïåðàöèè ïî
íàñî÷âàíå íà ïðåõîäèòå è ïî îïðåäåëÿíå íà ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå.
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Âñÿêà îò ïúðâèòå ñå èçïúëíÿâà çà êîíñòàíòíî âðåìå. Âòîðàòà îïåðà-
öèÿ å ïî-òðóäîåìêà, çàùîòî èçèñêâà êîíêàòåíàöèÿ íà äâå äóìè. Íèå
îáà÷å, ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïîäõîäà íà Ìèõîâ è Schulz [SM06], êî-
èòî èçïîëçâàò äúðâîâèäíî ïðåäñòàâÿíå íà òàçè êîíêàòåíàöèÿ. Âñÿêà
ñòîéíîñò íà λ ôóíêöèÿòà ñå ïðåäñòàâÿ ñ äâà óêàçàòåëÿ. Àêî λ(q, a)
å ïîëó÷åíà ïðè êîíêàòåíàöèÿòà íà γβ ïðàâèì ñëåäíîòî. Àêî è äâåòå
äóìè γ è β ñà íåïðàçíè, ïîñòàâÿìå äâàòà óêàçàòåëÿ íà λ(q, a) êúì êî-
ðåíèòå íà äúðâåòàòà, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò β è γ. Àêî òî÷íî åäíà îò
äâåòå äóìè å ïðàçíàòà, óòúæäåñòâÿâàìå ïúðâèÿò óêàçàòåë íà λ(q, a)
ñ íåïðàçíàòà äóìà, à âòîðèÿ íóëèðàìå. Â ñëó÷àé, ÷å è äâåòå äóìè ñà
ïðàçíè � λ(q, a) ñúùî å ïðàçíàòà äóìà. Òîãàâà è äâàòà óêàçàòåëÿ ñå
íóëèðàò. ßñíî å, ÷å ïî òîçè íà÷èí âñÿêà äóìà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî äâî-
è÷íî äúðâî, âñåêè âðúõ íà êîåòî ñ èçêëþ÷åíèå íà ëèñòàòà èìà òî÷íî
äâà íàñëåäíèêà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å áðîÿò íà âúðõîâåòå ìó å äâà ïúòè
ïîâå÷å îò áðîÿ íà ëèñòàòàòà -1. Ïî ëèñòàòà ìó ñå íàìèðàò áóêâèòå
íà ñúîòâåòíèÿ åòèêåò, òîåñò ïðè îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà ïîëó÷àâàìå
òî÷íî æåëàíàòà ñòîéíîñò íà λ(q, a) áåç òîâà äà âëèÿå íà ñëîæíîñòòà
íà àëãîðèòúìà çà òðàâåðñèðàíå íà ïðåîáðàçóâàòåëÿ.

Êðàéíàòà íè öåë å äà ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâà-
òåë çà ôóíêöèÿòà fP,S. Ôóíêöèÿòà fP ùå áúäå áàçàòà, íà êîÿòî ùå
ñòúïèì. Èäåÿòà å ñåãà äà êîíñòðóèðàìå fS ñúñ ñâîéñòâîòî:

fS ◦ fP = fP,S.

Çàòîâà äåôèíèðàìå fS : (Σ ∪ {ω})∗ → (Σ ∪ {ω})∗ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

fS(ωk) = ωmin(k,1)

fS(α ◦ aωk) =

{
fS(α)aω àêî h(α) ◦ a ∈ Σ∗S

fS(α)aωmin(k,1) èíà÷å.

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å òàêà äåôèíèðàíàòà fS äåéñòâèòåëíî èìà ñâîéñ-
òâîòî:

fS ◦ fP = fP,S,

à ñëåä òîâà ùå ïîñòðîèì è ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà íåÿ.
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Ïúðâî äà ñè ïðèïîìíèì, ÷å:

gP,S(u, ε) =

{
ωu ∈ Σ∗S

ε .

gP,S(u, av) =

{
ωa ◦ gP,S(ua, v) àêî u ∈ Σ∗S èëè av ∈ PΣ∗,

a ◦ gP,S(ua, v) èíà÷å.

Òîãàâà äåôèíèðàõìå fP,S êàòî:

fP,S(v) = gP,S(ε, v).

È òàêà çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 19 Íåêà u ∈ (Σ ∪ {ω})∗ è v ∈ Σ∗ ñà ïðîèçâîëíè äóìè. Òîãàâà:

fS(ufP (v)) =

{
fS(u)ω−1gP,S(h(u), v) àêî gP,S ∈ ω(Σ ∪ {ω})∗ è fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω,

fS(u)gP,S(h(u), v) èíà÷å.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà v.

1. v = ε. Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿ èìàìå, ÷å fP (ε) = ε. Àêî gP,S(h(u), ε) =
ε òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî. Â ïðîòèâåí ñëó÷ìàé èìàìå, ÷å h(u) ∈
Σ∗S. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà fS èìàìå, ÷å fS(u) çàâúðøâà íà
ω è ñëåäîâàòåëíî äåéñòâèòåëíî:

fS(u) = fS(u)ω−1ω = fS(u)ω−1gP,S(h(u), ε).

2. Íåêà ñåãà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ïðîèçâîëíè u′ è v′, çà êîè-
òî |v′| < n. Íåêà u è v = av′ ñà ïðîèçâîëíè êàòî |v| = n. Â
çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè v ∈ PΣ∗ èëè íå èìàìå äâà ñëó÷àÿ.

(à) v ∈ PΣ∗, òîãàâà fP (av′) = ωa ◦ fP (v′) è gP,S(h(u), av′) =
ωa◦gP,S(h(u)a, v′). Ñåãà îò äåôèíèöèÿòà íà fP ïîëó÷àâàìå,
÷å:

fS(u ◦ fP (v)) = fS(uωa ◦ fP (v′)),
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îòêúäåòî êàòî èçïîëçâàìå èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå
çàêëþ÷àâàìå, ÷å:

fS(u◦fP (v)) =





fS(uωa) ◦ ω−1 ◦ gP,S(h(u)a, v′)

àêî fS(uωa) ∈ (Σ∗ ∪ {ω})∗ω è gP,S(h(u)a, v′) ∈ ω(Σ ∪ {ω})∗,

fS(uωa) ◦ gP,S(h(u)a, v′) èíà÷å.

Òúé êàòî a ∈ Σ, îò äåôèíèöèÿòà íà fS ëåñíî ñå âèæäà,
÷å ïúðâèÿò ñëó÷àé å âúçìîæåí ñàìî àêî h(u)a ∈ Σ∗S.
Íî òîãàâà fS(uωa) = fS(uω)aω. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé èìà-
ìå, ÷å h(u)a 6∈ Σ∗S, çàùîòî èíà÷å fS(uωa) çàâúðøâà ñ ω è
gP,S(h(u)a, v′) çàïî÷âà ñ ω. È òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó-
÷àâàìå, ÷å:

fS(u ◦ fP (v)) = fS(uω) ◦ a ◦ gP,S(h(u)a, v′).

Ñåãà îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å:

fS(uω) =

{
fS(u)ω−1ω àêî fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω,

fS(u)ω èíà÷å.

Òîçè ôàêò ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå
äåôèíèöèÿòà íà fS. Âñúùíîñò àêî fS(u) çàâúðøâà ñ ω, òî
fS(uω) = fS(u), äîêàòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé íèòî h(u) ∈ Σ∗S,
íèòî u çàâúðøâà íà ω, îòêúäåòî ñëåäâà è âòîðèÿ ñëó÷àé.
Ñåãà, êàòî áåäèíèì òåçè äâå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fS(ufP (v)) =





fS(u)ω−1ω ◦ a ◦ gP,S(h(u)a, v′),

àêî fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω

fS(u)ω ◦ a ◦ gP,S(h(u)a, v′), èíà÷å.

Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé gP,S(h(u), v) = ωa ◦ gP,S(h(u)a, v′)
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çàïî÷âà ñ ω, òî íåïîñðåäñòâåíî ïîëó÷àâàìå è æåëàíîòî:

fS(ufP (v)) =





fS(u)ω−1gP,S(h(u), v)

àêî gP,S ∈ ω(Σ ∪ {ω})∗ è fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω,

fS(u)gP,S(h(u), v) èíà÷å.

(á) Íåêà ñåãà v 6∈ PΣ∗. Òîãàâà fP (v) = afP (v′). Íåùî ïîâå÷å
â òîçè ñëó÷àé àêî gP,S(h(u), v) çàïî÷âà ñ ω òî h(u) ∈ S,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å fS(u) çàâúðøâà ñ ω. Îòíîâî ïðèëàãàìå
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà v′ è êàêòî è â ïúðâèÿ
ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fS(uafP (v′)) = fS(u)a ◦ gP,S(h(u)a, v′).

Îñòàíà äà ïðèëîæèì íàáëþäåíèåòî, êîåòî îòáåëÿçàõìå ïî-
ðàíî. Èìåííî:

gP,S(h(u), av′) = ωa ◦ gP,S(h(u)a, v′) ⇒ fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω
gP,S(h(u), av′) = a ◦ gP,S(h(u)a, v′), èíà÷å.

Îòòóê ñëåäâà è âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî. Íàèñòèíà àêî:

gP,S(h(u), av′) = ωa ◦ gP,S(h(u)a, v′),

òî fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω è

fS(uafP (v)) = fS(u)ω−1ωagP,S(h(u)a, v) = fS(u)ω−1gP,S(h(u), av′).

Ñ òîâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å íàïðàâåíà, êîåòî ïîêàçâà, ÷å çà âñåêè
äâå äóìè u ∈ (Σ ∪ {ω})∗ è vΣ∗ å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

fS(ufP (v)) =





fS(u)ω−1gP,S(h(u), v)

àêî gP,S ∈ ω(Σ ∪ {ω})∗ è fS(u) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω,

fS(u)gP,S(h(u), v) èíà÷å.
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Ñëåäñòâèå 8 Çà âñÿêî v ∈ Σ∗ å â ñèëà, ÷å:

fS(fP (v)) = fP,S(v).

Íàèñòèíà òúé êàòî fS(ε) = ε íå çàâúðøâà íà ω, òî îò ãîðíîòî
òâúðäåíèå ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fS(fP (v)) = fS(ε ◦ fP (v)) =

fS(ε)gP,S(ε, v) = ε ◦ fP,S(v) = fP,S(v).

Ñåãà ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëåí òðàí-
ñäþñåð çà fS. Òîãàâà èçïîëçâàéêè êîíñòðóêöèÿòà çà êîìïîçèöèÿ íà
äâà ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëÿ è ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðå-
îáðàçóâàòåë çà fP , ùå ìîæåì äà êîíñòðóðèðàìå è ïîäïîñëåäîâàòëåí
ïðåîáðàçóâàòåë çà fS ◦ fP = fP,S.

Êîíñòðóêöèÿòà å ìíîãî ïîäîáíà íà òàçè çà fP , íî òóê òðÿáâà äà
îò÷åòåì è ñïåöèàëíàòà ðîëÿ íà ñèìâîëà ω. Âñúùíîñò òðÿáâà äà ðàçã-
ðàíè÷àâàìå äâàòà ñëó÷àÿ áëîê îò ïðîèçâîëåí áðîé ωk çà k > 0 è áóêâà
îò Σ. Â çàâèñèìîñò îò òåçè äâå ñèòóàöèè ùå èìàìå ïî äâå êîïèÿ íà
âñÿêî ñúñòîÿíèå îò äúðâîòî çà ðå÷íèêà S.

Ïúðâî ùå èçëîæèì àëãîðèòúìà è ñëåä òîâà ùå äîêàæåì íåãîâàòà
êîðåêòíîñò.

T =< Σ, Q, s, δ, F > -trie çà ðå÷íèêà S
Qi = {(q, i) | q ∈ Q}, i = 1, 2.
A =< Σ ∪ {ω} × (Σ ∪ {ω})∗, Q1∪Q2, (s, 1), δ̃, λ̃, φ̃ >
- ïðåîáðàçóâàòåëÿò, êîéòî ùå ñòðîèì.

for ∀ q ∈ Q do
δ̃((q, i), ω) ← (q, 2)

φ̃((q, i)) ← ε

λ̃((q, 2), ω) ← ε
if (q ∈ F )

λ̃((q, 1), ω) ← ε
else

λ̃((q, 1), ω) ← ω
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done

L1 ← ∅
for ∀ a ∈ Σ do

if (¬ !δ(s, a) )

δ̃((s, j), a) ← (s, 1), j = 1, 2

λ̃((s, j), a) ← a
else

p ← δ(s, a)

δ̃((s, j), a) ← p, j = 1, 2
if (p ∈ F )

λ̃((s, j), a) ← aω, j = 1, 2
else

λ̃((s, j), a) ← a, j = 1, 2
L1 ← L1 ∪ {(p, s)}

done

i ← 1
while (Li 6= ∅)do

Li+1 ← ∅
for ∀ (p, q) ∈ Li do

if (p ∈ F ) or (λ̃((q, 1), ω) = ε)

λ̃((p, 1), ω) ← ε
else

λ̃((p, 1), ω) ← ω
for ∀ a ∈ Σ do

if (¬ !δ(p, a))

δ̃((p, j), a) ← δ̃((q, j), a), j = 1, 2

λ̃((p, j), a) ← λ̃((q, j), a), j = 1, 2
else

p′ ← δ(p, a)

δ̃((p, j), a) ← p′, j = 1, 2

if (p′ ∈ F ) or (λ̃((q, 1), a) = aω)

λ̃((p, j), a) ← aω, j = 1, 2
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else
λ̃((p, j), a) ← a, j = 1, 2

Li+1 ← Li+1 ∪ {(p′, δ̃(q, a))}
done

done
i ← i + 1

done

Òâúðäåíèå 18 Íåêà çà íÿêîå i

Li = {(p, fail(p)) | |α(p)| = i}

è íåêà çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σ, çà êîèòî |α(q)| < i å â ñèëà, ÷å:

λ̃((q, 1), ω) = ω ⇔ fS(α(q)) íå çàâúðøâà ñ ω,

λ̃((q, 1), ω) = ε ⇔ fS(α(q)) çàâúðøâà ñ ω,

λ̃((q, j), a) = fS(α(q))−1fS(α(q)a),

δ̃((q, j), a) = δ∗(s, β),

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(q), çà êîÿòî !δ∗(s, β). Òîãàâà
ñëåä êîíñòðóèðàíåòî íà Li+1 å â ñèëà, ÷å:

1. Li+1 = {(p, fail(p)) |α(p) = i + 1}.
2. Çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σ, çà êîèòî |α(q)| < i + 1 å â ñèëà, ÷å:

λ̃((q, 1), ω) = ω ⇔ fS(α(q)) íå çàâúðøâà ñ ω,

λ̃((q, 1), ω) = ε ⇔ fS(α(q)) çàâúðøâà ñ ω,

λ̃((q, j), a) = fS(α(q))−1fS(α(q)a),

δ̃((q, j), a) = δ∗(s, β),

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(q), çà êîÿòî !δ∗(s, β).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî íà ïúðâàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå-
òî íå ñå ðàçëè÷àâà ïî íèùî îò äîêàçàòåëñòâîòî íà ïúðâàòà ÷àñò íà
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òâúðäåíèå 16. Çàòîâà ïðèñòúïâàìå íàïðàâî êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà
âòîðàòà ÷àñò.

Íåêà p ∈ Q è |α(p)| = i. Òîãàâà ïî óñëîâèå (p, fail(p)) ∈ Li.
Äà ðàçãëåäàìå ìîìåíòà, â êîéòî àëãîðèòúìúò ðàçãëåæäà äâîéêàòà
(p, fail(p)). Òîãàâà fS(α(p)) çàâúðøâà ñ ω, òî÷íî êîãàòî α(p) ∈ Σ∗S,
òîåñò èëè êîãàòî α(p) ∈ S èëè êîãàòî ñúùåñòâóâà ñîáñòâåíà íàñòàâêà
β íà α(p), çà êîÿòî β ∈ S. Òîãàâà îáà÷å !δ∗(s, β), îòêúäåòî ïîëó÷à-
âàìå, ÷å β å íàñòàâêà è íà tail(α(p)) = α(fail(p)). Òîåñò fS(α(p))
çàâúðøâà ñ ω òî÷íî êîãàòî α(p) ∈ S, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å p ∈ F , èëè,
êîãàòî fS(α(fail(p))) çàâúðøâà íà ω. Ñåãà ïîñòàâÿéêè â êîíòðà ïî-
çèöèÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fS(α(p)) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω ⇔ p ∈ F èëè fS(α(fail(p))) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω,

íî ñïîðåä äàäåíîòî, òúé êàòî |α(fail(p))| < i, ïîñëåäíîòî å åêâèâà-
ëåíòíî íà:

fS(α(p)) ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω ⇔ p ∈ F èëè λ̃((fail(p), 1), ω) = ε,

òî÷íî ïðîâåðêàòà, êîÿòî èçâúðøâà è àëãîðèòúìúò ïðåäè äà îïðåäåëè
äàëè λ̃((p, 1), ω) = ε èëè λ̃((p, 1), ω) = ω.

Íåêà ñåãà a ∈ Σ òîãàâà, ðàçñúæäàâàéêè êàêòî ïðè äîêàçàòåëñò-
âîòî íà òâúðäåíèå 16, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íàé äúëãàòà íàñòàâêà β íà
α(p)a å èëè α(p)a, èëè íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(fail(p))a. Â ïúðâèÿ
ñëó÷àé èìàìå, ÷å:

δ∗(s, β) = δ(δ∗(s, α(p)), a) = δ(p, a).

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å íàèñòèíà δ̃((p, j), a) = (δ(p, a), 1) = (δ∗(s, β), 1).
Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî δ∗(s, α(p)a) íå å äåôèíèðàíà, òî íå
å äåôèíèðàíà è δ(p, a). Òîãàâà àëãîðèòúìúò îïðåäåëÿ δ̃((p, j), a) =

δ̃((fail(p), 1), a) = (δ∗(s, β), 1) ñïîðåä ïðåäïîëîæåíèåòî çà fail(p), çà-
ùîòî |α(fail(p))| < i.

Íàêðàÿ ùå ïîêàæåì, ÷å å â ñèëà è ðàâåíñòâîòî:

λ̃((p, j), a) = fS(α(p))−1fS(α(p)a).
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Íàèñòèíà ïî îïðåäåëåíèå:

fS(α(p)a) =

{
fS(α(p))a àêî α(p)a 6∈ Σ∗S

fS(α(p))aω èíà÷å.

Êàêòî è ïî ãîðå α(p)a ∈ Σ∗S òî÷íî êîãàòî α(p)a ∈ S, òîåñò δ(p, a) ∈
F , èëè α(fail(p))a ∈ Σ∗S. Àëãîðèòúìúò ðàçãëåæäà ïúðâèÿ ñëó÷àé è
àêî òîé å íàëèöå, òî ïðàâèëíî ïîñòàâÿ λ̃((p, j), a) = aω. Â ïðîòèâåí
ñëó÷àé àëãîðèòúìúò ïðîâåðÿâà äàëè λ̃(fail(p), 1), a) = aω. Ñïîðåä
ïðåäïîëîæåíèåòî íà òâúðäåíèåòî èìàìå, ÷å:

λ̃((fail(p), 1), a) = fS(α(fail(p)))−1fS(α(fail(p))a),

êîåòî å òî÷íî fS(α(p))−1fS(α(p)a), êîãàòî α(p)a 6∈ S. Îòòóê ñëåäâà,
÷å:

λ̃((p, j), a) = fS(α(p))−1fS(α(p)a).

Ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.
Êàêòî ïðè ïðåîáðàçóâàòåëÿ çà ïðåäñòàâêèòå, òàêà è òóê, ëåñíî

ñå âèæäà, ÷å ïðåäïîñòàâêèòå íà òâúðäåíèå 18 ñà èçïúëíåíè çà L1

âåäíàãà ñëåä èíèöèàëèçèðàùèÿ öèêúë. Ñåãà ñ èíäóêöèÿ ïî i è ïðè-
ëàãàíå íà òâúðäåíèå 18 âèæäàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å íàëèöå è çà l =
max{|u| |u ∈ S}+ 1, òîåñò:

Ll = {(p, fail(p)) | |α(p)| = l}

è ñúîòâåòíî çà âñÿêî i < l è çà âñÿêî q ∈ Q, çà êîåòî |α(q)| < l è çà
âñÿêî a ∈ Σ:

δ̃((q, j), a) = δ∗(s, β) çà j = 1, 2

λ̃((q, j), a) = fS(α(q))−1fS(α(q)a) çà j = 1, 2,

êúäåòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà α(p)a, çà êîÿòî !δ∗(s, β). Íàêðàÿ
ïîëó÷àâàìå è, ÷å:

λ̃((q, 1), ω) =

{
ω àêî fS(α(p)) 6∈ Σ∗S

ε èíà÷å.
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Îò äåôèíèöèÿòà íà l îáà÷å èìàìå, ÷å íå ñúùåñòâóâàò äóìè â S ñ äúë-
æèíà ïî-ãîëÿìà îò l−1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Ll = ∅, òîåñò àëãîðèòúìúò
ñïèðà. Ïîðàäè ñúùàòà ïðè÷èíà îñòàíàëèòå òâúðäåíèÿ âñúùíîñò îá-
õâàùàò âñè÷êè ñúñòîÿíèÿ q ∈ Q, çàùîòî çà âñÿêî q ∈ Q å â ñèëà, ÷å
|α(q)| < l.

Ñåãà ùå äîêàæåì è êîðåêòíîñò íà àëãîðèòúìà:

Òâúðäåíèå 19 Íåêà α ∈ (Σ∪{ω})∗ è íåêà β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà
íà h(α), çà êîÿòî !δ∗(s, β). Òîãàâà:

1. àêî α ∈ (Σ ∪ {ω})∗Σ+{ε}, òî

δ̃((s, 1), α) = (δ∗(s, β), 1).

2. àêî α ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω, òî

δ̃((s, 1), α) = (δ∗(s, β), 2).

3. λ∗((s, 1), α) = fS(α).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà
α. Ïðè α = ε òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.

Íåêà òâúðäåíèÿòà 1-3 ñà èçïúëíåíè çà âñÿêà äóìà ñ äúëæèíà íå-
íàäìèíàâàùà n è α = α′ ◦ a å äóìà ñ äúëæèíà n + 1. Íåêà β′ å
íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà h(α′), çà êîÿòî !δ∗(s, β′).

1. a = ω. Òîãàâà β = β′. Àêî α′ 6∈ (Σ∪{ω})∗ω, òî îò èíäóêöèîííàòà
õèïîòåçà èìàìå, ÷å:

δ̃((s, 1), α′) = (δ∗(s, β′), 1) = (p, 1).

Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà δ̃ èìàìå, ÷å δ̃((p, 1), ω) = (p, 2). Òîâà
ïîêàçâà, ÷å

δ̃((s, 1), α′ω) = (p, 2),

òî÷íî óñëîâèå 2 îò òâúðäåíèåòî. Àêî ïúê α′ ∈ (Σ∗ ∪ {ω})∗ω, òî
îòíîâî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå:

δ̃((s, 1), α′) = (δ∗(s, β′), 1) = (p, 2).
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Ñåãà îòíîâî îò äåôèíèöèÿòà íà δ̃, δ̃((p, 2), ω) = (p, 2). Ñåãà, êàòî
çàìåñòèì, ïîëó÷àâàìå, ÷å:

δ̃((s, 1), α′a) = δ̃((δ∗(s, β′), 1), a) = (p, 2).

Íî îò òâúðäåíèå 18 çíàåì, ÷å λ̃((p, 1), ω) = ω ñàìî àêî β ∈ Σ∗S.
Òúé êàòî β å íàé-äúëãàòà íàñòàâêà íà h(α), çà êîÿòîδ∗(s, β), òî
h(α) ∈ Σ∗S å åêâèâàëåíòíî íà β ∈ Σ∗S. Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

fS(α′ω) = fS(α′)ω ⇔ fS(β′ω) = fS(β′)ω.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî α′ 6∈ (Σ ∪ {ω})∗ω, òî:
fS(α′)−1fS(α) = λ̃((p, 1), ω),

îòêúäåòî çàåäíî ñ èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àâàìå,
÷å:

fS(α) = fS(α′)λ̃((p, 1), ω) =

λ̃∗((s, 1), α′) ◦ λ̃((δ̃∗((s, 1), α′)), ω) =

λ̃∗((s, 1), α).

Àêî ïúê α′ ∈ (Σ ∪ {ω})∗ω, òî ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å:

fS(α) = fS(α′).

Íî òîãàâà è λ̃((p, 2), ω) = ε, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å

λ̃∗((s, 1), α′ω) = λ̃∗((s, 1), α′) ◦ λ̃((p, 2), ω) =

λ̃∗((s, 1), α′) = fS(α′) = fS(α).

Ñ òîâà òîçè ñëó÷àé å èç÷åðïàí. Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå è ñëó÷àÿ,
êîãàòî a ∈ Σ.

2. a ∈ Σ. Òîãàâà α ∈ (Σ∪{ω})∗Σ+ è ñëåäîâàòåëíî β å íàé-äúëãàòà
íàñòàâêà íà β′a, çà êîÿòî !δ∗(s, β′). Îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà
èìàìå, ÷å:

δ̃((s, 1), α′) = (δ∗(s, β), j) = (p, j)
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çà j = 1 èëè j = 2. Íî îò ñâîéñòâàòà íà δ̃ èìàìe, ÷å δ̃((p, j), a) =
(q, 1), êúäåòî q = δ∗(s, β). Òîâà ïîêàçâà ïúðâàòà ÷àñò íà òâúð-
äåíèåòî. Âòîðàòà ñúùî ñëåäâà ëåñíî. Èìåííî:

fS(α′)−1fS(α′a) = a ⇔ fS(β′)−1fS(β′a) = a è
fS(α′)−1fS(α′a) = aω ⇔ fS(β′)−1fS(β′a) = aω.

Íî îò òâúðäåíèå 18, òúé êàòî |β′| < l ñëåäâà, ÷å:

λ̃((p, j), a) = fS(β′)−1fS(β′a).

Òîãàâà äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå, ÷å:

fS(α) = fS(α′)λ̃((p, j), a) = λ̃∗((s, 1), α′)◦λ̃∗(δ̃∗((s, 1), α′), a) = λ̃((s, 1), α).

Ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî, à ñ òîâà è êîðåêòíîñòòà íà àëãîðè-
òúìà, çàùîòî φ((p, j)) = ε, çà âñÿêî ñúñòîÿíèå íà ïðåîáðàçóâàòåëÿ.

Ñ òîâà ïîñòðîèõìå è ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà fS, à
êàêòî âèäÿõìå, ïðè êîìïîçèöèÿòà íà fS ◦ fP ïîëó÷àâàìå è ïîäïîñëå-
äîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà fP,S. Òîåñò ñ òîâà ïîêàçàõìå è àëãîðèò-
ìè÷íî êàê äà ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà fP,S.

7.2 Àëãîðèòúì çà åôåêòèâíî ïðåñìÿòàíå íà ôóíê-
öèèòå walkP , printP , restP , walkQ, printQ è outputQ

7.2.1 Ôóíêöèèòå walkP , printP è restP

Öåëòà íè â òàçè ÷àñò å äà îïèøåì àëãîðèòìè, êîèòî åôåêòèâíî äà
ïðåñìÿòàò ôóíêöèèòå walkP , printP , restP è ñúîòâåòíî walkQ, ouputQ,
printQ, äåôèíèðàíè â ÷àñòòà çà êîìïîçèöèÿ íà ïîäïîñëåäîâàòåëåí
ïðåîáðàçóâàòåë ñ FIFO-òðàíñäþñåð.

Ïúðâî ùå ïðèïîìíèì òÿõíàòà äåôèíèöèÿ.

walkP : P × Σ∗ → P ∪Q

walkP (p, ε) = p

walkP (p, a ◦ α) =

{
∆(p, a) àêî ∆(p, a) ∈ Q

walkP (∆(p, a), α) èíà÷å.
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Ñúîòâåòíî:

restP : P × Σ∗ → Σ∗

restP (p, ε) = ε

restP (p, a ◦ α) =

{
α àêî ∆(p, a) ∈ Q

restP (∆(p, a), α) èíà÷å.
è íàêðàÿ:

printP : P × Σ∗ → Γ∗

printP (p, ε) = ε

printP (p, a ◦ α) =

{
λ(p, a) àêî ∆(p, a) ∈ Q

λ(p, a) ◦ printP (∆(p, a), α) èíà÷å.

Òóê ∆ è λ ñà äàäåíè ôóíêöèè - êîèòî ñà ÷àñò îò FIFO-òðàíñäþñåðà.
Çàòîâà ñ÷èòàìå, ÷å îáðúùåíèÿòà çà òÿõ ìîãàò äà áúäàò èçâúðøåíè
çà êîíñòàíòíî âðåìå.

Âñúùíîñò ïðîáëåìúò å äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòèòå íà òåçè ôóíê-
öèè çà âñÿêî p ∈ P è âñÿêà äóìà îò ðå÷íèê D(= Out(λ′)) - â íàøèÿ
ñëó÷àé òîâà áåøå îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå íà ïðåõîäèòå
íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ òðàíñäþñåð.

Òúé êàòî ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ïî-âíèìàòåëíî àëãîðèòúì, ñâúð-
çàí ñ ïðåñìÿòàíåòî íà òåçè òðè ôóíêöèè, äåôèíèöèÿòà íà îñòàíàëè-
òå çà ìîìåíòà ùå îòëîæèì. Ùå îòáåëåæèì îáà÷å, ÷å ïàðàìåòðèòå, îò
êîèòî çàâèñÿò íà walkQ, ouputQ è printQ ñå îïðåäåëÿò êàòî:

Λ = {restP (pk, αk),
∏k

i=1 printP (pi, αi)) |α0 ∈ D, pi ∈ P

αi+1 = restP (pi, αi)}
Åäèíñòâåíîòî, êîåòî ìîæåì äà êàæåì îò òàçè äåôèíèöèÿ å, ÷å restP (pi, αi)
ñà íàñòàâêè íà íÿêîÿ äóìà îò D. Íèå ùå òðÿáâà äà íàìåðèì è ìíî-
æåñòâîòî Λ, çàòîâà íå ìîæåì äà ñå îãðàíè÷èì ïðîñòî äà íàìåðèì
ñòîéíîñòèòå íà walkP , printP , restP âúðõó ìíîæåñòâîòî D, à ùå íè
òðÿáâàò òåõíèòå ñòîéíîñòè âúðõó ìíîæåñòâîòî:

Suf(D) = {y | ∃xxy ∈ D}.
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Ðàçáèðà ñå ìîæåì äà ïðèëîæèì äèðåêòíî äåôèíèöèÿòà íà òðèòå
ôóíêöèèè çà âñÿêà íàñòàâêà íà âñÿêà äóìà îò D, íî òîâà ùå äî-
âåäå äî ìíîæåñòâî èç÷èñëåíèÿ, êîèòî ùå áúäàò ïðàâåíè ïî ïîâå÷å
îò âåäíúæ. Òóê ùå îáÿñíèì êàê ìîæåì äà ñå ñïðàâèì ñ òîçè ïðîá-
ëåì. Èäåÿòà å ïîäîáíà íà òàçè íà Breslauer,[Bre96]. Êàêòî â [Bre96]
ïîñòðîÿâàìå äúðâî(trie) çà îáúðíàòèòå äóìè îò D - T (D). Òîâà ùå
íè ïîìîãíå äà ïðåäñòàâèì ïî åôåêòèâíî íàñòàâêèòå íà äóìèòå â D,
êàòî íà âñÿêà òàêàâà íàñòàâêà ùå é ñúîòâåòñòâà åäíîçíà÷íî âðúõ îò
äúðâîòî. Ñëåä òîâà ùå ïðèëîæèì ñõåìàòà íà äèíàìè÷íîòî ïðîãðà-
ìèðàíå.

Ñåãà ùå ôîðìàëèçèðàìå òàçè èäåÿ. Íåêà çà âñåêè âðúõ v ∈ T (D)
ñ ρ(v) îçíà÷èì åòèêåòúò íà ïúòÿ îò âúðõà v äî êîðåíà íà äúðâîòî
T (D). Òîâà, êîåòî èñêàìå äà íàïðàâèì å äà íàìåðèì:

walkP (p, ρ(v))

printP (p, ρ(v))

restP (p, ro(v)).

Îò äåôèíèöèÿòà íà T (D) å ÿñíî, ÷å àêî u 6= v, òî è ρ(u) 6= ρ(v).
Îñâåí òîâà çà âñÿêà äóìà α ∈ Suf(D) ñúùåñòâóâà âðúõ â T (D) ñúñ
ñâîéñòâîòî, ÷å ρ(v) = α. Òîâà ïîêàçâà, ÷å áðîÿò íà âúðõîâåòå â äúð-
âîòî T (D) å òî÷íî ðàâåí íà áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå íàñòàâêè íà äóìè
îò D. Ñåãà æåëàíèòå îò íàñ ñòîéíîñòè ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè
÷ðåç îáõîæäàíå â øèðî÷èíà íà äúðâîòî T (D), êàòî çà âñåêè âúçåë
v ∈ T (D) íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå:

walkP (p, ρ(v))

printP (p, ρ(v))

restP (p, ρ(v))

çà âñÿêî p ∈ P . Ïîðàäè åñòåñòâåíèÿ èçîìîðôèçúì, êîéòî ñúùåñòâóâà
ìåæäó âúðõîâåòå íà T (D) è íàñòàâêèòå íà D ìîæåì äà ñè ìèñëèì,
÷å restP (p, ρ(v)) ∈ T (D). Ïîðàäè ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ ìîæåì äà ñè
ìèñëèì, ÷å âòîðèÿò àðãóìåíò íà walkP , printP è restP å âðúõ íà
äúðâîòî T (D).

Ñåãà àëãîðèòúìúò ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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T (D) - äúðâîòî çà îáúðíàòèòå äóìè îò D

r - êîðåíúò íà T (D)

δ - ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå íà T (D)

parent(u) - ïðåäøåñòâåíèêúò íà u - ïî ïúòÿ ìó
êúì r â T (D)

label(u, v) - åòèêåòúò ïî äúãàòà (u, v) â T (D)

for v ∈ T (D) do
for p ∈ P do

walkP (p, v) ← undef
print_P (p, v) ← undef
rest_P (p, v) ← undef

done
done

L_1 ← ∅
for p ∈ P do

walkP (p, r) ← p
printP (p, r) ← ε
restP (p, r) ← r
for ∀ a ∈ Σ do

if (!δ(r, a))
L1 ← L1 ∪ {δ(r, a)}

done
done

i ← 1
while (Li 6= ∅) do

Li+1 ← ∅
for ∀ u ∈ Li do

father ← parent(u)
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a ← label(father, u)
for ∀ p ∈ P do

if (!∆(p, a))
q ← ∆(p, a)

if (q ∈ Q)
walkP (p, u) ← q
printP (p, u) ← λ(p, a)
restP (p, u) ← father

else
walkP (p, u) ← walkP (q, v)
printP (p, u) ← λ(p, a) ◦ print(q, father)
restP (p, u) ← restP (q, father)

done
for a ∈ Σ do

if (!δ(u, a))
Li+1 ← Li+1 ∪ {δ(u, a)}

done
done
i ← i + 1

done

Êîðåêòíîñòòà íà àëãîðèòúìà ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöÿòà íà ôóí-
êöèèòå è ïðåäñòàâÿíåòî íà íàñòàâêèòå íà D. Îñâåí òîâà çà âñåêè
âðúõ v íà T (D) ïðåñìÿòàìå |P | íà áðîé ñòîéíîñòè, âñÿêà îò êîèòî
èçèñêâà êîíñòàíòíî âðåìå - èçïîëçâàìå, ÷å ñòîéíîñòèòå çà ïðåäøåñ-
òâåíèêà parent(v) íà v âñè÷êè ñòîéíîñòè ñà âå÷å ïðåñìåòíàòè è, ÷å
ρ(v) = label(parent(v), v) ◦ ρ(parent(v)). Îñâåí òîâà âñåêè âðúõ ïî-
ïàäà òî÷íî âåäíúæ â íÿêîé îò ñïèñúöèòå Li, çàùîòî èìà åäèíñòâåí
ïðåäøåñòâåíèê, êîéòî ìîæå äà ãî äîáàâè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âðåìå-
òî íåîáõîäèìî çà èçïúëíåíèåòî íà àëãîðèòúìà å O(|P ||T (D)|. Ñåãà
îáà÷å |T (D)| å òî÷íî áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå íàñòàâêè â D, è òúé êàòî
òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì |P ||T (D)| ñòîéíîñòè, òî òîâà âðåìå å îïòèìàë-
íî. Òóê îòíîâî ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðîáëåìúò ñ êîíêàòåíàöèÿòà ìîæå
äà áúäå ðåøåíà ñ ïîäõîäà, êîéòî èçïîëçâàò Ìèõîâ è Schulz [SM06],
òîåñò âðåìåòî çà êîíêàòåíåöèÿ íå çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà äóìèòå è
å O(1).
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Ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å âðåìåòî çà êîíñòðóèðàíåòî íà T (D) å ïðî-
ïîðöèîíàëíî íà

∑
α∈D |α|. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âðåìåòî çà èçïúëíåíèå

íà öåëèÿ àëãîðåòúì å:

O(
∑
α∈D

|α|+ |P ||Suf(D)|).

7.2.2 Ôóíêöèèòå walkQ, ouputQ è printQ

Ïúðâîòî íåùî, êîåòî ùå íàïðàâèì å äà ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâîòî Λ.
Òîâà ùå íàïðàâèì â òåðìèíèòå íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîáðàçóâàòå-
ëè, âúïðåêè ÷å òîâà íå å ñúâñåì òî÷íî. Íèå íÿìà äà èìàìå åäèíñò-
âåíî íà÷àëíî ñúñòîÿíèå, íî âúïðåêè òîâà îò âñåêè âðúõ ùå èçëèçà
åäèíñòâåíà äúãà ñúñ ñúîòâåòåí ñèìâîë îò âõîäíàòà àçáóêà. Òúé êàòî
íèå íÿìà äà ãî èçïîëçâàìå êàòî ðàçïîçíàâàòåë, òîâà íÿìà äà èãðàå
ñúùåñòâåíà ðîëÿ.

Èäåÿòà å ñúñòîÿíèÿòà íà íàøèÿ àâòîìàò A äà ñúîòâåòñòâàò íà
îíåçè íàñòàâêè îò D, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè èòåðàöèÿ íà ôóíêöèÿòà
restP (p, α) çàïî÷âàéêè îò íÿêîÿ äóìà α ∈ D, à äóìèòå

∏k
i=1 printP (pi, αi)

äà ñå ïîëó÷àâàò êàòî äóìè ïðî÷åòåíè ïî èçõîäíàòà ëåíòà, äîñòèãàéêè
äî ñúñòîÿíèåòî rest(pk, αk). Òîâà íè ïîäñåùà äà äåôèíèðàìå àâòîìà-
òà:

A =< P, T (D), F (T (D)), δA, λA >,

êúäåòî P å âõîäíàòà àçáóêà, F (T (D)) ñà ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ â T (D)
- òîåñò îíåçè ñúñòîÿíèÿ v, çà êîèòî ρ(v) ∈ D, à ôóíêöèèòå δA è λA ñå
äåôèíèðàò êàòî:

δA(v, p) = restP (p, v)

λA(v, p) = printP (p, v).

Ïðè òàçè äåôèíèöèÿ íèå èñêàìå äà ðàçãëåæäàìå ñàìî äîñòèæèìèòå
îò F (T (D)) ñúñòîÿíèÿ. Òîâà ìîæåì äà íàïðàâèì ñ òúðñåíå â øèðî-
÷èíà. È òàêà íåêà â ðåçóëòàò ñìå ïîëó÷èëè àâòîìàòà:

AR =< P,R(D), F (T (D)), δA, λA >,
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êúäåòî R(D) ñà äîñòèæèìèòå îò F (T (D)) âúðõîâå â A, à δA è λA ñà
ñúîòâåòíèòå ðåñòðèêöèè íà äâåòå èçõîäíè ôóíêöèè âúðõó ìíîæåñò-
âîòî R(D).

Ñåãà çíàåì ñëåäíîòî:

(ρ(v), γ) ∈ Λ ⇔ ∃u ∈ F (T (D)) è π ∈ P ∗ :

δ∗A(u, π) = v

λ∗A(u, π) = γ

Òîçè ôàêò å î÷åâèäåí çà R(D), à ñëåä òîâà ëåñíî ñå ðàçïðîñòðàíÿâà ñ
èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ïðèëàãàíèÿòà íà restP âúðõó âñè÷êè ñúñòîÿíèÿ
îò R(D) è ñúîòâåòíî äâîéêè äóìè îò Λ.

Ïðåäè äà âèäèì êàê ùå èçïîëçâàìå àâòîìàòà AR äà ñè ïðèïîìíèì
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äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèèòå walkQ, ouputQ è printQ.

walkQ : Q× Σ∗ × Γ∗ → P ∪Q

walkQ(q, α, ε) = q

walkQ(q, α, b) =





d(q, b, 0) àêî d(q, b, 0) ∈ Q

walkP (d(q, b, 0), α) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

walkQ(q′, α′, γ′) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 0), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 0), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 0), α)

walkQ(q, α, bγ) =





walkQ(d(q, b, 1), α, γ) àêî d(q, b, 1) ∈ Q

walkP (d(q, b, 1), α) àêî d(q, b, 1) ∈ P è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

walkQ(q′, α′, γγ′) àêî d(q, b, 1) ∈ P è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 1), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 1), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 1), α)
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Ñúòîâåòíî ôóíêöèÿòà ouputQ ñå çàäàâà êàòî:

ouputQ : Q× Σ∗Γ∗ → Ω∗

ouputQ(q, α, ε) = ε

ouputQ(q, α, b) =





out(q, b, 0) àêî d(q, b, 0) ∈ Q

out(q, b, 0) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

out(q, b, 0) ◦ ouputQ(q′, α′, γ′) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 0), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 0), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 0), α)

ouputQ(q, α, bγ) =





out(q, b, 1) ◦ ouputQ(d(q, b, 1), α, γ) àêî d(q, b, 1) ∈ Q

out(q, b, 1) àêî d(q, b, 1) ∈ P è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

out(q, b, 1) ◦ ouputQ(q′, α′, γγ′) àêî d(q, b, 1) ∈ P è
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 1), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 1), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 1), α)
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Íàêðàÿ ôóíêöèÿòà printQ å äåôèíèðàíà êàòî:

printQ : Q× Σ∗Γ∗ → Γ∗

printQ(q, α, ε) = ε

printQ(q, α, b) =





ε àêî d(q, b, 0) ∈ Q

printP ((q, b, 0), α) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ P

printQ(q′, α′, γ′) àêî d(q, b, 0) ∈ P è
walkP (d(q, b, 0), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 0), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 0), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 0), α)

printQ(q, α, bγ) =





printQ(d(q, b, 1), α, γ) àêî d(q, b, 1) ∈ Q

γ ◦ printP (d(q, b, 1), α) àêî d(q, b, 1) ∈ Pè
walkP (d(q, b, 1), α) ∈ P

printQ(q′, α′, γγ′) àêî d(q, b, 1) ∈ P è walkP (d(q, b, 1), α) ∈ Q,

êúäåòî q′ = walkP (d(q, b, 1), α),

α′ = restP (walkP (d(q, b, 1), α)),

γ′ = printP (d(q, b, 1), α)

Ïúðâî ùå ïîêàæåì àíàëîãèÿòà, êîÿòî ìîæåì äà íàïðàâèì ìåæ-
äó òåçè òðè ôóíêöèè è walkP , printP è restP , ñúîòâåòíî. Äà ðàçã-
ëåäàìå òðîéêàòà (q, α, γ), êúäåòî ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å α = ρ(v),
v ∈ R(D), à γ = b0b1 . . . bn êàòî íà äâîéêàòà (q, v) è äóìàòà γ̃ =
(b0, 1)(b1, 1) . . . (bn−1, 1)(bn, 0). Âñÿêà áóêâà bi íà γ ñå çàìåíÿ ñ (bi, 1) ñ
èçêëþ÷åíèå íà ïîñëåäíàòà, êîÿòî ñå çàìåíÿ ñ (bn, 0). Äà ïîãëåäíåì íà
äâîéêàòà (q, v) êàòî íà "ñúñòîÿíèå". Òîãàâà ôóíêöèèòå walkQ, ouputQ
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è printQ íàïîìíÿò íà ôóíêöèèòå walkP , printP è restP . Èìåííî, íà-
ìèðàéêè ñå â äàäåíî ñúñòîÿíèå (q, v) è áóêâà (b, j) çíàåì òî÷íî â êîå
ñúñòîÿíèå (q′, v′) äà ïðåìèíåì. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî d(q, b, j) ∈ Q òîâà å
(d(q, b, j), v) èíà÷å òîâà å (walkP (d(q, b, j), v), restP (d(q, b, j), v)) è äâå-
òå ñòîéíîñòè âå÷å ñà ïðåñìåòíàòè è çàâèñÿò ñàìî ëîêàëíî îò áóêâàòà
(b, j).

Àíàëîãèÿòà ùåøå å äà å ïúëíà è ùÿõìå äà ìîæåì äà ðåøèì ïî
ñúùèÿ íà÷èí òîçè ïðîáëåì, êàêòî ñå ñïðàâèõìå ñ walkP , printP è
restP ñ ïîäõîäà íà Breslauer [Bre96], àêî íå òðÿáâàøå äà äîáàâÿìå
äóìà ñëåä γ. Òîãàâà ãóáèì òàçè ìîíîòîííîñò, ñ êîÿòî ðàçïîëàãàõìå
â ïúðâèÿ ñëó÷àé è áëàãîäåðåíèå, íà êîÿòî óñïÿõìå äà ðåàëèçèðàìå
äèíàìè÷íîòî ïðîãðàìèðàíå.

Âñå ïàê ñ ìàëêè ïðîìåíè ùå óñïååì äà ïðèëîæèì ïîäîáíà ñòðà-
òåãèÿ íà äèíàìè÷íîòî ïðîãðàìèðàíå è â òàçè ñèòóàöèÿ, êàòî ñúùåñ-
òâåíî ùå èçïîëçâàìå, ÷å äóìèòå γ ìîãàò äà ñå êîíêàòåíèðàò ñàìî ñ
äóìè îò âèäà printP (p, v), òîåñò êðàéíî ìíîæåñòâî îò äóìè, êîåòî íèå
çíàåì.

È òàêà êàêòî è â ïúðâàòà ÷àñò, îòíîâî ïðèëàãàìå èäåÿòà îò [Bre96]
è ïúðâî ùå ïîñòðîèì äúðâî çà îáúðíàòèòå äóìè, êîèòî ñà âòîðè
êîìïîíåíòè íà äâîéêà îò Λ. Òîâà ìîæåì äà íàïðàâèì ñ îáõîæäà-
íå â øèðî÷èíà, çàïî÷âàéêè îò âñè÷êè âúðõîâå íà AR è ÷åòåì åòè-
êåòèòå îò v äî F (D(T )) îòçàä íàïðåä. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå
åäíî äúðâî Γ(T ), êîåòî ïðåäñòàâÿ âñè÷êè íàñòàâêè íà äóìè, êîè-
òî ñà âòîðè àðãóìåíòè â Λ. Ñëåä òîâà âñè÷êè åòèêåòè b íà ðåáðî
èçëèçàùî îò êîðåíà íà íà Γ(T ) çàìåíÿìå ñ (b, 0), à âñè÷êè îñòà-
íàëè ñ (b, 1). Òàêà àêî çà íÿêîé âðúõ γ(v) ∈ Γ(T ) ñìå èìàëè, ÷å
ρ(γ(v)) = b0b1 . . . bn ïðåäè ìîäèôèêàöèÿòà, ñëåä íàïðàâåíàòà çàìÿíà
ùå èìàìå, ÷å ρ(γ(v)) = (b0, 1)(b1, 1) . . . (bn−1, 1)(bn, 0), êîåòî ñúîòâåòñò-
âà òî÷íî íà äóìèòå, êîèòî íè èíòåðåñóâàò â ñõåìàòà, êîÿòî îïèñàõìå.

Ñåãà îñíîâíàòà òðóäíîñò, êîÿòî òðÿáâà äà ïðåîäîëååì å çà âñÿêà
íàñòàâêà γ, ïðåäñòàâåíà â Γ(T ) è âñÿêà äóìà printP (p, v) çà v ∈ T (D)
åôåêòèâíî äà îïðåäåëÿìå íàñòàâêàòà γprintP (p, v) àêî òàêàâà ñú-
ùåñòâóâà. Òîâà îçíà÷àâà çà âñåêè âðúõ γ(v) ∈ Γ(T ) è âñÿêà äóìà
{w0, w1, . . . wn} = {printP (p, v) | p ∈ P, v ∈ T (D)} äà ìîæåì äà íàìå-
ðèì âúðõîâå γ(vi) = γ(v) ñúñ ñâîéñòâîòî:
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1. àêî ρ(γ(v)) = (b, 0), òî ρ(γ(v)(i)) = (b, 1)wi, àêî wi 6= ε è ρ(γ(v)) =
(b0) èíà÷å.

2. àêî ρ(γ(v)) = aγ′(b, 0), òî ρ(γ(v, i)) = aγ′(b, 1)wi àêî wi 6= ε è
ρ(γ(v, i)) = aγ′(b, 0) èíà÷å.

È òóê ìîæåì äà èçïîëçâàìå îáõîæäàíå â øèðî÷èíà. Âñúùíîñò
òúé êàòî wi = b

(i)
0 b

(i)
1 . . . b

(i)
ki

ñà äóìè îò åçèêà, êîéòî ðàçãëåæäàìå,
òî â äúðâîòî Γ(T ) - êîåòî ïðåäñòàâÿ îáúðíàòèòå äóìè, çàìåíÿéêè
ïîñëåäíàòà áóêâà b ñ (b, 0), à âñÿêà îò îñòàíàëèòå ñ (b, 1) òî â Γ(T )
ñúùåñòâóâàò âúðõîâå r(0), r(1) . . . r(k) ñúñ ñâîéñòâîòî:

ρ(r(i)) = (b
(i)
0 , 1)(b

(i)
1 , 1) . . . (b

(i)
ki−1, 1)(b

(i)
ki

, 0).

Ñëåä êàòî íàìåðèì âúðõîâåòå ri ìîæåì äà ïðèëîæèì òúðñåíå â øè-
ðî÷èíà. Îò ðàçñúæäåíèåòî ïî ãîðå èìàìå, ÷å àêî father = parent(u),
à (b, j) å åòèêåòúò íà äúãàòà (father, u), òî:

u(i) =

{
δ(father(i), (b, 1)) àêî wi 6= ε

u èíà÷å.

Òàêà ëåñíî ïîëó÷àâàìå àëãîðèòúì, êîéòî çà âñÿêî v íàìèðà v(i),
àêî òå ñúùåñòâóâàò.

Γ(T ) - äúðâîòî äåôèíèðàíî ïî ãîðå

r - êîðåíúò íà Γ(T )

{wi | i = 0 . . . k} = {printP (p, v) | v ∈ R(D)}
δ - ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå â Γ(T )

parent(u)- ïðåäøåñòâåíèêúò íà u â Γ(T ).
label(u, v) - åòèêåòúò íà ðåáðîòî (u, v),

δ(u, (label(u, v))) = v
for i = 0 to k do

w ← wi
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l ← |wi|
p ← r
if (l = 0)

p ← δ(r, (w[l], 0))
while l ≥ 1 do

p ← δ(p, (w[l], 1))
l ← l − 1

done
r[i] ← p

done

L1 ← ∅
for ∀ ∈ Γ do

if (!δ(r, (a, 0)))
L1 ← L1 ∪ {δ(r, (a, 0))}

done

i ← 1 while Li 6= ∅ do
Li+1 ← ∅
for ∀ u ∈ Li do

father ← parent(u)
(b, j) ← label(father, u)
for count = 0 to k do

if (wcount = ε)
u[count] ← u

else
if (!father[count])

u[count] ← δ(father[count], (b, 1))
done
for ∀ a ∈ Γ do

if (!δ(u, (a, 1)))
Li+1 ← Li+1 ∪ {δ(u, (a, 1))}

done
done
i ← i + 1
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done

Êîðåêòíîñòòà íà àëãîðèòúìà ñëåäâà îò ðàçñúæäåíèÿòà ïî ãîðå.
Íåãîâàòà ñëîæíîñò ñúùî ñå èç÷èñëÿâà ëåñíî. Ïîäîáíî íà àëãîðèòúìà
â ïðåäèøíàòà ÷àñò ñå âèæäà, ÷å âðåìåòî çà íåãîâîòà èçïúëíåíèå å
O(k|Γ(T )|+ ∑k

i=0 |wi|).
Ñåãà ìîæåì äà îïèøåì è àëãîðèòúìà è êîéòî ïðåñìÿòà ôóíê-

öèèòå walkQ, ouputQ, printQ. Êàêòî â ïðåäèøíàòà ÷àñò ìîæåì äà
îòúæäåñòâèì âñÿêà äóìà γ = b0b1 . . . bn ∈ Γ∗ ñ âðúõ γ(v) ∈ Γ(T ),
çà êîéòî ρ(γ(v)) = (b0, 1) . . . (bn−1, 1)(bn, 0). Êàêòî è ïðåäè îòúæäåñò-
âÿâàìå íàñòàâêèòå íà D ñ âúðõîâåòå íà T (D). Òîãàâà ìîæåì äà íà-
ìåðèì íà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèèòå walkQ(q, u, v), ouputQ(q, u, v) è
printQ(q, u, v) ðåêóðñèâíî çà âñÿêî q ∈ Q è âñÿêà äâîéêà (u, v), çà
êîÿòî (ρ(u), ρ(v)) ∈ Λ.

Find(q, u, v)
begin

if (marked(q, u, v))
return

marked(q, u, v) ← true
if (v = r)

walkQ(q, u, v) ← q
printQ(q, u, v) ← v
outputQ(q, u, v) ← ε
return

(b, j) ← label(parent(v), v)
q′ ← d(q, b, j)
if (q′ ∈ Q)

Find(q′, u, parent(v))
walkQ(q, u, v) ← walkQ(q′, u, parent(v))
printQ(q, u, v) ← printQ(q′, u, parent(v))
outputQ(q, u, v) ← out(q, b, j) ◦ outputQ(q′, u, v′)

else
p ← walkP (q′, u)
u′ ← restP (q′, u)
w ← printP (q′, u)
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i å òàêîâà, ÷å wi = w

v′ ← v[i]
if (p ∈ P )

walkQ(q, u, v) ← p
outputQ(q, u, v) ← out(q, b, j)
printQ(q, u, v) ← v′

else
Find(p, u′, v′)
walkQ(q, u, v) ← walkQ(p, u′, v′)
outputQ(q, u, v) ← out(q, b, j) ◦ outputQ(p, u′, v′)
restQ(q, u, v) ← restQ(p, u′, v′)

end

Êîðåêòíîñòòà íà ãîðíàòà ïðîöåäóðà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äå-
ôèíèöèÿòà íà ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè çàåäíî ñ ðàçñúæäåíèÿòà íàï-
ðàâåíè ïî ãîðå. Ïúðâîíà÷àëíî èíèöèàëèçèðàìå ìàñèâà marked ñúñ
ñòîéíîñòè false çà âñè÷êè q è ñòîéíîñòè (u, v) ∈ Λ. Ñëåä òîâà ñòàð-
òèðàìå ïðîöåäóðàòà Find(q,u,v) çà âñÿêà òàêàâà òðîéêà. Òúé êàòî
Find(q,u,v) ñå èçïúëíÿâà ñàìî àêî òðîéêàòà å íåìàðêèðàíà, è ñúîò-
âåòíî ìàðêèðà òðîéêàòà, òî Find(q,u,v) èçïúëíÿâà íåïîâå÷å îò âåä-
íúæ íåòðèâèàëíàòà ÷àñò. Íî äåéñòâèÿòà èçâúí ðåêóðñèâíàòà ÷àñò
îòíåìàò êîíñòàíòíî âðåìå, à êàòî èçïîëçâàìå ïîäõîäà íà Ìèõîâ è
Schulz [SM06] êîíêàòåíàöèÿòà çà êîíñòðóèðàíåòî íà ouputQ ñúùî ìî-
æå äà áúäå ðåàëèçèðàíà çà êîíñòàíòíî âðåìå. Òàêà îáùîòî âðåìå çà
èçïúëíåíèå íà àëãîðèòúìà å îãðàíè÷åíî îòãîðå ñ O(|Q||T (D)||Γ(T )|).

7.3 Àëãîðèòúì çà ïîñòðîÿâàíå íà FIFO-òðàíñäþñåð
ïî äàäåíà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ

Ñåãà ùå äàäåì ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúì, êîéòî ïî äàäåíà
Ω-îðëåäåëèìà ôóíêöèÿ f êîíñòðóèðà FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî ïðåä-
ñòàâÿ f .

Íåêà f ñå çàäàâà îò R � Ω-êðàéíà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ,
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çà êîÿòî èìàìå àâòîìàò:

AR =< Σ ∪ Ω, QR, sR, δR, FR > .

Ðåëàöèÿòà R Ω-îïðåäåëÿ ñ ïàðàìåòúð k ðåëàöèÿòà L, çà êîÿòî p0 å
êëàñúò íà âñè÷êè äóìè [(ε, β)]. Íàêðàÿ Rel è T ñà äâå ìàòðèöè ñ
ðàçìåð id(L)× id(R), çà êîèòî:

Rel[p][q] = r,

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñåêè åëåìåíò p = [(α, β)], à q = [β′],
òî r = [αP1(β

′), S1(β
′)]. Ìàòðèöàòà T å ìàòðèöàòà îò òðàíñäþñåðè:

T [p][q] =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Qp,q, sp,q, δp,q, λp,q, φp,q > .

Àëãîðèòúìúò ñëåäâà êîíñòðóêöèÿòà, êîÿòî îïèñàõìå ïî-ðàíî â
òåîðåìà 7 è äåôèíèðà êîìïîíåíòèòå íà FIFO-òðàíñäþñåðà:

T̃ =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, Σ, P, Q, s, ∆, d, λ, out, φ, ψ >,

ñúñ ñâîéñòâîòî:
fT̃ = f.

Âñÿêî ñúñòîÿíèå p ∈ P ùå ñå îïèñâà ñúñ ñëåäíèòå ïîëåòà:

1. p.l ñúñòîÿíèå íà ðåëàöèÿòà L,

2. 1 ≤ p.count ≤ k

3. p.Rj ñúñòîÿíèÿ íà àâòîìàòà AR à âñÿêî j ≤ p.count.

Ñúñòîÿíèÿòà q ∈ Q ùå îïèñâàìå â ñõîäíè òåðìèíè:

1. q.l ñúñòîÿíèå íà ðåëàöèÿòà L,

2. q.r ñúñòîÿíèå íà àâòîìàòà AR,

3. q.t ñúñòîÿíèå íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë T [q.l][q.r],

4. 0 ≤ q.count ≤ k è
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5. q.Rj çà 1 ≤ j ≤ q.count ñúñòîÿíèÿ íà àâòîìàòà AR.
Build_FIFO_Transducer(AR, L, p0, Rel, T , k)

begin
P [0] ← newstate_P
P [0].l ← p0

P [0].count ← 1
P [0].R1 ← sR

QueueP ← ∅
QueueQ ← ∅
EnQueue(QueueP , P [0])
M ← 1
N ← 0
while (QueueP 6= ∅ or QueueQ 6= ∅ do

if(QueueP 6= ∅)
P [k] ← DeQueue(QueueP )
FixStateP(P [k], P , Q, QueueP ,QueueQ, M, N, AR, L, Rel, T , k)

else
Q[k] ← DeQueue(QueueQ)
FixStateQ(Q[k], P , Q, QueueP ,QueueQ, M, N, AR, L, Rel, T , k)

done
T̃ ← < P, Q, P [0], ∆, d, λ, out, φ, ψ >

return T̃
end

FixStateP(p, P , Q, QueueP ,QueueQ, M,N,AR, L, Rel, T , k)
begin

for ∀ a ∈ Σ do
p′ ← newstateP ()
p′.l ← p.l
p′.count ← p.count
for i = 1 to p.count do

p′.Ri ← δR(p.Ri, a)
done
if ∃ P [j] = p′
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∆(p, a) ← P [j]
free(p′)

else
P [M ] ← p′

EnQueueP (QueueP , P [M ])
∆(p, a) ← P [M ]
M ← M + 1

λ(p, a) ← a
done
for ∀ a ∈ Ω do

if(p.count < k)
p′ ← newstateP ()
p′.l ← p.l
p′.count ← p.count + 1
for i = 1 to p.count do

p′.Ri ← δR(p.Ri, a)
done
p′.Rp.count+1 ← sR

if ∃ P [j] = p′

∆(p, a) ← P [j]
free(p′)

else
P [M ] ← p′

EnQueueP (QueueP , P [M ])
M ← M + 1

else
q′ ← newstateQ()
q′.l ← p.l
q′.r ← p.R1

q′.t ← s[q′.l, q′.r]
q′.count ← k
for i = 1 to k − 1

q′.Ri ← p.Ri+1

done
q′.Rk ← sR
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if ∃ Q[j] = q′

∆(p, a) ← Q[j]
free(q′)

else
Q[N ] ← q′

EnQueueQ(QueueQ,Q[N ])
∆(p, a) ← Q[N ]
N ← N + 1

λ(p, a) ← a
done
q′ ← newstateQ()
q′.l ← p.l
q′.r ← p.R1

q′.t ← s[q′.l, q′.r]
q′.count ← p.count − 1
for i = 1 to p.count − 1 do

q′.Ri ← p.Ri+1

done
if ∃ Q[j] = q′

φ(p) ← Q[j]
free(q′)

else
Q[N ] ← q′

φ(p) ← Q[N ]
EnQueue(QueueQ,Q[N ])
N ← N + 1

end

FixStateQ(q, P , Q, QueueP ,QueueQ, M, N,AR, L, Rel, T , k)
begin

for ∀ a ∈ Σ do
q′ ← newstateQ()
q′.l ← q.l
q′.r ← q.r
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q′.t ← δ[q.l][q.r](q.t, a)
q′.count ← q.count
for i = 1 to q.count do

q′.Ri ← q.Ri

done
if ∃ Q[j] = q′

d(q, a, 1) ← Q[j]
d(q, a, 0) ← Q[j]
free(q′)

else
Q[N ] ← q′

EnQueueP (QueueP ,Q[N ])
d(q, a, 0) ← Q[N ]
d(q, a, 1) ← Q[N ]
N ← N + 1

out(q, a, 1) ← λ[q.l][q.r](q.t, a)
out(q, a, 0) ← out(q, a, 1) ◦ φ[q.l][q.r](λ[q.l][q.r](q.t, a))

done
for ∀ a ∈ Ω do

if (q.count = k)
p ← newstateP ()
p.l ← Rel[q.l][q.r]
p.count ← k
for i = 1 to k do

p.Ri ← q.Ri

done
st′ ← δ[q.r][q.l](q.t, a)
if (!φ[q.l][q.r](st′)

if ∃ P [j] = p
d(q, a, 1) ← P [j]
free(p)

else
P [M ] ← p
EnQueueP (QueueP , P [M ])
d(q, a, 1) ← P [M ]

232



M ← M + 1
out(q, a, 1) ← λ[q.l][q.r](q.t, a) ◦ φ(t′)

else
free(p)

else
t′ ← δ[q.l][q.r](q.t, a)
if(!φ[q.l][q.r](t′)) and (q′.count > 0)

q′ ← newstateQ()
q′.l ← Rel[q.l][q.r]
q′.r ← q.R1

q′.t ← s[q′.l][q′.r]
q′.count ← q.count − 1
for i = 1 to q.count − 1

q′.Ri ← q.Ri+1

done
if ∃ Q[j] = q′

d(q, a, 1) ← Q[j]
d(q, a, 0) ← Q[j]
free(q′)

else
Q[N ] ← q′

EnQueue(QueueQ,Q[N ])
d(q, a, 1) ← Q[N ]
d(q, a, 0) ← Q[N ]
N ← N + 1

out(q, a, 1) ← λ[q.l][q.r](q.t, a) ◦ φ[q.l][q.r](t′)
out(q, a, 0) ← out(q, a, 1)

done
if(q.count = 0)

ψ(q) ← ε
end
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7.4 Êîìïîçèöèà íà äâå Ω-ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè ñ
ïàðàìåòðè M è m. Àëãîðèòúì

Íåêà f è g ñà äâå Ω-êðàéíî ïðåäñòàâèìè ôóíêöèè. Íåêà M è m ñà
êîíñòàíòèòå, êîèòî îïðåäåëÿò âúçìîæíîñòòà äà êîíñòðóèðàìå g ◦ f .
Òóê ùå ïðåäñòàâèì àëãîðèòúì, êîéòî ïî çàäàäåíè kf , ∼Rf

è ∼Lf
è

ïîäïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè T f
[α][β], ñúîòâåòíî kg, Rg è ∼Lg è

T g
[α][β], êîíñòðóèðà ñúîòâåòíèòå êîìïîíåíòè íà:

h(u, v) = g∗(f(ε, uv)f(α, β)−1, f(α, β)),

òàêà êàêòî ñà îïèñàíè ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà êîìïî-
çèöèÿ.

Ïúðâî ùå ôèêñèðàìå âèäà íà âõîäíèòå äàííè. Ðåãóëÿðíèòå ðåëà-
öèè ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ÷ðåç êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò, ÷èè-
òî ñúñòîÿíèÿ ñà òî÷íî êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ñúîòâåòíàòà
ðåëàöèÿ. Ðåëàöèèòå ∼L ùå ñå çàäàâàò ñ òåõíèòå êëàñîâå íà åêâèâà-
ëåíòíîñò {p1, p2 . . . pn} è ìàòðèöà íà Ω-ïðåõîäèòå ∼L × ∼R, êîÿòî
íà äâîéêàòà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò [(α, β)]∼L

, [β1]∼R
, ñúïîñòàâÿ

[(αP1(β1), S1(β1)]∼L
. Çà âñåêè åëåìåíò íà òàçè ìàòðèöà èìàìå è ïî

åäèí ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë T[(α,β)][β1].
Çàïî÷âàìå ñ àëãîðèòúìà, êîéòî íàìèðà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíò-

íîñò íà ∼Rh
. Ñëåäâàìå äèðåêòíî äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèÿòà ∼Rh

. Çà
âñÿêî ñúñòîÿíèå Q ùå èìàìå ñëåäíèòå ïîëåòà:

1. Q.l, êîåòî ùå áúäå Ω-äúëæèíàòà íà äóìèòå îò òîçè êëàñ àêî, òÿ
å < M(m + kg) + kf + 1 è M(m + kg) + kf + 1 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

2. Q.l íà áðîé ñúñòîÿíèÿ Q.qf
0 , Q.qf

1 , . . . Q.qf
l ñúñòîÿíèÿ íà àâòîìàòà

íà ∼Rf
, çà ñúîòâåòíàòà íàñòàâêà Sj(β), S0(β) = β. Ñ äðóãè äóìè

òîâà ùå îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêà äóìà β îò êëàñà íà Q, Sj(β) å â
êëàñà qf

j íà ðåëàöèÿòà ∼Rf
.

3. Q.Set ìíîæåñòâî, ÷èèòî Q.Set.s åëåìåíòè èìàò ñëåäíàòà ñòðóê-
òóðà:

(à) s.j ≤ Q.l + 1 è ñúîòâåòíî ìàñèâ îò s.j òðàíñäþñåðà: s.T =
{T f

i1
, T f

i2
. . . T f

ij
}, êîèòî ó÷àñòâàò â äåôèíèöèÿòà íà f .
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(á) s.lg ≤ kg + m + 1 Ω′-äúëæèíàòà íà äóìàòà
∏j

k=1 T f
ik

(Ik(β))
çà âñÿêà äóìà îò êëàñà íà Q àêî òàçè äúëæèíà å ïî-ìàëêà
îò kg + m è kg + m + 1 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

(â) s.startg, ñúñòîÿíèå îò àâòîìàòà íà∼Rg è ñúñòîÿíèÿ s.qg
0 , s.q

g
1 , . . . s.qlg ,

êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà

Sl(ω

s.lg∏

k=1

T f
k (Ik(β)))

îòíîñíî ðåëàöèÿòà ∼Rg , êúäåòî ω å ïðîèçâîëíà äóìà îò
êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà s.startg, à çà β ìîæåì äà ñè
ìèñëèì êàòî çà äóìà îò êëàñà íà Q.

(ã) s.finishf , òîâà å ñúñòîÿíèåòî â T f
s.lg

, äî êîåòî ñòèãàìå ñëåä
êàòî ñìå ïðî÷åëè Is.lg(β), òîåñò:

(δf
s.lg

)∗(sf
s.lg

, Is.lg(β)).

(ä) s.T g
u è s.qg

u, ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë îò äåôèíè-
öèÿòà íà g è ñúîòâåòíî ñúñòîÿíèå â òîçè ïðåîáðàçóâàòåë
ñúñ ñâîéñòâîòî:

(δg
u)
∗(sg

u, Is.lg+1(β)).

Òîâà ñà êîìïîíåíòèòå íà âñÿêî ñúñòîÿíèå. Òå ñúîòâåòñòâàò òî÷íî
íà äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèÿòà ∼Rh

, òàêà ÷å òðÿáâà äà å ÿñíî, ÷å ñú-
ùåñòâóâàò êðàåí áðîé òàêèâà. Âñå ïàê, çà äà ïîäñèëèì òàçè èíòóèöèÿ,
ìîæåì äà îòáåëåæèì, ÷å ïàðàìåòðèòå, êîèòî îïðåäåëÿò ñúñòîÿíèåòî
ñà êðàåí áðîé. Èìàìå äâà áðîÿ÷à Q.l, êîéòî îïðåäåëÿ íàé ìíîãî nl

âúçìîæíîñòè çà ìíîæåñòâîòî Q.qf
i . Çà âñåêè åëåìåíò íà Q.set ñúùî

èìàìå ãîðíà ãðàíèöà Q.set.s.lg ≤ M(m + kg) + 1. Ïðè ôèêñèðàíî
s.lg èìà êðàåí áðîé íàðåäåíè s.lg-îðêè îò òðàíñäþñåðè, ñúîòâåòíî îò
ñúñòîÿíèÿ s.qg

i . Åëåìåíòúò s ñå îïðåäåëÿ îò îùå òðè ïàðàìåòúðà -
s.startg, s.finishf è s.qg

u, âñÿêî îò êîèòî ìîæå äà ïðèåìà êðàåí áðîé
ñòîéíîñòè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúçìîæíèòå åëåìåíòè ñà êðàåí áðîé, à
îòòóê è âñè÷êè âúçìîæíè ìíîæåñòâà Q.Set.
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Çà äà ïîñòðîèì àâòîìàò çà ðåëàöèÿòà ∼Rh
òðÿáâà äà îïðåäåëèì

íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå è ñëåä òîâà äà íàïðàâèì òúðñåíå â øèðèíà, ãå-
íåðèðàéêè íîâèòå ñúñòîÿíèÿ Q è ïîñòàâÿéêè íåîáõîäèìèòå ïðåõîäè.

Íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå òðÿáâà äà îòãîâàðÿ íà ïðàçíàòà äóìà ε. Òàêà
ïîëó÷àâàìå, ÷å:

Q[0] ← makestate() Q[0].l = 0
Q[0].qf

0 = s0 íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà
simRf

Q.Set ← ∅
for ∀ T f

p,q -
ïðåîáðàçóâàòåë íà f
for ∀ st ∈ StatesOf(∼Rg) do

for ∀ T g
u

s ← new()
s.j ← 1
s.lg ← 0
s.T1 ← T f

p,q

s.startg ← st
s.qg

0 ← st
s.finishf ← sf

p,q

s.qg
u ← sg

u - íà÷àëíî ñúñòîÿíèå íà T g
u.

Q[0].S ← Q[0].S ∪ {s}
done

done
done

Ñåãà êîíñòðóèðàìå îñòàíàëèòå ñúñòîÿíèÿ è ∆ ôóíêöèÿòà íà ïðå-
õîäèòå â øèðî÷èíà:

Queue ← ∅ EnQueue(Queue,Q[0])
N ← 1 while Queue 6= ∅ do

Q ← DeQueue(Queue)
l ← Q.l
for a ∈ Σ do

set_ordinary(Q, a, ∆, Queue, N)
done
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for a ∈ Ω do
if (l ≤ M(kg + m) + kf )

set_omega(Q, a, ∆, Queue, N)
else

set_ordinary(Q, a, ∆, Queue,N)
done

done

set_ordinary (Q, a, ∆, Queue, N)
begin

P ← newstate()
P.l ← Q.l
for j = 0 to Q.l do

P.qf
j ← δRf

(Q.qf
j , a)

done
P.Set ← ∅
for ∀ s ∈ Q.Set do

if (s.j < Q.l + 1)
P.Set ← P.Set ∪ {s}

else
t ← new()
t.j ← s.j
t.T ← s.T
t.startg = s.startg

t.finishf ← δf
t.j(s.finishf , a)

α ← λf
t.j(s.finishf , a)

len ← |α|Ω′
t.lg ← min{s.lg + len, m + kg}
for count = 0 to t.lg do

if ( count ≤ s.lg)
t.qg

count ← δ∗Rg
(s.qg

count, α)
else

t.qg
count ← δ∗Rg

(sg, Scount−s.lg(α))
done
if (len = 0)
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t.qg
u ← (δg

u)
∗(qg

u, α)
else

t.qg
u ← (δg

u)
∗(sg

u, It.lg −s.lg(α))
if t å äåôèíèðàíî êîðåêòíî
P.Set ← P.Set ∪ {t}

done
if ∃ Q[i] = P

∆(Q, a) ← Q[i]
free(P )

else
Q[N ] ← P
∆(Q, a) ← Q[N ]
EnQueue(Queue,Q[N ])
N ← N + 1

end

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äåôèíèðà è ôóíêöèÿòà, êîÿòî äàîáàâÿ
ïðåõîä ñúñ ñèìâîë îò Ω. Ñåãà îáà÷å òðÿáâà äà äîáàâèì è íîâè åëå-
ìåíòè è ñ âñåêè âúçìîæåí ïðåîáðàçóâàòåë, äåôèíèðàù f è äà îò÷å-
òåì φ ôóíêöèÿòà íà ïîñëåäíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë âúâ âñÿêî ôèíàëíî
ñúñòîÿíèå:

set_ordinary (Q, a, ∆, Queue, N)
begin

P ← newstate()
P.l ← Q.l + 1
for j = 0 to Q.l do

P.qf
j ← δRf

(Q.qf
j , a)

P.qP.l ← sRf

done
P.Set ← ∅
for ∀ s ∈ Q.Set do

if( (s.j < Q.l + 1))
P.Set ← P.Set ∪ {s}

else
t ← new()
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t.j ← s.j
t.T ← s.T
t.startg = s.startg

t.finishf ← δf
t.j(s.finishf , a)

α ← λf
t.j(s.finishf , a) ◦ φt.jspf(t.finishf )

len ← |α|Ω′
t.lg ← min{s.lg + len, m + kg}
for count = 0 to t.lg do

if ( count ≤ s.lg)
t.qg

count ← δ∗Rg
(s.qg

count, α)
else

t.qg
count ← δ∗Rg

(sg, Scount−s.lg(α))

done
if (len = 0)

t.qg
u ← (δg

u)
∗(qg

u, α)
else

t.qg
u ← (δg

u)
∗(sg

u, It.lg −s.lg(α))
if t å äîáðå äåôèíèðàíî

P.Set ← P.Set ∪ {t}
for ∀ T f do

t′ ← copy(t)
t′.j ← t.j + 1
t′.Tt′.j = T f

t′.finishˆf = s_t′.j
P.Set ← P.Set ∪ {t′}

done
if ∃ Q[i] = P

∆(Q, a) ← Q[i]
free(P )

else
Q[N ] ← P
∆(Q, a) ← Q[N ]
EnQueue(Queue,Q[N ])
N ← N + 1
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end

Ñåãà ùå ïîêàæåì êàê ñå êîíñòðóèðà ðåëàöèÿòà ∼Lh
. Çà íåÿ ñúùî

ùå ñå ðúêîâîäèì îò êîíñòðóêöèÿòà â òåîðåìàòà. Çà äà ÿ îïðåäåëèì
íè òðÿáâàò äâà êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò îò Lf è Lg çàåäíî ñúñ ñúñòî-
ÿíèå îò àâòîìàòà çà ∼Rg , êîåòî äà ñúîòâåòñòâà íà åêâèâàëåíòíîñòòà
íà íàñòàâêèòå è ñúñòîÿíèå îò íÿêîé îò ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîá-
ðàçóâàòåëè çà g. Òîåñò âñÿêî ñúñòîÿíèå èëè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò
(íèå óòúæäåñòâÿâàìå äâåòå) íà Lh - P ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðèç
ñëåäíèòå ÷åòèðè ïîëåòà:

1. P.pf - åäíî ñúñòîÿíèå îò ðåëàöèÿòà ∼Lf

2. P.pg - åäíî ñúñòîÿíèå îò ðåëàöèÿòà ∼Lg

3. P.qg
u - ñúñòîÿíèå îò ïîäïîñëåäîâàòåí òðàíñäþñåð çà g è

4. P.qg
0 - ñúñòîÿíèå íà ðåëàöèÿòà ∼Rg .

Ñëåäâàùàòà ïðîöåäóðà ñúçäàâà âñè÷êè íåîáõîäèìè ñúñòîÿíèÿ íà
∼Lh

, òàáëèöàòà ∼Lh
× ∼Rh

è ñúîòâåòíèòå òðàíñäþñåðè.

N ← 0 for ∀ pf ∈ Lf do
for ∀ pg ∈ Lg do

for ∀ qg
u ∈ T g

u do
for ∀ qg

0 ∈ Rg do
P [N ] ← newstate()
P [N ].pf ← pf

P [N ].pg ← pg

P [N ].qg
u ← qg

u

P [N ].qg
0 ← qg

0

N ← N + 1
done

done
done

done
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for ∀ Q ∈ R_h do
for k = 0 to N do

for ∀ s ∈ Q.Set do
if (s.j = 1) and (s.startg = P [k].qg

0)and s.T1 = T[P.pf ][Q.qf
0 ]

l ← s.lg
T ← T g

u (P [k].qg
u)

pg ← P [k].pg

for count = 1 to l
pg ← (Lg × Rg)(pg, s.q

g
count)

T ← concat(T , T g
[pg ][s.qg

count]
)

done

s0 ∈ Q.Set çà êîåòî
s0 ñå ðàçëè÷àâà îò s ñàìî ïî
s_0.q_uˆg è
s0.T

g
u = T g

[pg ][s.qg
count]

P ′ å ñúñòîÿíèåòî â L_h, çà êîåòî:
P ′.pg = pg

P ′.pf = (Lf × Rf )[P [k].pf ][Q.qf
0 ]

P ′.qg
u = s_0.qg

u

P ′.qg
0 = s.qg

0

(Lh × Rh)[P [k]][Q] = P ′

T[P [k]][Q] = T f

[P [k].pf ][Q.qf
0 ]
◦ T

done
done

done
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7.5 Íàìèðàíå íà êîìïîíåíòèòå íà Ω-ïðåäñòàâèìà
ôóíêöèÿ, åêâèâàëåíòíà íà äàäåíî ïðàâèëî ñ
îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè Ω. Àëãîðèòúì

Ñëåäâà ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà, êîéòî ïî äàäåíî ïðà-
âèëî ñ îãðàíè÷åí áðîé ìàðêåðè Ω íàìèðà Ω-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ,
êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà ôóíêöèÿòà íà çàìåñòâàíå, ïîðîäåíà îò äà-
äåíîòî ïðàâèëî.

Íåêà R, E → T (E)\L_R å ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå ñ îãðàíè÷åí
áðîé ìàðêåðè. Íåêà îùå ñà äàäåíè êîíñòàíòèòå e è r ñúñ ñâîéñòâîòî:

E ∪ (Σ∗ΩΣ∗)>e = ∅
R ∪ (Σ∗ΩΣ∗)>r = ∅.

Çíàåì, ÷å L ⊂ (Σ ∪ Ω)∗Ω, R ⊂ Ω(Σ ∪ Ω)∗ è T å ïîäïîñëåäîâàòåëåí
ïðåîáðàçóâàòåë.

Àëãîðèòúìúò ñëåäâà êîíñòðóêöèÿòà, îïèñàíà â äîêàçàòåëñòâîòî
òåîðåìàòà 13.

Çàïî÷âàìå ñ êîíñòðóêöèÿòà íà Ω-êðàéíàòà, äÿñíî-èíâàðèàíòíà
ðåëàöèÿ ∼2. Òÿ ñå äåôèíèðà êàòî:

β′ ∼2 β′′

òîãàâà è ñàìà òîãàâà, êîãàòî:
1. çà âñåêè 0 ≤ i ≤ e çà âñÿêî γ ∈ (Σ ∪ Ω)∗

S1(β
′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇔

S1(β
′′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗

è
S(β′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗ ⇔
S1(β

′′)γ ∈ (E ∩ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗

2. Çà âñåêè ω′ ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′ å â ñèëà, ÷å ω′P1(β
′) ∼(Σ∪Ω)∗L ω′′P1(β

′′).

3. Çà âñÿêî q ∈ Q:

δ∗(q, P1(β
′)) = δ∗(q, P1(β

′′)).
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Ùå ñìÿòàìå, ÷å ñà íè äàäåíè ìèíèìàëíè, êðàéíè, äåòåðìèíèðàíè
àâòîìàòè:

A+
i =< Σ ∪ Ω, Q+

i , s+
i , δ+

i , F+
i > è

Ai =< Σ ∪ Ω, Qi, si, δi, Fi >

çà 0 ≤ i ≤ e çà åçèöèòå:

(E ∩ (Σ∗Ω)iΣ+)R(Σ ∪ Ω)∗ è ñúîòâåòíî
(E ∩ (Σ∗Ω)iΩ)R(Σ ∪ Ω)∗.

ßñíî å, êàê òå ìîãàò äà ñå ïîñòðîÿò àêî ñà íè äàäåíè ðåãóëÿðíèòå
èçðàçè E è R. Ùå ñìÿòàìå îùå, ÷å íè å äàäåí äåòåðìèíèðàíèÿò
àâòîìàò:

AL =< Σ ∪ Ω, QL, sL, δL, FL >

çà åçèêà (Σ ∪ Ω)∗L. Íåêà:

T =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, QT , sT , δT , λT , φT >

å ïðåäñòàâÿíåòî íà ïîäïîñëåäîâàòåëíèÿ ïðåîáðàçóâàòåë T . Ïðè òåçè
îçíà÷åíèÿ, ïúðâî ùå ïîñòðîèì êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò, ÷èèòî
ñúñòîÿíèÿ ùå îòðàçÿâàò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ∼2. Âñÿêî
ñúñòîÿíèå Q íà íàøèÿ àâòîìàò ùå ñúäúðæà ñëåäíèòå êîìïîíåíòè:

1. Q.flag, êîéòî ùå èìà ñòîéíîñò 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
âñÿêà äóìà îò òîçè êëàñ å äóìà îò Σ∗, 1, àêî äóìèòå îò òîçè
êëàñ ñà ïîäìíîæåñòâî íà Σ∗Ω è 2 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

2. Q.qi çà 0 ≤ i ≤ e, êîèòî ùå ñúîòâåòñòâàò íà ôàêòà, ÷å çà âñÿêà
äóìà β îò êëàñà íà Q å â ñèëà, ÷å:

δ∗i (si, S1(β)) = Q.qi.

3. Q.q+
i çà 0 ≤ i ≤ e, êîèòî ùå ñúîòâåòñòâàò íà ôàêòà, ÷å çà âñÿêà

äóìà β îò êëàñà íà Q å â ñèëà, ÷å:

(δ+
i )∗(s+

i , S1(β)) = Q.q+
i .
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4. Q.lq çà âñÿêî ñúñòîÿíèå q ∈ QL, êîåòî ùå ñúîòâåòñòâà íà:

δ∗L(q, P1(β)) = Q.lq

çà âñÿêî β îò êëàñà Q à ðåëàöèÿòà ∼2.

5. Q.tq çà âñÿêî ñúñòîÿíèå q ∈ QT , êîåòî ùå ñúîòâåòñòâà íà:

δT (q, P1(β)) = Q.tq,

çà âñÿêî β îò êëàñà íà Q.

Ñëåäâàùèÿò àëãîðèòúì íàìèðà ñúñòîÿíèÿòà, òîåñò íåïðàçíèòå
êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà ∼2 è ôóíêöèÿòà íà ïðå-
õîäèòå ìåæäó òÿõ - ∆.

Q[0] ← newstate() Q[0].f lag ← 0 for
i = 0 to e do

Q[0].qi ← si

Q[0].q+
i ← s+

i

done for ∀ q ∈ QL do
Q[0].lq ← q

done for ∀ q ∈ QT do
Q[0].tq ← q

done

Queue ← ∅ EnQueue(Queue,Q[0]
N ← 1 while Queue 6= ∅ do

Q[k] ← DeQueue(Queue)
for ∀ a ∈ Σ ∪ Ω do

P ← newstate()
if (Q[k].f lag = 0)

if ( a ∈ Σ)
P.flag ← 0

else
P.flag ← 1

else
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P.flag ← 2
if (P.flag < 2)

for i = 0 to e do
P.q+

i ← Q[k].q+
i

P.qi ← Q[k].qi

done
for ∀ q ∈ QL do

P.lq ← δL(Q.lq, a)
done
for ∀ q ∈ QT

P.tq ← δT (Q[k].tq, a)
done

else
for i = 0 to e do

st+ ← Q[k].q+
i

P.q+
i ← δ+

i (st+, a)
st ← Q[k].qi

P.qi ← δi(st, a)
done
for ∀ q ∈ QL do

P.lq ← Q.lq
done
for ∀ q ∈ QT

P.tq ← Q[k].tq
done

if ∃ Q[i] = P
∆(Q[k], a) ← Q[i]
free(P )

else
Q[N ] ← P
N ← N + 1
EnQueue(Queue, Q[N ])

done
done
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Ñåãà ðåëàöèÿòà∼2 ñå çàäàâà îò àâòîìàòà A2 =< Σ∪Ω, Q, Q[0], ∆, Q >.
Ñåãà ïðåìèíàâàìå êúì àëãîðèòúìà çà ðåëàöèÿòà ∼1. Äà ñè ïðè-

ïîìíèì, ÷å:
(α′, β′) ∼1 (α′′, β′′)

òî÷íî êîãàòî:

1. α′ ∼(Σ∪Ω)∗L α′′

2. state(α′, β′) = state(α′′, β′′)

3. count(α′, β′) = count(α′′, β′′).

Òàêà âñÿêî ñúñòîÿíèå èëè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò, ïîíÿòèÿ êîè-
òî íèå óòúæäåñòâÿâàìå, P íà ðåëàöèÿòà ∼1 ìîæå äà ñå îïèøå ñúñ
ñëåäíèòå êîìïîíåíòè:

1. P.l ∈ QL, êîåòî ùå ñúîòâåòñòâà íà

δL(sL, α) = P.l,

çà âñÿêà äâîéêà äóìè (α, β) îò êëàñà íà P .

2. P.t ∈ QT , êîåòî ùå ñúîòâåòñòâà íà:

state(α, β) = P.t,

çà âñÿêà (α, β) îò êëàñà îïðåäåëåí îò P .

3. −1 ≤ P.count ≤ 2e + 1, ñúñ ñâîéñòâîòî:

count(α, β) = P.count

çà âñÿêà äâîéêà äóìè (α, β) îò êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò, îïðå-
äåëåí îò P .

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ñàìàòà ðåàëèçàöèÿ äà îçíà÷èì:

T (q) =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, QT , q, δT , λT , φ >,
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à
T ε(q) =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, QT , q, δT , λT , φε >,

êúäåòî:
φε(q) = ε.

Íåêà íàêðàÿ:

T+(q) =< (Σ ∪ Ω)× Ξ∗, QT , q, δT,Ω, λT,Ω, φε >,

êúäåòî φε ñå äåôèíèðà êàêòî ïî ãîðå, à:

δT,Ω(p, a) =





δT (p, a) àêî a ∈ Σ

p àêî a ∈ Ω è !φ(p)

¬! èíà÷å.

λT,Ω(p, a) =





λT (p, a) àêî a ∈ Σ

φ(p) àêî a ∈ Ω è !φ(p)

¬! èíà÷å.

Ñëåäâàùèÿò àëãîðèòúì îïðåäåëÿ ñúñòîÿíèÿòà íà ðåëàöèÿòà ∼1,
îïðåäåëÿ ðåëàöèÿòà Rel = (∼1 × ∼2)× ∼1, êîÿòî ïî çàäàäåíè êëàñ
[(α, β)] îò sim1 è [β′] îò sim2 äàâà êëàñà [αP1(β

′), S1(β
′)] íà ðåëÿöèÿ-

òà ∼1. Äîïúëíèòåëíî àëãîðèòúìúò ùå íàìèðà ïîäïîñëåäîâàòåëíèòå
òðàíñäþñåðè T[α][β].

N ← 0 for ∀ ql ∈ QL do
for ∀ qt ∈ QT do

for i = −1 to 2e + 1 do
P [N ] ← newstate()
P [N ].l ← ql

P [N ].t ← qt

P [N ].count ← i
N ← N + 1

done
done

done
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for Q ∈ ∼ _2 do
for k = 0 to N − 1 do

R ← newstate()
start ← P [k].l

R.l ← Q.lstart

if (P [k].count > 1)
t_start ← P [k].t
R.t ← Q.qt_start

R.count ← P [k].count − 2
else

if (R.l ∈ FL)
m+ ← max{max{i | Q.q+

i ∈ F+
i },−1}

m ← max{max{i | Q.qi ∈ Fi},−1}
if (m+ > m)

R.count ← 2m+ + 1
else

R.count ← 2m
if (R.count < −1 )

R.count ← −1
else

R.count ← −1
R.t ← sT

P [j] å ñúñòîÿíèå ðàâíî íà R

Rel[P [k]][Q] ← P [j]
free(R)
if (P [k].count > 1)

T [P [k]][Q] ← T ε(t_start)
if (P [k].count = 1)

T [P [k]][Q] ← T (t_start)
if (P [k].count = 0)

T [P [k]][Q] ← T+(t_start)
if P [k].count = −1)
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T [P [k]][Q] ← id
done

done
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7.6 Àëãîðèòìè çà ïîñòðîÿâàíåòî íà FIFO-òðàíñäþñåðè
çà ðåãóëÿðíè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå è òÿõíàòà
êîìïîçèöèÿ. Ïðîâåðêà íà äîñòàòú÷íèòå óñëî-
âèÿ

Íàêðàÿ ùå ïîêàæåì ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòìèòå, ñâúðçàíè
ñ ôóíêöèèòå, ïîðîäåíè îò ðåãóëÿðíè ïðàâèëà R:

E → T (E)\L_R,

íóæäàòà, îò êîèòî ñå ïîÿâè â ïàðàãðàôè 6.2 è 4.5 íà ÷àñò 6.
Çàïî÷âàìå ñ àëãîðèòúìà, êîéòî ïî äàäåíè ðåãóëÿðíè åçèöè M è

N ïðåäåëÿ åçèêà:

fin(M, N) = {α ∈ M | ∃k∀β ∈ N

β ñúäúïæà íåïîâå÷å îò k ñðåùàíèÿ íà α}.

Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ðàçïîëàãàìå ñ êðàéíè äàòåðìèíèðàíè àìòîìàòè
çà òåçè åçèöè.

fin(AM , AN)
begin

for ∀ q ∈ QN

F (q) ← ∅
for ∀ p ∈ QN

if∃ ïúò îò p äî q â AN

F (q) ← F (q) ∪ {p}
done
PrefC(q) ← < Σ, QN , q, δN , F (q) >

done

B ← å àâòîìàò åêâèâàëåíòåí íà ∪qPrefC(q)

return AM ∩ B
end
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Ñåãà ùå ïðåäñòàâèì è àëãîðèòúì, êîéòî ïî äàäåíè êðàéíè äå-
òåðìèíèðàíè àâòîìàòè çà ðåãóëÿðíèòå åçèöè M è N , îïðåäåëÿ äàëè
ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäìíîæåñòâî S0 ⊂ Suf(M) îò íàñòàâêè íà M ,
çà êîéòî:

1. M ⊂ Σ∗S0 è

2. S0 ⊂ fin(Suf(M), N).

Â ñëó÷àé, ÷å ñúùåñòâóâà âðúùà àâòîìàò çà åäíî òàêîâà ïîäìíîæåñ-
òâî.

SuffixCover(AM , AN)
begin

S ← < Σ, QM , QM , δM , FM >
SF ← fin(S,AN)
if (AM ∪ Σ∗SF 6= ∅)

return NULL - íÿìà òàêîâà ìíîæåñòâî

D ← àâòîìàò çà Suf(SF ) \ Σ∗ SF
if ∃ q ∈ D

q å äîñòèæèìî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå D
ñúùåñòâóâà ïúò îò q äî ôèíàëíî ñúñòîÿíèå íà D
ñúùåñòâóâà öèêúë â D, êîéòî ñúäúðæà q.

return NULL - íÿìà òàêîâà ìíîæåñòâî
else

n ← ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà íà ïúò îò
íà÷àëíîòî äî êðàéíî ñúñòîÿíèå íà D

return SF ∩ Σˆn + 1
end

Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà ðåøèì äóàëíèÿ ïðîáëåì:

PrefixCover(AM , AN)
begin

P ← < Σ, QM , sM , δM , QM >
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PF ← fin(S, AN)
if (AM ∪ PFΣ∗ 6= ∅)

return NULL - íÿìà òàêîâà ìíîæåñòâî

D ← àâòîìàò çà Pref(PF ) \ PF Σ∗

if ∃ q ∈ D
q å äîñòèæèìî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå D
ñúùåñòâóâà ïúò îò q äî ôèíàëíî ñúñòîÿíèå íà D
ñúùåñòâóâà öèêúë â D, êîéòî ñúäúðæà q.

return NULL - íÿìà òàêîâà ìíîæåñòâî
else

n ← ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà íà ïúò îò
íà÷àëíîòî äî êðàéíî ñúñòîÿíèå íà D

return PF ∩ Σˆn + 1
end

Ñåãà ìîæåì äà îïèøåì è àëãîðèòúìà, êîéòî ïðîâåðÿâà äàëè ñà
íàëèöå äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ çà òîâà äà ìîæåì äà ïîñòðîèì FIFO-
òðàíñäþñåð çà ïðàâèëîòî R è ïîñòðîÿâà åäèí òàêúâ àêî òîâà å òàêà.

RuleRecognition(AL, AE, AR, T )
begin

N ← àâòîìàò çà ER
S0 ← SuffixCover(AL, N)
SE ← SuffixCover(AE, N)
PE ← PrefixCover(AE, N)
P0 ← PrefixCover(AR, N)
if (S0 = NULL and PE = NULL)

return NULL
if (SE = NULL and P0 = NULL)

return NULL
P ← àâòîìàò çà PE ∪ P0

S ← àâòîìàò çà SE ∪ S0

k ← max{|u| | u ∈ P ∪ S}
k ← k|QN |(|P | + |S|)

252



UL ← àâòîìàò çà U(L){ω}
UE ← àâòîìàò çà U(E) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k

UR ← àâòîìàò çà {ω}U(R) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k

UT ← h ◦ T

g ← {ω}-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ çà
ïðàâèëîòî UE → UT (UE)\ UL _ UR

FT ← - FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà ïîðîäåíà îò g
PS ← - ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë çà fP ,S

RuleFT ← (h ◦ (FT ◦ PS))

return RuleFT
end

Íàêðàÿ ùå äàäåì è ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà, êîé-
òî ïðè äàäåíè äâå ïðàâèëà R1 è R2 è ôèêñèðàíè êîíôèãóðàöèè
κ1 ⊂ {L1, E1, R1} è κ2 ⊂ {L2, E2, R2} ïðîâåðÿâà äàëè ñà èçïúëíåíè
äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ çà êîìïîçèöèÿ íà äâåòå ïðàâèëà è â ñëó÷àé,
÷å òîâà å òàêà âðúùà FIFO-òðàíñäþñåð, êîéòî ÿ ïðåäñòàâÿ.

RuleComposition(AL1, AE1, AR1, T1, κ1,
AL2, AE2, AR2, T2, κ2)

begin
A1 ← àâòîìàò çà Σ∗(∪κ1)Σ∗
A2 ← àâòîìàò çà Σ∗(∪κ2)Σ∗

if (Range(T1) ∩ A2 = ∅)
return NULL

N1 ← àâòîìàò çà E1R1 ∪ A2
N2 ← àâòîìàò çà E2R2 ∪ A1 ∪ Range(T1)

P1 ← ∅
S1 ← ∅
left_flag ← false
right_flag ← false
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ifL1 ∈ κ1

PL ← PrefixCover(AL1, N1)
SL ← SufixCover(AL1, N1)
if (PL = NULL) and (SL = NULL)

return NULL
if (SL 6= NULL)

right_flag ← true
P1 ← àâòîìàò çà P1 ∪ PL
S1 ← àâòîìàò çà S1 ∪ SL

ifE1 ∈ κ1

PE ← PrefixCover(AE1, N1)
SE ← SufixCover(AE1, N1)
if (PE = NULL) and (SE = NULL)

return NULL
if (PE 6= NULL)

left_flag ← true
if (SE 6= NULL)

right_flag ← true
P1 ← àâòîìàò çà P1 ∪ PE
S1 ← àâòîìàò çà S1 ∪ SE

ifR1 ∈ κ1

PR ← PrefixCover(AR1, N1)
SR ← SufixCover(AR1, N1)
if (PR = NULL) and (SR = NULL)

return NULL
if (PR 6= NULL)

left_flag ← true
P1 ← àâòîìàò çà P1 ∪ PR
S1 ← àâòîìàò çà S1 ∪ SR

if (left_flag = false)
return NULL

if (right_flag = false)
return NULL

l1 ← äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà äóìà â P1 ∪ S1
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k1 ← l1 (|P1| + |S1|)|QN1|

P2 ← ∅
S2 ← ∅
left_flag ← false
right_flag ← false
ifL2 ∈ κ2

PL ← PrefixCover(AL2, N2)
SL ← SufixCover(AL2, N2)
if (PL = NULL) and (SL = NULL)

return NULL
if (SL 6= NULL)

right_flag ← true
P2 ← àâòîìàò çà P2 ∪ PL
S2 ← àâòîìàò çà S2 ∪ SL

ifE2 ∈ κ2

PE ← PrefixCover(AE2, N2)
SE ← SufixCover(AE2, N2)
if (PE = NULL) and (SE = NULL)

return NULL
if (PE 6= NULL)

left_flag ← true
if (SE 6= NULL)

right_flag ← true
P2 ← àâòîìàò çà P2 ∪ PE
S2 ← àâòîìàò çà S2 ∪ SE

ifR2 ∈ κ2

PR ← PrefixCover(AR2, N2)
SR ← SufixCover(AR2, N2)
if (PR = NULL) and (SR = NULL)

return NULL
if (PR 6= NULL)

left_flag ← true
P2 ← àâòîìàò çà P2 ∪ PR
S2 ← àâòîìàò çà S2 ∪ SR
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if (left_flag = false)
return NULL

if (right_flag = false)
return NULL

l2 ← äúëæèíàòà íà íàé-äúëãàòà äóìà â P2 ∪ S2
k2 ← l2 (|P2| + |S2|)|QN2|

UL1 ← àâòîìàò çà U(L1){ω}
UE1 ← àâòîìàò çà U(E1) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k1

UR1 ← àâòîìàò çà {ω}U(R1) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k1

UT1 ← h ◦ T1
g1 {ω}-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ çà
ïðàâèëîòî UE1 → UT1(UE1)\ UL1 _ UR1

PS2 ← êàíîíè÷åí ïðåîáðàçóâàòåë çà fP2,S2 ◦ h
g̃1 ← PS2 ◦ g1

êîìïîçèöèÿ íà ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë è
{ω}-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ.

UL2 ← àâòîìàò çà U(L2){ω}
UE2 ← àâòîìàò çà U(E2) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k2

UR2 ← àâòîìàò çà {ω}U(R2) ∪ (Σ∗{ω}Σ∗)≤ k2

UT2 ← h ◦ T2
g2 {ω}-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ çà
ïðàâèëîòî UE2 → UT2(UE2)\ UL2 _ UR2

m ← 2k2 + 4l2
M ← 2k1 + 2l1 + l2(k1 + 2l2)

g ← g∗2 ◦ g̃1 -
{ω}-ïðåäñòàâèìà ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíà ïðè
êîìïîçèöèÿòà íà g2 è g̃1 ñ ïàðàìåòðè
M è m.
FT ← FIFO-òðàíñäþñåð çà ôóíêöèÿòà g(ε, α)
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PS1 ← ïðåîáðàçóâàòåë çà fP1,S1

ComposeFT ← (h ◦ (FT ◦ PS1)) -
FIFO-òðàíñäþñåð çà êîìïîçèöèÿòà
return ComposeFT

end
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8 Çàêëþ÷åíèå
Â òàçè äèïëîìíà ðàáîòà äåôèíèðàõìå è èçñëåäâàõìå ÷àñò îò ñâîéñò-
âàòà íà äåòåðìèíèðàíîòî, ïîñëåäîâàòåëíî óñòðîéñòâî FIFO-òðàíñäþñåð.
Î÷àêâàíî, çàùîòî ðàçïîëàãàò ñ íåîãðàíè÷åíà ïàìåò, FIFO-òðàíñäþñåðèòå
ðàçïîçíàâàò è íåðàöèîíàëíè ôóíêöèè. Â ÷àñò 5 íèå äîêàçàõìå è îá-
ðàòíîòî, èìåííî, ÷å ñúùåñòâóâàò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, êîèòî íå ñå
ðàçïîçíàâàò îò FIFO-òðàíñäþñåðè. Âèäÿõìå îùå, ÷å FIFO-òðàíñäþñåðèòå
äåôèíèðàò êëàñ îò ôóíêöèè, êîéòî íå å çàòâîðåí îòíîñíî êîìïîçèöèÿ
â îáùèÿ ñëó÷àé. Èçñëåäâàõìå â ïúëíîòà êîìïîçèöèÿòà ñ ïîäïîñëåäî-
âàòåëíè ïðåîáðàçóâàòåëè è ïîêàçàõìå, ÷å òÿ íå íè èçâåæäà îò êëàñà
íà FIFO-òðàíñäþñåðèòå. Â ÷àñò 4 îòäåëèõìå îáùî ïîäìíîæåñòâî îò
ôóíêöèè çà êëàñà íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè è òåçè, êîèòî ñå çàäà-
âàò ñ FIFO-òðàíñäþñåð. Â ÷àñò 6 äàäîõìå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ åäíî
ïðàâèëî äà ñå ðàçïîçíàâà îò FIFO-òðàíñäþñåð è ñúùî äà ìîæåì äà
êîìïîçèðàìå äâå òàêèâà ïðàâèëà. Ïîêàçàõìå îùå êàê òîâà ìîæå äà
ñòàíå åôåêòèâíî, êàòî îïèñàõìå ñúîòâåòíàòà êîíñòðóêöèÿ. Èçïîë-
çâàéêè èäåè îò [SM06] ðàçðàáîòèõìå àëãîðèòúì, êîéòî åôåêòèâíî
ñòðîè ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë, êîéòî ìàðêèðà íà÷àëíèòå
è êðàéíèòå ïîçèöèè â äàäåí òåêñò íà âñè÷êè äóìè îò äàäåí ðå÷íèê.
Èçïîëçâàéêè èäåÿòà çà tree çà êðàéíî ìíîæåñòâî îò äóìè, êîåòî ïðå-
äîñòàâÿ åôåêòèâíîòî ïðåäñòàâÿíå íà âñè÷êè íàñòàâêè â òîçè ðå÷íèê
è èäåè îò [Bre96] ðàçðàáîòèõìå è àëãîðèòúì çà åôåêòèâíîòî èç÷èñ-
ëÿâàíå íà ôóíêöèèòå îò âèäà íà walkP è walkQ, êîèòî ñúùåñòâåíî
ó÷àñòâàõà â êîíñòðóêöèèòå çà êîìïîçèöèÿ íà ïîäïîñëåäîâòàëåí ïðå-
îáðàçóâàòåë ñ FIFO-òðàíñäþñåð.

Â çàêëþ÷åíèå ùå îòáåëåæèì íÿêîè ëþáîïèòíè âúïðîñè, íà êîèòî
äàäåíàòà äèïëîìíà ðàáîòà íå äàâà îòãîâîð.

Ïúðâèÿò å äîêîëêî ïðåäñòàâèìèòå ôóíêöèè, îïèñàíè â ÷àñò 4,
çàòâîðåíè ñ êîìïîçèöèÿ îòäÿñíî ñ ïîäïîñëåäîâàòåëåí ïðåîáðàçóâàòåë
îïèñâàò ñå÷åíèåòî íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè è ôóíêöèèòå, ïðåäñòà-
âèìè ñ FIFO-òðàíñäþñåðè. Ìîãàò ëè äà ñå óñèëÿò óñëîâèÿòà, äîñòà-
òú÷íè çà êîìïîçèöèÿ íà äâå ïðàâèëà, òàêà ÷å îòíîâî äà èìà FIFO-
òðàíñäþñåð, êîéòî äà ãè ðàçïîçíàâà. Áè áèëî èíòåðåñíî àêî èìà è
äðóãè, àëãîðèòìè÷íî-ïðîâåðèìè óñëîâèÿ, ïðè êîèòî òàêàâà êîìïîçè-
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öèÿ å âúçìîæíà. Ïðè êàêâè "ðàçóìíè"óñëîâèÿ ìîæåì äà êîìïîçèðà-
ìå äâà FIFO-òðàíñäþñåðà?

Òîâà ñà âúïðîñè ñâúðçàíè ñúñ ñåìàíòèêàòà íà FIFO-òðàíñäþñåðèòå.
Èíòåðåñ, ñïîðåä íàñ, ïðåäñòàâëÿâàò è íÿêîè ñèíòàêòè÷åñêè âúïðîñè,
ñâúðçàíè íàé-âå÷å ñ åçèêà è àçáóêàòà íà îïàøêàòà íà FIFO-òðàíñäþñåðèòå.
Íàïðèìåð, âÿðíî ëè å ÷å âèíàãè ìîæåì äà ïèøåì â îïàøêàòà ñèìâî-
ëúò, êîéòî ÷åòåì îò âõîäíàòà ëåíòà? Îò òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷å âèíàãè
ìîæåì äà ïèøåì åäèí åäèíñòâåí ñèìâîë, êîéòî îáà÷å çàâèñè è îò
ñúñòîÿíèåòî, â êîåòî ñå íàìèðàìå. Àêî ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ëå-
âèÿò åçèê íà âñÿêî îñíîâíî ñúñòîÿíèå å ðåãóëÿðåí - òîåñò äóìèòå íàä
âõîäíàòà àçáóêà, ñ êîèòî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå ñòèãàìå äî òîâà ñúñ-
òîÿíèå, îáðàçóâàò ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî - òî ñðàâíèòåëíî ëåñíî ìîæå
äà ñå ïîêàæå, ÷å òîâà òâúðäåíèå å â ñèëà. Òîâà å ñâúðçàíî è ñ èçó-
÷àâàíåòî íà ðàöèîíàëíèòå ôóíêöèè, êîèòî ñå ðàçïîçíàâàò îò FIFO-
òðàíñäþñåðè. Èìåííî ñúùåñòâóâà ëè ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, ðàçïîç-
íàâàíà îò FIFO-òðàíñäþñåð, íî çà êîÿòî íÿìà FIFO-òðàíñäþñåð, çà
êîéòî âñÿêî îñíîâíî ñúñòîÿíèå äåôèíèðà ëÿâ ðåãóëÿðåí åçèê?

9 Áëàãîäàðíîñòè
Èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà äèïëîìíèÿ ìè ðúêîâîäèòåë, ñò.í.ñ. Ñòîÿí Ìè-
õîâ, çà âúçëîæåíàòà îò íåãî òåìà, çà ïîëçîòâîðíèòå äèñêóñèè â ïðî-
öåñà íà ðàáîòà è çà êðèòè÷íèòå çàáåëåæêè. Ñïåöèàëíî áëàãîäàðÿ íà
äîö.ä-ð Òèíêî Òèí÷åâ çà âíèìàíèåòî, ñ êîåòî ïîñðåùàøå ìîèòå èäåè
è öåíèòå ñúâåòè, êîèòî ìè äàäå. Èñêàì äà áëàãîäàðÿ è íà âñè÷êè
÷ëåíîâå íà êàòåäðàòà çà òÿõíàòà îòçèâ÷èâîñò ïðè ñúâìåñòíàòà íè
ðàáîòà.
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