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Uvod

Metod�t na prioriteta v�znikva poqti ednovremenno v rabotite na
Fridberg i Muqnik, k�deto se rexava polo�itelno problem�t na Post
za s�westvuvane na dve nesravnimi T�ringovi stepeni, koito s�d�r�at
polurazreximi mno�estva. S godinite tozi metod stava mnogo popul�ren
i zaedno s metoda na forsinga se oqertava kato osnovno sredstvo za kon-
struirane na mno�estva s osobeni algoritmiqni svo�stva.

V rabotite na Saks, Lahlan i dr. metod�t se razviva kato se po�v�vat
metod na prioriteta s bezkra�ni naruxeni� i ”qudoviwni�t” metod na
prioriteta.

V nasto�wata rabota se izlagat dve prilo�eni� na metoda na prior-
iteta. V p�rvoto prilo�enie se dokazva teoremata na Lahlan za s�west-
vuvane na minimalna dvo�ka ot polurazreximi T�ringovi stepeni. Tova
dokazatelstvo ne s�d�r�a originalen prinos i e privedeno zawoto e ot-
nositelno prosto i il�strira izpolzvaneto na d�rvo na strategiite.

V osnovnata qast na rabotata se konstruira 1-generiqno mno�estvo,
koeto ne ograniqava minimalni dvo�ki v polurexetkata na nomeracionnite
stepeni. Tuk se izpolzva qudoviwni�t metod na prioriteta.

V svo�ta rabota [1] K. Kupste�k izsledva n-generiqnite mno�estva za
vs�ko n < ω. T� pokazva, qe vs�ko 2-generiqno mno�estvo ograniqava min-
imalna dvo�ka i anonsira, qe s�westvuva 1-generiqno mno�estvo, koeto
ne ograniqava minimalna dvo�ka. Ne�noto dokazatelstvo ne se po�v�va
v nauqni� peqat. V rabotata [2] B. Kuper i dr. pokazvat, qe vs�ko ∆0

2

mno�estvo ograniqava minimalna dvo�ka i konstruirat Σ0
2 mno�estvo,

koeto ne ograniqava minimalna dvo�ka. V s�wata rabota avtorite kaz-
vat, qe t�hnata konstrukci� mo�e da se izpolzva za poluqavane na 1-
generiqno mno�estvo, koeto ne ograniqava minimalna dvo�ka. P�rvon-
aqalnata cel na tazi rabota be sledva�ki konstrukci�ta ot [2] da postroim
1-generiqno mno�estvo s citiranite svo�stva. V procesa na rabota se
okaza, qe dokazatelstvoto v [2] s�d�r�a n�koi s�westveni propuski,
koeto nalo�i s�westveni izmeneni� v konstrukci�ta. Taka izmenenata
konstrukci� tr�bvaxe znaqitelno da se modificira za da se poluqi �e-
lanoto 1-generiqno mno�estvo. Da otbele�im, qe poluqenoto 1-generiqno
mno�estvo se okazva Σ0

2, otk�deto sledva, qe izlo�eni�t tuk rezultat
obobwava tozi ot [2]. Poradi tazi priqina nie rexihme da ne izlagame
korektnata versi� na dokazatelstvoto na rezulta ot [2] tuk.

BlagodarnostiBlagodarnostiBlagodarnosti. Nasto�wata rabota e sledstvie na podgotovkata,
ko�to poluqih v magist�rskata programa ”Logika i algoritmi” k�m
katedrata po matematiqeska logika i prilo�eni�ta ì, Sofi�ski Uni-
versitet ”Sv. Kl. Ohridski”. Bih �elala da izka�a na�-iskrenata si
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2 UVOD

blagodarnost na vsiqki s�trudnici na katedrata za tehni� samootver�en
trud po prove�dane na lekciite i seminarite, po vreme na koito te
pokazaha gol�ma nauqna erudici� i usp�ha da demonstrirat krasotata
na serioznata matematika pred sluxatelite si.
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GLAVA 1

D�rvo na strategiite

V tazi glava we zapoznaem qitatel� s osnovnite idei na metoda na
prioriteta s izpolzvane na d�rvo na strategiite. We definirame i
n�koi osnovni pon�ti� ot teori� na izqislimostta i we v�vedem n�koi
oznaqeni�, koito we izpolzvame po- natat�k v izlo�enieto.

1. Niz, d�rvo

Neka A e linen�no naredeno mno�estvo. S A∗ we oznaqavame vsiqki
kra�ni i bezkra�ni redici ot elementi na tova mno�estvo. Elementite
na A∗ we nariqame nizove nad A. V�ve�dame line�na naredba me�du
nizovete nad A.

Definici� 1.1. Neka α i β sa nizove nad mno�estvoto A.
(1) S ∅ we oznaqavame prazni� niz.
(2) S lh(α) we oznaqavame d�l�inata na niza α.
(3) S αˆβ we oznaqavame konkatenaci�ta na dvata niza α i β.
(4) We kazvame, qe: α ⊆ β, ako s�westvuva niz γ, tak�v qe β = αˆγ.
(5) We kazvame, qe: α <L β, ako s�westvuva niz γ i elementi k1 ∈ A

i k2 ∈ A takiva, qe k1 < k2 i γˆk1 ⊆ α i γˆk2 ⊆ β.
(6) We kazvame, qe: α ≤ β, ako α <L β ili α ⊆ β.

Definici� 1.2. D�rvo we nariqame funkci� T , s oblast ot sto�nosti
Dom(T ) ⊆ A∗, i oblast ot sto�nosti Range(T ), za ko�to e v sila:

Neka α ∈ A∗ i β ∈ A∗. Ako α ⊂ β i β ∈ Dom(T ), to α ∈ Dom(T ).

Zabele�ete, qe za vs�ko d�rvo T , ∅ ∈ Dom(T ). Prazni�t niz ∅ we
nariqame koren na d�rvoto.

Bezkraen p�t v d�rvoto T we nariqame funkci�ta T � f , k�deto f e
bezkraen niz i za vs�ko estestveno qislo n, f � n ∈ Dom(T ).

2. Celta na metoda

Metod�t se izpolzva za postroenie na mno�estva, koito tr�bva da
udovletovr�t n�kakvo fiksirano mno�estvo ot iziskvani�.

Neka D e mno�estvo ot iziskvani�. Udovletor�vaneto na edno iziskvane
obiknoveno vodi do naruxavane na drugo. Za da uspeem da udovletvorim
vsiqki iziskvani� ednovremenno, tr�bva da izrabotim strategi� - ko�to
da ni kazva kak da post�pvame v razliqnite sluqai. Za celta vs�ko
iziskvane R ∈ D ima mno�estvo ot izhodi OR. Intuitivno te ni davat
v�zmo�nost da ”reagirame” po razliqen naqin, v s�otvectvie s moment-
nata sreda. Ima line�na naredba me�du vsiqki v�zmo�ni izhodi: neka
O =

⋃
R∈D OR, O e line�no naredeno.
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6 1. D_RVO NA STRATEGIITE

Definici� 1.3. D�rvo na strategiite we nariqame izqislimo d�rvo
T s Dom(T ) ⊆ O∗ i Range(T ) = D, za koeto sa v sila slednite uslovi�:

(1) Za vseki bezkraen p�t T � f v d�rvoto, Range(T � f = D).
(2) Ako α ∈ Dom(T ) i T (α) = R, to αˆo ∈ Dom(T ) za vsiqki o ∈ OR.

Neka T e d�rvo na strategiite i α ∈ Dom(T ). Ako T (α) = R, to α
nariqame R- strategi�. Vs�ka strategi� mo�e da b�de oborudvana dop�l-
nitelno s razliqni parametri. V hoda na konstrukci�ta, nie posewavame
v�zlite na d�rvoto i v zavisimost ot situaci�ta promen�me sto�nostite
na parametrite na posetenite v�zli.

3. Konstrukci�ta

Konstrukci�ta e na st�pki. Na vs�ka st�pka stroim aproksimaci�
na t�rsenoto mno�estvo. Kak toqno, zavisi ot konkretnata zadaqa. Za
celta ”obikal�me” d�rvoto na strategiite: na st�pka s, stroim niz δs s
d�l�ina s.

We kazvame, qe α e poseten na st�pka s, ako α ⊆ δs.
Obiknoveno stroim i δs na st�pki. Zapoqvame ot korena na d�rvoto:

δs � 0 = ∅ . Kogato stignem do strategi�ta δs � n, v zavisimost ot vida ì,
predpriemame n�kakvi de�stvi�, sv�rzani s udovletvor�vane na s�otvet-
noto ì iziskvane, na primer izmen�me sto�nostite na parametrite. Sled
tova rexavame kak�v we e izhod�t o ot strategi�ta δs � n. Togava
δs � (n + 1) = δs � nˆo.

We kazvame, qe α e s po- visok prioritet ot β, ako α < β. Kogato
stroim δs sqitame, qe naruxavame strategiite, koito imat po- nis�k
prioritet ot δs, no zapazvame strategiite s po- visok prioritet.

Kl�qovi�t moment v konstrukci�ta e naliqieto na taka nareqeni�
”istinski p�t”. Tova e fiksiran p�t T � f v d�rvoto na strategiite, za
ko�to sa v sila slednite dve uslovi�

(1)
∀n∃sn∀s > sn(δs 6<L f � n)

(2)

∀n
∞
∃ s(f � n ⊆ δs)

Obiknoveno za da udovletvorim dadeno iziskvane R e neobhodimo da
posetim edna konkretna R- strategi� bezkra�no mnogo p�ti, bez da �
naruxavame. P�rvoto uslovie garantira, qe vs�ka strategi� po istin-
ski� p�t we b�de naruxavana kraen bro� p�ti. A vtoroto uslovie garan-
tira, qe na bezkra�no mnogo st�pki, we posetim strategiite po istin-
ski� p�t. T�� kato poiskahme Range(T � f) = D, v kra�na smetka vsiqki
iziskvani� we b�dat udovletvoreni.

4. Oznaqeni�

Predi da prist�pim k�m il�straci� na metoda, we napravim n�koi
ugovorki sv�rzani s oznaqeni�ta.

(1) V hoda na izlo�enieto we si pozvol�vame da izpolzvame izraz
ot vida A(x), kato ekvivalenten, na po- d�lgi�: χA(x).
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(2) Kogato govorim za izqislimi funkcii, pod {e} we razbirame
funkci�ta, ko�to se izqisl�va s programa s kod e. {e}A - funkci�ta,
ko�to se izqisl�va s programa s kod e i s orakul χ(A).

Neka {e}, {e}s(x) = y oznaqava x < s, y < s i programata
zav�rxva izqislenieto si za ne poveqe ot s st�pki pri vhod x i
dava rezultat y.

Neka {e}A , {e}A
s (x) = y oznaqava x < s, y < s i programata za-

v�rxva izqislenieto si za ne poveqe ot s st�pki pri vhod x, dava
rezultat y i osven tova vsiqki obr�weni� k�m orakula, koito
sa napraveni po vreme na izqislenieto sa s argument, ko�to e
po- mal�k ot s.

(3) Kogato govorim za polurazreximo mno�estvo W s Ws we oz-
naqavame s- tata aproksimaci� na mno�estvoto W . Neka e e kod
na programa, ko�to izqisl�va poluharakteristiqnata funkci�
na W . Togava x ∈ Ws toqno togava, kogato {e}s(x) = 1.

(4) We kazvame, qe mno�estvoto A e t�ringovo svodimo k�m mno�estvoto
B i we pixem A <T B, ako χA e izqislima s programa, ko�to
izpolzva orakul B.

(5) We kazvame, qe mno�estvoto A e nomeracionno svodimo k�m mno�estvoto
B i we pixem A <e B, ako s�westvuva polurazreximo mno�estvo
Θ, takova, qe:

(x ∈ A) ⇔ ∃v(〈x, v〉 ∈ Θ ∧Dv ⊆ B)

Nie we si pozvolim da pixem 〈x,Dv〉 ∈ Θ, kato we imame predvid
〈x, v〉 ∈ Θ, k�deto v e koda na kra�noto mno�estvo Dv.

(6) Minimalna dvo�ka po otnoxenie na t�ringova svodimost nariqame
takava dvo�ka mno�estva A i B, za koito sa v sila slednite dve
uslovi�:
(a) A �T ∅ i B �T ∅.
(b) Ako C e mno�estvo takova, qe C ≤T A i C ≤T B, to C ≤T ∅.

(7) Minimalna dvo�ka po otnoxenie na nomeracionna svodimost nariqame
takava dvo�ka mno�estva Ai B, za koito sa v sila slednite dve
uslovi�:
(a) A �e ∅ i B �e ∅.
(b) Ako C e mno�estvo takova, qe C ≤e A i C ≤e B, to C ≤e ∅.

(8) Kra�na qast we nariqame kra�na funkci�, ko�to ima defini-
cionna oblast - naqalen interval i oblast ot sto�nosti mno�estvoto
{0, 1}. Obiknoveno ot��destv�vame kra�nata qast s niz nad azbukata
{0, 1}.

(9) We kazvame qe A e n-generiqno mno�estvo, ako za vs�ko Σ0
n mno�estvo

S e v sila:

∃τ ⊆ χA(τ ∈ S ∨ ∀µ ⊇ τ(µ /∈ S))

Tuk s τ i µ sme oznaqili kra�ni qasti. Ako A e 1-generiqno
mno�estvo, nie we nariqame A samo generiqno.





GLAVA 2

S�westvuvane na minimalna dvo�ka v (DT ,≤T

1. Uvod

P�rvi�t rezultat, ko�to we razgledame e na Lahlan. V�preki, qe
dokazatelstvoto e izvestno, nie sme go vkl�qili v nasto�wata diplomna
rabota s cel da il�strirame metoda, nad edna po- prosta zadaqa i da
podgotvim qitatel� za sravnitelno po- trudni� rezultat v sledvawata
glava. Ilo�enieto sledva [3]

2. Teorema na Lahlan

Teorema 2.1. S�westvuvat polurazreximi mno�estva A i B, koito
obrazuvat minimalna dvo�ka v Dt:

(1) ∅ �t A, ∅ �t B
(2) Ako s�westvuva mno�estvo C takova, qe C ≤t A i C ≤t B, to

C ≤t ∅

3. Iziskvani�ta

We stroim polurazreximi mno�estva A i B, koito da udovletvor�vat
slednite dve grupi iziskvanie:

(1) Mno�estvata A i B ne sa razreximi:
P2e : {e} 6= A
P2e+1 : {e} 6= A

(2) Ako mno�estvo C e t�ringovo svodimo ednovremenno i k�m A i
k�m B, to C e razreximo:

Ni,j: Ako {i}A = {j}B = g- totalna funkci�, to g ≤t ∅
We preobrazuvame iziskvani�ta Ni,j v po- udobna forma.

Neka fiksirame i i j i neka {i}A = {j}B = g. Neka n0 ∈ A\B. Bez
ograniqenie na obwnostta mo�em da sqitame, qe tak�v elemnt
n0 s�westvuva, ot konstrukci�ta we sledva, qe A 6= B. Neka:

{e}X(a) '

{
{i}X(a) , ako n0 ∈ X

{j}X(a) , ako n0 /∈ X

Togava ako e v sila Ne: {e}A = {e}B = g- totalna funkci�,
to g ≤t ∅, to v sila e i Ni,j : .

We razgle�dame iziskvani�ta P2e, P2e+1 i Ne.

9



10 2. S_WESTVUVANE NA MINIMALNA DVO�KA V (DT ,≤T

4. Strategii

4.1. P - strategii. Neka na st�pka s razgle�dame P2e strategi�. Za
da udovletvorim iziskvaneto P2e zadavame v�pros: s�westvuva li ele-
ment x = 〈x1, 2e〉 tak�v, qe !{e}s(x) = 0. Ako otgovor�t e ”da”, kazvame, qe
takova x e predizivkalo vnimanie i dobav�me x k�m A. We kazvame, qe
P2e e realiziralo svidetel x. Samo iziskvaneto P2e dobav� k�m A ele-
menti ot vida x = 〈x1, 2e〉, k�deto x1 e estestveno qislo. Da dopusnem, qe
{e} = χA. Togava P2e nikoga ne e realiziralo svidetel i v A n�ma nito
edin element ot vida x = 〈x1, 2e〉. Togava za vs�ko x = 〈x1, 2e〉 (χA)(x) = 0,
no {e} = χA i sledovetelno ∃s({e}s(x) = 0) - tova e protivoreqie.

Analogiqno mo�em da podhodim i k�m P2e+1 strategiite. Zadavame
v�pros: s�westvuva li element x = 〈x1, 2e + 1〉 tak�v, qe !{e}s(x) = 0. Ako
otgovor�t e ”da”, dobav�me x v B. We kazvame, qe P2e+1 e realiziralo
svidetel x.

Na pr�v pogled takava strategi� v�rxi rabota. No kakto we vidim
po- k�sno, Ne strategiite nalagat n�kakvi ograniqeni� v�rhu elemen-
tite, koito mogat da popadnat v A. Po- toqno na st�pka s, Ne- strategi�
nalaga ograniqenie ot vida r(e, s) : samo elementi x > r(e, s) mogat da se
dobav�t k�m A i B.

Ako izberem funkci�ta na ograniqeni�ta r proizvolno mo�e da se
sluqi taka: na vs�ka st�pka s da se po�v�va element x, ko�to da predi-
zvikva vnimanie za P2e, no zaedno s tova da raste i funkci�ta na ograniqeni�ta,
i da n�mame pravo da realizirame svidetel� x. Taka P2e nikoga n�ma da
se zadovoli.

Zatova we iskame dop�lnitelno ograniqenie za funkci�ta r:

∀e(liminfsr(e, s) < ω)

Definici� 2.2. liminfsr(e, s) = k ⇔

(1)
∞
∃ s(r(e, s) = k)

(2) ∀l < k(∃<∞s(r(e, s) = l))

Neka proverim, qe pri taka v�vedenoto ograniqenie iziskvani�ta P2e

otnovo we b�dat zadovoleni. Neka re = liminfs
r(e, s). Da dopusnem, qe

{e} = χA. Togava otnovo P2e nikoga ne e realiziralo svidetel i v A
n�ma nito edin element ot vida x = 〈x1, 2e〉. S�westvuva element x0 > t0
tak�v, qe (χA)(x0) = {e}(x0) = 0. Togava s�westvuva s0, takava qe za
vsiqki s > s0, {e}s(x0) = 0. Neka t0 > s0 e takava, qe r(e, t0) = r0. Togava
na st�pka t0, x0 we se realizira.

4.2. N - strategii. P�rvo we razgledame strategi�ta za zadovol�vane
samo na edno iziskvane - N0.

Definici� 2.3.

l(e, s) = (max
{
x|∀y < x(!{e}As

s (y) w!{e}Bs
s (y))

}
P�rvoto, koeto ni hrumva e da polo�im r(e, s) = l(e, s). Togava, ako

g = {0}A = {0}B, to g e izqislima. Za da smetnem g(x), t�rsim na� -
malkoto s takova, qe x < l(0, s). Togava g(x) = {0}As

s (x). Problem�t e, qe
ako {0}A = {0}B, to liminfs

r(0, s) = ω.
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Definici� 2.4. We kazvame, qe s e 0- razxir�vawa st�pka, ako s = 0
ili l(0, s) > max {l(0, t)|t < s}

Togava polagame:

r(0, s) '

{
0 , ako s e 0 - razxir�vawa
max {t|t < s, t e 0 - razxir�vawa} , ako s ne e 0 - razxir�vawa

We poka�em, qe r(0, s) ima kraen liminf .

(1) {0}A = {0}B. Togava s narastvane na s, narastva i l(0, s) i we
ima bezbro� mnogo st�pki s, koito we sa razxir�vawi. Togava
liminfsr(0, s) = 0.

(2) {0}A 6= {0}B. Togava neka x e na�- malkata im razlika. Ima s0

takava, qe za vsiqki st�pki t > s0, l(0, t) = x. Togava za vsiqki
t > s0 we imame r(0, t) = r(0, s0) i sledovatelno liminfsr(0, s) =
r(0, s0).

Sega da vidim, dali pri tozi izbor na ograniqavawata funkci� mo�em
da zadovolim N0. Neka {0}A = {0}B = g i g e totalna. Za da smetnem g(x),
namirame na�- malkoto s takova, qe l(0, s) > x. Takova s ima, zawoto l(0, s)
narastva s narastvaneto na s.

Neka {0}As
s (x) = {0}Bs

s (x) = y i r(0, s) = rx.

(1) Ako r(0, s) = 0, togava s e razxir�vawa st�pka i na st�pki t :
s < t < s1 imame r(0, t) = s, k�deto s1 e sledvawata razxir�vawa
st�pka. Sledovtelno za takiva st�pki t, za koito s < t < s1

izqislenieto se zapazva : {0}At
t (x) = {0}Bt

t (x) = y. Na st�pka
s1 mo�em da dobavim samo edin element k�m samo edno ot dvete
mno�estva. Taka na st�pka s1 imame {0}As1

s1 (x) = y ili {0}Bs1
s1 (x) =

y. Za t : s1 < t < s2, k�deto s2 e sledvawoto razxir�vawo
s�sto�nie r(0, t) = s1 > s i otnovo {0}As1

s1 (x) = y ili {0}Bs1
s1 (x) =

y. Na st�pka s2 imame narastvane na l(0, s2) i sledovatelno
{0}As2

s2 (x) = {0}Bs2
s2 (x) = y. Taka v kra�na smetka poluqavame

{0}A(x) = {0}B(x) = g(x) = y.
(2) r(0, s) 6= 0 togava r(0, s) = s0, k�deto s0 < s e prednoto razxir�vawo

s�sto�nie. Imame x < l(0, s) < l(0, s0), koeto protivoreqi s izb-
ora na s kato p�rva st�pka, na ko�to x < l(0, s).

Izhod ot N0 - strategi� na st�pka s we b�de r(0, s).
Obobwavaneto k�m poveqe strategii e lesno.
Neka α e Ne strategi�. We kazvame, qe t e α- st�pka, ako α e poseten

na st�pka t.

l(α, s) = l(e, s))

m(α, s) = max {l(α, t)|t < s i t e α st�pka}

Definici� 2.5. Edna st�pka t nariqame α- razxir�vawa, ako t = 0
ili m(α, t) < l(α, t)
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r(α, s) '

{
0 , ako s e α- razxir�vawa
max[t < s, t e α- razxir�vawa] , ako s ne eα- razxir�vawa

Zabel�zvame, qe r(α, s) e definirana i za st�pki s, na koito α ne
e poseten. Izhod ot strategi�ta α, posetena na st�pka s, we b�de o =
max(r(β, s)|β ≤ α).

5. Konstrukci�ta

D�rvoto na strategiite T ima Dom(T ) = ω∗. V�zlite sa mu etiketi-
rani s Ne iziskvani�, kato T (α) = Nlh(α). Taka definirano T izp�ln�va
uslovi�ta koito poiskahme za d�rvo na strategiite.

Kakto veqe otbel�zahme na vs�ka st�pka s stroim As, Bs i niz δs nad
azbukata ω.

A0 = B0 = ∅, δ0 = ∅.
Neka sme postroili As, Bs i δs. Neka osven tova za vs�ko e < s sme

definirali r(e, s)
(1) We kazvame, qe P2e predizivkva vnimanie na st�pka s, ako 2e < s

i:
(a) Ne s�westvuva x = 〈x1, 2e〉 takova, qe {e}s(x) = 0 i x ∈ As. S

drugi dumi P2e owe ne e realiziralo niko� element.
(b) S�westvuva x = 〈x1, 2e〉 takova, qe {e}s(x) = 0 i x > r(2e, s).

Namirame na�- malkoto i takova, qe Pi predizvikva vnimanie.
Namirame na� - malkoto x, koeto predizvikva vniamnie za Pi

i udovletvor�va vtoroto uslovie. Ako nikoe P - iziskvane ne
predizvika vnimanie, polagame As+1 = As, Bs+1 = Bs. Ako i = 2e,
to As+1 = As ∪ {x}, Bs+1 = Bs. Ako i = 2e + 1 - As+1 = As,
Bs+1 = Bs ∪ {x}

(2) Postro�vame δs+1. S indukci�, za vs�ko n < s + 1 we opredelim
δs(n).

Neka sme opredelili δs+1 � n . Togava δs+1(n) = o, k�deto o e
izhod�t ot srategi�ta δs+1 � n.

r(n + 1, s + 1) = o, i ot tuk zabel�zvame, qe r e monotonno
rast�wa po p�rvi� si argument. Osven tova, ako α < f � n + 1,
to r(α, s + 1) ≤ r(f � n + 1, s + 1) = o.

6. Istinski� p�t

Lema 2.6. S�westvuva bezkraen niz ot simvoli f nad azbukata ω, za
ko�to sa v sila slednite uslovi�:

(1) ∀n∃sn∀s > sn(δs 6<L f)

(2) ∀n
∞
∃ sn(f � n ⊆ δs)

Dokazatelstvo. We postroim f(n) s indukci� po n.
Neka n = 0. Znaem, qe na vs�ka st�pka s δs(0) = r(∅, s). Ako s e ∅-

razxir�vawa, to δs(0) = 0. Inaqe δs(0) = s0, k�deto s0 e na�- gol�mata
st�pka takva, qe s0 < s i s0 e ∅- razxir�vawa.

Ako {0}A = {0}B, togava s narastvane na s narastva i l(e, s). Sle-
dovatelno ima bezkra�no mnogo st�pki s, koito sa ∅- razxir�vawi i
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za koito δs(0) = 0. Ne e v�zmo�no da minem vl�vo ot niz�t 0. Togava
polagame f(0) = 0 i dvete uslovi� sa izp�lneni.

Ako {0}A 6= {0}B,to neka x e na� - malkata im razlika. S�westvuva
st�pka s, takava qe l(0, s) = x i za vsiqki st�pki t > s, l(0, t) = x. Togava
n�ma st�pki t > s, koito sa ∅- razxir�vawi i za vsiqki t > s e v sila
r(0, t) = r(0, s), δs(0) = r(0, s) i n�ma kak da minem v l�vo ot tozi niz.
Polagame f(0) = r(0, s) i dvete uslovi� sa izp�lneni.

Neka sme postroili f � n = fn taka, qe da sa v sila dvete uslovi�.
We definirame f(n).

Znaem, qe fn e s d�l�ina n i e sledovatelno Nn- strategi�
Ako {n}A = {n}B, togava s narastvane na st�pkata s, we raste i

l(fn, s) = l(n, s). Imame bezbro� mnogo st�pki, na koito posewavame fn,
sledovatelno we imame bezbro� mnogo fn- razxir�vawi st�pki izme�du
t�h. Polagame f(n) = 0. Za s > sn,imame δs 6<L fn, a sledovatelno i
δs 6<L fn+1 = fnˆ0. Taka tn+1 = tn. V sila sa i dvete uslovi�.

Ako {n}A 6= {n}B,to neka x e na� - malkata im razlika. S�westvuva
st�pka s′, takava qe l(fn, s′) = x i za vsiqki st�pki t > s′, l(fn, t) = x.
Togava n�ma st�pki t > s′, koito sa fn- razxir�vawi i za vsiqki t > s′,
na koito e dost�pen fn e v sila r(fn, t) = max(r(fn, s′), f(n − 1)), δt(n) =
max(r(fn, s′), f(n − 1)) i n�ma kak da minem v l�vo ot tozi niz na st�pki
t > sn+1 = max(s′.sn) . Polagame f(n) = max(r(fn, s′), f(n − 1)) i dvete
uslovi� sa izp�lneni.

�

7. Udovletvorenost na iziskvani�ta

Lema 2.7. Vs�ko iziskvane Pi se zadovol�va.

Dokazatelstvo. Ako Pi predizvika vnimanie i realizira svidetel,
to ot vtoroto uslovie, pri koeto Pi predizvikva vnimnie, sledva, qe Pi

e zadovoleno. Ot p�rvoto uslovie sledva, qe v tak�v sluqa� Pi nikoga
poveqe n�ma da predizvika vnimanie. Da dopusnem, qe ima iziskvane
Pi, koeto ne e zadovoleno i da vzemem tova s na� - mal�k nomer. Bez
ogrzniqenie na obwnostta i = 2e. A = {e}, i P2e ne e realiziralo svide-
tel, sledovatelno v A n�ma elementi ot vida x = 〈x1, 2e〉. Neka x = 〈x1, 2e〉
e tak�v, qe x > f(2e). A(x) = 0, sledovtelno {e}(x) = 0, znaqi ima st�pka
s1 takava, qe {e}s1(x) = 0.

Neka s∗ e st�pka tolkova gol�ma, qe:
(1) s∗ > s1

(2) Vsiqki iziskvani� Pi s i < 2e, koito n�koga predizvikvat vni-
manie, veqe sa predizvikali vnimanie.

(3) s∗ > s2e, k�deto s2e e st�pkata ot lemata za istinski� p�t.
(4) Na st�pka s∗, sme po posetili f � (2e + 1).

Na st�pka s∗ + 1, nikoe Pi s i < 2e ne predizvikva vnimanie, a P2e

predizvikva vniamnie. S�glasno konstrukci�ta element ot vida x′ =
〈x′1, 2e〉 we popadne v As+1 ⊆ A. Stignahme do protivoreqie, sledovatelno
vsiqki P - iziskvani� sa zadovovleni.

�

Lema 2.8. Vs�ko Ne iziskvane e udovletvoreno.
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Dokazatelstvo. Neka fiksirame e. I neka {e}A = {e}B = g - totalna.
Togava s narastvane na s, narastva i l(e, s) i ima bezbro� mnogo f � e -
razxir�vawi st�pki. Za da presmetnem g(x), namirame st�pka s∗ takava,
qe da sa vsila :

(1) s∗ > se, k�deto se e st�pkata ot lemata za istinski� p�t
(2) Vsiqki iziskvani� Pi s i ≤ e, koito n�koga predizvikvat vni-

amnie, veqe sa predizvikali vnimanie.
(3) x < l(e, s∗).
(4) s∗ e f � e razxir�vawa.

Togava tv�rdim, qe gx = {e}As∗
s∗ (x). Naistina x < l(e, s∗) i sledovatelno

{e}As∗
s∗ (x) = {e}Bs∗

s∗ (x) = y. Na vs�ka st�pka t > s∗ imame {e}As∗
s∗ (x) = y ili

{e}Bs∗
s∗ (x) = y. Na st�pka s∗ imame i dvete. Neka tv�rdenieto e v�rno

za t ≥ s∗, da razgleame st�pka t + 1. Ako t ne e f � e razxir�vawa, ele-
mentite koito mogat da popadnat v A i B sa svideteli na iziskvani� Pi

s i > e. Sledovtelno te spazvat iziskvaneto r(i, t) ≥ r(e, t) ≥ s∗. Togava
ako {e}At

t (x) = y, to i {e}At+1
t+1 (x) = y, i s�otvetno ako {e}Bt

t (x) = y, to i
{e}Bt+1

t+1 (x) = y. Ako t e f � e razxir�vawa, to na st�pka l(e, s∗) ≤ l(e, t)
i sledovatelno {e}At

t (x) = {e}Bt
t (x) = y. Na st�pka t + 1 dobav�me edin

edinstven element k�m edno ot dvete mno�estva. Ako dobav�me element
k�m A, to {e}Bt+1

t+1 (x) = y. Ako dobav�me element k�m B, to {e}At+1
t+1 (x) = y.

Togava {e}A(x) = {e}B(x) = y. Ako dopusnem, qe {e}A(x) = {e}B(x) 6= y,
to we ima dostat�qno gol�ma st�pka t, na ko�to {e}At

t (x) 6= y i {e}Bt
t (x) 6= y,

a nie dokazahma, qe tova ne se sluqva. Taka g se okaza izislima. �



GLAVA 3

S�westvuvane na generiqno mno�estvo, koeto ne
ograniqava minimalna dvo�ka

V tazi glava we razgledame edna po- slo�na konstrukci�. Slo�nostta
liqi naprimer ot mno�estvoto, koeto we iskame da postroim. V dokaza-
telstvoto na teoremata na Lahlan postroihme polurazreximi mno�estva,
dokato tuk we stroim istinsko Σ2 mno�estvo.

V svo�ta rabota [1], Kupste�k dokazva, qe vs�ko 2-generiqno mno�estvo
ograniqava minimalna dvo�ka. V s�wata rabota t� za�v�va, qe s�west-
vuva 1-generiqno mno�estvo, koeto ne ograniqava minimalna dvo�ka. Dokaza-
telstvo na tova tv�rdenie, ne se po�v�va do stati�ta [2] na B. Kuper i
dr. V ne� se tv�rdi, qe s metod podoben na tozi, s ko�to e dokazana
teoremata za s�westvuvane na Σ0

2 mno�estvo, koeto ne ograniqava min-
imalna dvo�ka, mo�e da se postroi i t�rsenoto generiqno mno�estvo,
koeto ne ograniqava minimalna dvo�ka. Tuk we predstavim podrobno
dokazatelstvo na tova tv�rdenie.

Teorema 3.1. S�westvuva generiqno mno�estvo A , koeto ne ograniqava
minimalna dvo�ka v polurexetkata na nomeracionnite stepeni.

1. Iziskvani�ta

Mno�estvoto A, koeto we stroim tr�bva da udovletvor�va slednite
dve grupi iziskvani�:

(1) A e generiqno, sledovatelno za vs�ko polurazreximo mno�estvo
W we imame iziskvaneto:

GW : ∃τ ⊆ χA(τ ∈ W ∨ ∀µ ⊇ τ(µ /∈ W )),

k�deto s τ i µ sme oznaqili kra�ni qasti.
S ReqG we oznaqim mno�estvoto ot vsev�zmo�nite GW iziskvani�.

(2) A ne ograniqava minimalna dvo�ka, sledovatelno za vs�ko dvo�ka
polurazreximi mno�estva Θ0 i Θ1 we iskame:

RΘ0Θ1 : Θ0(A) = X − r.e. ∨Θ1(A) = Y − r.e.∨

∨∃Φ0 − r.e.Φ1 − r.e.((Φ0(X) = Φ1(Y ) = D) ∧ ∀W − r.e.(W 6= D))
S ReqR we oznaqim mno�estvoto ot vsev�zmo�nite RΘ0Θ1

iziskvani�.
Neka za vs�ko iziskvane RΘ0Θ1 sme s�postavili X = Θ0(A),

Y = Θ1(A) i polurazreximi mno�estva Φ0 i Φ1. Togava mo�em da
izrazim vs�ko iziskvane RΘ0Θ1 , kato ednovremenno udovletvor�vane
na slednite podiziskvani� SW po vsiqki polurazreximi mno�estva
W :

15
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SW : (X − r.e ∨ Y − r.e. ∨ (Φ0(X) = Φ1(Y ) = D ∧ ∃d(W (D) 6= D(d))))

S ReqS
RΘ0Θ1 we oznaqim mno�estvoto ot vsev�zmo�nite SW

podiziskvani� na RΘ0Θ1 .

2. D�rvo na strategiite

We dadem obw plan na de�stvi�ta, koito we izv�rxvame, za da udovletvorim
iziskvani�ta. Posle we se sprem podrobno na vseki vid strategi�. Kakto
veqe otbel�zahme, we stroim d�rvo na strategiite T , s Dom(T ) = O∗,
k�deto O e mno�estvoto ot vsev�zmo�nite izhodi ot razliqnite vidove
strategii. Za tova p�rvo tr�bva da si iz�snim kakvi sa te i kakva e
naredbata me�du t�h.

(1) Neka γ e GW -strategi�. De�stvi�ta, koito izv�rxva γ sa sled-
nite:
(a) γ izbira kra�na qast λγ, po pravila, koito osigur�vat s�v-

mestimost s�s strategiite s po- visok prioritet.
(b) Ako ima kra�na qast µ, za ko�to λγˆµ ∈ W , to γ zapomn� na�

- k�sata takava kra�na qast - µγ, i ima izhod 0. Ako n�ma
takava kra�na qast, µγ = ∅, to izhod�t e 1. Naredbata na
dvata izhoda e 0 < 1. Strategi�ta e peqelivxa ako osigurim
λγˆµγ ⊆ A.

(2) Neka α e RΘ0Θ1- strategi�. T� e kato ma�ka strategi� za vsiqki
svoi podstrategii - gri�i se za pravilnata im rabota. Sqitame
qe na nivo α se stro�t mno�estvata Φ0 i Φ1, koito se izpolzvat
v udovletvor�vaneto na s�otvetnoto iziskvane. Te sa obwi za
vsiqki podstrategii na α.

(3) Neka β e SW - strategi�. T� e podstrategi� ne edna fiksirana
RΘ0Θ1- strategi� - α, kato we iskame α ⊂ β. De�stvi�ta koito
izv�rxva β sa slednite:
(a) P�rvo se opitva da napravi mno�estvoto X polurazreximo.

Za celta stroi mno�estvo U , koeto da se oka�e ravno na X.
Na vs�ka st�pka dobav� elementi k�m U i sledi dali ne se
e poluqila grexka. Dokato ne se poluqi grexka ima izhod
∞X .

(b) Ako se e poluqila grexka, to n�ko� element, za ko�to sme
smetnali, qe we se oka�e v X, e izl�z�l izv�n X. Ne
mo�em da popravim grexkata, zawoto iskame U da e polu-
razreximo. Sledovatelno k�m nego mo�em samo da dobav�me,
no ne i da izva�dame elementi. V tak�v sluqa� se otkaz-
vame ot �elanieto si da pravim mno�estvoto X polurazrex-
imo, namirame na�- malkata grexka k ∈ U\X i s�stav�me
mno�estvo Ek, koeto we nariqame agitator za k, s�s sled-
noto svo�stvo: k ∈ X ⇔ Ek ⊆ A. Zapoqvame da se opitvame
da napravim mno�estvoto Y polurazreximo - kato stroim
mno�estvo Vk, koeto iskame da se oka�e ravno na Y . Izv�rx-
vame podobni de�stvi�, kato ednovremenno s tova sledim,
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dali agitatora za k vse owe ima iskanoto svo�stvo. Dokato
n�ma grexka v Vk imame izhod 〈∞Y , k〉.

(v) Ako namerim grexka i v Vk, izbirame na�- malkata grexka
l ∈ Vk\Y i s�stav�me mno�estvo F k

l - agitator za l s�s
svo�stvoto: l ∈ Y ⇔ F k

l ⊆ A. Sega sme v situaci�, v ko�to
imame izvesten kontrol nad mno�estvata X i Y . Kogato
poiskame mo�em da vkarvame i izkarvame k i l s�otvetno
ot X i Y . Sledovatelno ako imame aksiomi 〈d, {k}〉 ∈ Φ0

i 〈d, {l}〉 ∈ Φ1, za n�ko� element d, to mo�em da vkarvame i
izkravame d ot D. Otkazvame se da pravim Y polurazreximo
i se obr�wame k�m postro�vane na razlika me�du W i D.
Ako d ∈ W\D imame izhod 〈l, k〉. Ako d ∈ D\W imame izhod
d0.
Taka v�zmo�nite izhodi ot SW - strategiite sa:

∞X < T0 < T1 < · · · < Tk < · · · < d0,

k�deto s Tk sme oznaqili slednata grupa izhodi:

〈∞Y , k〉 < 〈0, k〉 < 〈1, k〉 < · · · < 〈l, k〉 < . . .

Gotovi sme da definirame d�rvoto na strategiite. Tova e izqislima
funkci� T s Dom(T ) = {0, 1,∞X , 〈∞Y , k〉, 〈l, k〉, d0|k, l ∈ N} i Range(T ) =
ReqG ∪ReqR ∪ (

⋃
R∈ReqR

ReqS
R), za ko�to sa v sila slednite uslovi�:

(1) Za vseki p�t f v T imame Range(T � f) = Range(T ).
(2) Ako α ∈ Dom(T ) i T (α) ∈ ReqR , to αˆ0 ∈ Dom(T ).
(3) Ako γ ∈ Dom(T ) i T (γ) ∈ ReqG , to γˆo ∈ Dom(T ), k�deto o ∈ {0, 1}.
(4) Ako β ∈ Dom(T ) i T (β) ∈ ReqS

R , to γˆo ∈ Dom(T ), k�deto o ∈
{∞X , 〈∞Y , k〉, 〈k, l〉, d0|k, l ∈ N}.

(5) Ako α ∈ Dom(T ) e R-strategi�, to za vs�ko podiziskvane SW ima
SW -strategi� β ∈ Dom(T ),podstrategi� na α takava, qe α ⊂ β.

(6) Ako β e SW -strategi�, podstrategi� na α, to pod βˆ∞X i β 〈̂∞Y , k〉
ne se srewat drugi podstrategii na α.

Taka na vs�ka st�pka s we stroim mno�estvo As – aproksimaci� na A
i niz δs s d�l�ina s. Na vseki poseten v�zel δ ⊆ δs s d�l�ina n ≤ s we
s�postav�me mno�estvo An

s , kato As = As
s. V kra�na smetka mno�estvoto A

se s�stoi ot tezi elementi a, za koito ima st�pka ta, takava qe ∀t > ta(a ∈
At). Zaedno s tova na vs�ka st�pka s we stroim s-tata aproksimaci� na
polurazreximite mno�estva (W,Θ0,Θ1), koito sme srewnali do momenta
v konstrukci�ta.

3. Vzaimode�stvie me�du strategiite

Za da ob�snim neobhodimostta ot n�koi opredeleni elementi na sre-
data na razliqnite strategii, we ni se nalo�i da razgledame n�koi
konkretni situacii, v koito dve strategii si vzaimode�stvat. Za da
mo�em da postignem izobwo n�kakva organizaci� me�du razliqnite vi-
dove strategii we izpolzvame globalen paramet�r - bro�q b, qi�to sto�nost
v�v vseki moment we e gorna granica na izpolzvanite do momenta ele-
menti.
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(1) Da razgledame vzaimode�stvieto me�du edna SW -strategi� β
i edna GW -strategi� γ. Interesnite sluqai sa γ ⊇ βˆ∞X i
analogiqni�t mu γ ⊇ β 〈̂∞Y , k〉. Neka γ ⊇ βˆ∞X . Kogato pose-
wavame β, dobav�me element k k�m mno�estvoto U . Za nego ima
aksioma 〈k, E′〉 i v momenta na posewenie na β imame E′ ⊆ A.
V�zmo�no e owe na s�wata st�pka γ da izbere prod�l�avaw
niz µγ, ko�to da izvadi izv�n A element ot E′. Ako na tazi
st�pka n�ma druga aksioma za k v s�otvetnata aproksimaci� na
Θ0, poluqavame grexka v U . Sledvawi� p�t, kogato posetim β,
we otkriem tazi grexka, we izberem agitator za k i we minem v
d�sno. Na po- k�sen etap e v�zmo�no v Θ0 da se po�vi nova ak-
sioma za k. Togava v U veqe n�ma da ima grexka i we se v�rnem
k�m opitite si da napravim X polurazreximo. No togava n�ko�
nova GW -strategi� γ1 ⊇ γ mo�e da otkrie prod�l�avaw niz µγ1

i da poluqim s�wata grexka k za U . Ako tozi proces prod�l�i
da se povtar� v tozi cik�l - nie vse we zalagame na tova, qe
X = U , no v kra�na smetka we imame k /∈ X – X 6= U , i n�ma
da sme udovletvorili iziskvaneto SW . Za celta tr�bva da os-
igurim n�kakva stabilnost na elementite, koito popadat v U .
Taka v�znikva ide�ta za prilagane na dadena aksioma. Kogato
prilagame aksioma 〈k, E′〉 – promen�me globalni� bro�q b, taka
qe da otqita i elementite na E′ i se otkazvame ot n�koi strate-
gii, koito biha mogli da naruxat validnostta na aksiomata.
Procesa na otkazvane we nariqame inicializaci� na strategi-
ite. Na�- obwo inicializaci� na dadena strategi� oznaqava,
qe vsiqki sto�nosti na parametrite, koito sme s�postavili na
konkretnata strategi� pridobivat n�kakvi otnapred fiksirani
naqalni sto�nosti. P�rvoto, koeto ni hrumva, e da inicial-
izirame vsiqki strategii δ ⊇ βˆ∞X . Togava izb�gvame po�vata
na grexki izobwo. No ako mno�estvoto X e bezkra�no, nikoga
n�ma da dadem xans na tezi strategii δ ⊇ βˆ∞X da se udovletvor�t,
zawoto vinagi we se otkazvame ot t�h pri inicializiaci�. Razrex-
avaneto na tozi konflikt se krie v pon�tieto lokalen prioritet.
Vs�ka GW - strategi� γ ⊇ βˆ∞X we ima konkreten lokalen prior-
itet otnosno β. Kogato prilagame aksioma 〈k,E′〉, we inicial-
izirame samo onezi strategii γ, koito imat po- nis�k lokalen
prioritet ot k. Taka s narastvane na st�pkata, we narastva
i goleminata na elementite, koito popadat v U i we narastva
bro�t na GW - strategiite, koito pazim pri prilagane na s�otvet-
nite aksiomi. V kra�na smetka vsiqki strategii we imat v�z-
mo�nost da udovletvor�t s�otvetnite im iziskvani�.

(2) Sega we razgledame vzaimode�stvieto me�du dve SW strategii
β i β1. Otnovo interesen sluqa� e β1 ⊇ βˆ∞X . I taka neka
β1 ⊇ βˆ∞X , neka β1 e podstrategi� na α1 i α1 ⊂ β. Kakto
we se vidi ot konstrukci�ta v mno�estvata agitatori popadat
samo elementi, koito na prednoto posewenie na s�otvetnata SW

strategi� sa bili izv�n A. V�zmo�no e β1 da izbere agitatori
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Ek1 i F k1
l1

, koito da izvadi izv�n A. Pri sledvawoto posewe-
nie β da poiska da formira svoi agitatori koito da s�d�r�at
elementi ot agitatorite Ek1 i F k1

l1
na β1, kato s tova da predi-

zvika grexka v mno�estvata Φα1
0 i Φα1

1 . Po- toqno mo�em da
zagubim ravenstvoto Φα1

0 (X) = Φα1
1 (Y ). Razbira se, ako pose-

tim β1 otnovo - t� we s�umee da se spravi s�s situaci�ta i da
popravi grexkata. No v�zmo�no e β1 poveqe nikoga da ne b�de
posetena. Togava grexkata mo�e da ostane ne popravena. Za
celta predpriemame dve de�stvi�. P�rvo, izbirame mno�est-
vata agitatori po- vnimatelno: zaedno s neobhodimite elementi
za svo�stvoto na agitatora, dobav�me i vsiqki elementi na agi-
tatori, koito sa bili izbrani i izv�n A na predixnata st�pka.
Taka predotvrat�vame v�zmo�nostta agitator�t na β da izvadi
na primer samo elementi ot mno�estvoto Ek1 i s tova da poluqim
d1 /∈ Φα1

0 (X) i d1 ∈ Φα1
1 (Y ). V�zmo�no e obaqe na po - k�sna st�pka

v s�otvetnite aproksimacii na Θα1
0 i Θα1

1 da se po�vi novi ak-
sioma, zaradi ko�to n�ko� ot agitatorite da zagubi iskanoto
mu svo�stvo i otnovo da poluqim razlika v Φα1

0 (X) i Φα1
1 (Y ). Za

tova s�s strategi�ta α1 we sv�r�em nov paramet�r - spis�ka
Watchedα1 , v ko�to we zapisvame neobhodimata informaci� za
strategi�ta β1, v momenta, v ko�to t� e zagubila kontrol nad
elementite na agitatorite si. Sega α1 sledi mno�estvata Θα1

0

i Θα1
1 i predotvrat�va vs�kakvi grexki.

4. Sredata

Neka owe vedn�� se sprem na strategiite po- otdelno i fiksirame
sredata im - parametrite, koito sv�rzvame s t�h.

(1) Neka γ e GW -strategi�. λγ e kra�na qast, ko�to se izbira v
s�otvectvi s�s strategiite s po- visok prioritet. µγ - e razxir�vawa
kra�na qast. Za oprost�vane na izlo�enieto we v�vedem i dop�l-
nitelen paramet�r χγ, ko�to e konkatenaci�ta na λγ i µγ.

Pri inicializiaci� na γ, χγ = λγ = µγ = ∅.. Inicializirat
se i vsiqki strategii δ takiva, qe delta ⊃ γ.

(2) Neka α e R-strategi�. T� ima edinstven paramet�r - spis�ka
Watchedα, ko�to s�d�r�a zapisi s�s slednata struktura: 〈β :
〈Ek, F k

l , E〉, d〉, k�deto β e podstrategi�ta na α, ko�to e nabl�davana,
Ek i F k

l sa agitatorite, E e dop�lnitelno mno�estvo, koeto ima
otnoxenie k�m validnostta na agitatorite, a d e svidetel�t -
element�t pri ko�to bi mogla da se po�vi grexka.

Pri inicializiaci� Watchedα = ∅
(3) Neka β e SW -strategi�. Tozi vid strategii imat na� - mnogo

parametri:
Edna promenliva o− pazi informaci� za tova kak�v e bil

izhod�t ot strategi�ta pri poslednoto ì posewenie. St�pkata,
na ko�to β e bil poseten za posledno se pomni v t−.

Imame mno�estvo U i s�otvetno mno�estvo U. Za vseki el-
ement k ∈ U ima zapis v U – aksiomata 〈k,E′〉, ko�to sqitame za
validna v momenta. Imame izqislima biekci� σ : Γ → N, k�deto
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Γ =
{
γ −GW strategii |γ ⊇ βˆ∞X

}
. γ ⊇ βˆ∞X ima lokalen pri-

oritet σ(γ) spr�mo β.
Analogiqno za vs�ko k ∈ N imame dvo�ki mno�estva VK i

Vk.Za vseki element l ∈ Vk ima zapis v Vk – aksiomata 〈l, F ′〉,
ko�to sqitame za validna v momenta. Imame izqislima biekci�
σk : Γk → N, k�deto Γk =

{
γ −GW strategii |γ ⊇ β 〈̂∞Y , k〉

}
. γ ⊇

β 〈̂∞Y , k〉 ima lokalen prioritet σk(γ) spr�mo β.
V n�koi momenti ot konstrukci�ta imame agitatori Ek i F k

l

i svidetel d.
Pri inicializiaci� o− = ∞X , U = ∅, za vs�ko k, Vk = ∅.

S�wo Ek = ∅ i F k
l = ∅ za vsiqki k ∈ N i l ∈ N. Svidetel�t d

stava nedefiniran.

5. Konstrukci�

Kakto veqe otbel�zahme, na vs�ka st�pka s stroim mno�estvo As, niz
δs s d�l�ina s. Tozi proces e posledovatelen - s indukci� po n we
postroim s�otvetno δs � n, An

s , bn
s i we opixem kak se promen� sredata na

posetenite v�zli na d�rvoto.
V naqaloto vsiqki v�zli na d�rvoto sa inicializirani, b0 = 0, δ0 =

∅.
Neka sme postroili δn

s , An
s i bn

s .
Strategi�ta δn

s izp�ln�va n�kakvi de�stvi� i ima izhod o. Togava
δn+1
s = δn

s ˆo.

I. δn
s e GW strategi� γ.

bn+1
s = bn

s .
(a) Ako γ e bila inicializirana na n�ko� st�pka sled posled-

noto ì posewenie, λγ = ∅. Togava definirame λγ taka: λγ e
niz s d�l�ina bn

s + 1 i

λγ(a) '

{
0 , ako a ∈ Eδ

s

1 , inaqe.

bn+1
s = bn+1

s + 1
(b) Proveri dali: ∃µ( λγˆµ ∈ W ). Ako otgovor�t e ”NE”, to-

gava: χγ = λγ, An+1
s = An

s , vsiqki elementi, za koito χγ(a) = 1
sa ograniqeni ot γ v A, izhod�t o = 1.
Ako otgovor�t e ”DA”, togava µγ = na� - malkoto µ, takova
qe λγˆµ ∈ W . χγ = λγˆµγ . bn+1

s = max(bn+1
s , lh(χγ +1)). Vsiqki

a ∈ Dom(χγ) i χγ(a) = 1 sa ograniqeni v A ot γ. Vsiqki
a ∈ Dom(χγ) i a ≥ lh(λγ) i χγ(a) = 0 sa ograniqeni izv�n A
ot γ. An+1

s = An+1
s \ {a| e ograniqeno izv�n A ot γ}, izhod�t

o = 0.
II. δn

s e R strategi� α.
Togava skanirame vsiqki podstrategii β , za koito ima zapis

v spis�ka Watchedα.
Neka 〈β, E,Ek, F k

l , d〉 ∈ Watchedα. Proveri dali ima aksioma
ot vida 〈k, E′〉 ∈ Θ0, takava qe E′ ∩ (E ∪ Ek) = ∅ ili 〈l, F ′〉 ∈
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Θ1, takava qe F ′ ∩ (E ∪ Ek ∪ F k
l ) = ∅. Ako ima takava aksioma

kancelira� d : Φ0 = Φ0 ∪ 〈d, ∅〉, Φ1 = Φ0 ∪ 〈d, ∅〉.
An+1

s = An
s , o = 0.

III. δn
s e SW strategi� β, podstrategi� na α .

P�rvo prover�vame, dali ima zapis za β v spis�ka Watchedα

i iztrivame zapisa ako tak�v ima.
bn+1
s = bn

s

Izhod�t ot strategi�ta δn
s zavisi ot tova, kak�v e bil to�

na prednata st�pka s−, kogato sme posetili β.
(1) Izhod�t o− e < l, k >. Togava imame izbrani agitatori - Ek

i F k
l i svidetel d. Prover�vame dali ima aksioma ot vida

〈k, E′〉 ∈ Θ0, takava qe E′ ∩ (E ∪ Ek) = ∅
a. Ako ima: Kancelirame d, Vk = ∅. Zamen�me zapisa

za k v U s 〈k, E′〉.
Prilagame aksiomata 〈k,E′〉:
(A) bn+1

s = max(bn+1
s ,max(E′) + 1)

(B) Inicializirame vsiqki γ ⊇ βˆ∞X , koito imat
po- nis�k lokalen prioritet ot k.

Vsiqki element a ∈ Ek∪F k
l spirat da b�dat ograniqa-

vani ot β.
An+1

s = An
s , o = βˆ∞X

Ako n�ma:
Prover�vame dali ima aksioma ot vida 〈l, F ′〉 ∈ Θ1,
takava qe F ′ ∩ (E ∪ Ek ∪ F k

l ) = ∅.
b. Ako ima: Kancelirame d. Zamen�me zapisa za l v Vk

s 〈l, F ′〉.
Prilagame aksiomata 〈l, F ′〉:
(A) bn+1

s = max(bn+1
s ,max(F ′) + 1)

(B) Inicializirame vsiqki γ ⊇ βˆ < ∞Y , k >, koito
imat po- nis�k lokalen prioritet ot 〈l, k〉.

Vsiqki element a ∈ F k
l spirat da b�dat ograniqa-

vani ot β.
An+1

s = An
s \Ek, o = βˆ < ∞Y , k >

v. Ako n�ma:
Togava agitatorite vse owe sa validni.
An+1

s = An
s \(Ek ∪ F k

l ) , o =< l, k >
(2) Izhod�t o− e ∞X

a. Neka k0 e na�- malkoto k ∈ X\U . Tuk X = Θs
0(A

n
s ).

Ako ima takova, to ima i aksioma 〈k0, E
′〉 ∈ Θs

0 s
E′ ⊆ An

s . Togava U = U ∪ {k0} i U = U ∪ {< k0, E
′ >}.

b. Posledovatelno skanirame elementite na U , dokato
izqerpim vsiqki ili srewnem element ko�to predi-
zvikva vnimanie.

Definici� 3.2. We kazvame, qe edna aksioma 〈k, E′〉 ∈
Θ0 e prilo�ima, ako sa v sila slednite dve uslovi�:
1. E′ ∩ Eβ

s = ∅
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2. Neka Γ e mno�estvoto ot teza a, koito sa ograniqeni
izv�n A ot GW strategii γ s γ ⊆ βˆ∞X , koito sa s
po - visok prioritet ot k.
Neka Out1β

s = Γ\As−.
Togava E′ ∩Out1s = ∅.

Element k ∈ U predizvikva vnimanie, ako za nego
n�ma prilo�ima aksioma.
Neka v momenta razgle�dame element�t k ∈ U .
A. Ako k ne predizvikva vnimanie, namirame prilo�ima

aksioma za k - 〈k,E′〉, s minimalen maksimalen
element. Ako zapisa za k v U e razliqen, za-
men�me go s 〈k, E′〉. Ako aksiomata 〈k,E′〉 ne e
prilo�ena, prilagame �.
Ako nikoe k ne predizvika vnimanie, to: An+1

s =
An

s , o = ∞X .
B. Ako namerim n�koe k, koeto predizvikva vni-

manie, izv�rxvame slednite de�stvi�:
1.Razgle�dame vsiqki strategii
β′ ∈ O1 = {β′|β′ ⊇ βˆ∞X

∧
β′ˆ < ∞Y , k′ >⊆ δs−}

β′ e posetena na st�pka s− i za ne� e definiran
agitator Ek′ . Togava neka Eβ′ = Eβ

β′∪E′
k, k�deto

Eβ
β′ = Eβ′

s−\E
β
s− - tova sa elementite, koito sa

ograniqeni izv�n A ot strategii koito se nami-
rat pod β, no nad β′.
2. Razgle�dame vsiqki strategii
β′ ∈ O2 = {β′|β′ ⊇ βˆ∞X

∧
β′ˆ < l′, k′ >⊆ δs−}

β′ e posetena na st�pka s− i za ne� sa defini-
rani agitatori Ek′ i F k′

l′ i svidetel d′. Togava
neka Eβ′ = Eβ

β′ ∪Ek′ ∪F k′

l′ , k�deto Eβ
β′ = Eβ′

s−\E
β
s−.

Dobav�me k�m spis�ka Watchedα′ , na strategi�ta
α′ - nadstrategi�ta na β′, sledni� zapis:
< β′, Eβ′

s−, Ek′ , F k′

l′ , d′ >
S�stav�me agitator za k:
Ek = (Out1s ∪

⋃
β′∈O1∪O2

Eβ′)\Eβ
s

Vsiqki elementi a ∈ Ek ob�v�vame za ograniqeni
izv�n A ot β. An+1

s = An
s \Ek i o = 〈∞Y , k〉

(3) Izhod�t o− e 〈∞Y , k〉.
a. Prover�vame dali ima aksioma ot vida 〈k,E′〉 ∈ Θ0,

takava qe E′ ∩ (E ∪ Ek) = ∅ Ako ima: kancelirame d,
Vk = ∅. Zamen�me zapisa za k v U s 〈k, E′〉. Prilagame
aksiomata 〈k,E′〉. Vsiqki element a ∈ Ek∪F k

l spirat
da b�dat ograniqavani ot β.
An+1

s = An
s , o = ∞X .

b. Neka l0 e na�- malkoto l ∈ Y \Vk. Tuk Y = Θs
1(A

n
s \Ek).

Ako ima takova, to ima i aksioma 〈l0, F ′〉 ∈ Θs
1 s F ′ ⊆

An
s . Vk = Vk ∪ {l0}, Vk = Vk. ∪ {〈l0, F ′〉}.
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v. Posledovatelno skanirame elementite na Vk, dokato
izqerpim vsiqki ili srewnem element, ko�to predi-
zvikva vnimanie.

Definici� 3.3. We kazvame, qe edna aksioma 〈l, F ′〉 ∈
Θ1 e prilo�ima, ako sa v sila slednite tri uslovi�:
1. F ′ ∩ Eβ

s = ∅
2. F ′ ∩ Ek = ∅
3. Neka Γ e mno�estvoto ot teza a, koito sa ograniqeni
izv�n A ot GW strategii γ s γ ⊆ β 〈̂∞Y , k〉, koito sa
s po - visok prioritet ot 〈l, k〉.
Neka Out2β

s = Γ\As−. Togava F ′ ∩Out2s = ∅.
Element l ∈ Vk predizvikva vnimanie, ako za nego
n�ma prilo�ima aksioma.
Neka v momenta razgle�dame element�t l ∈ Vk.
A. Ako l ne predizvikva vnimanie, namirame prilo�ima

aksioma za l - 〈l, F ′〉, s minimalen maksimalen
element. Ako zapisa za l v Vk e razliqen, za-
men�me go s 〈l, F ′〉. Ako aksiomata 〈l, F ′〉 ne e
prilo�ena, prilagame �.
Ako nikoe l ne predizvika vnimanie, to:
An+1

s = An
s \Ek

o = 〈∞Y , k〉
B. Ako namerim n�koe l, koeto predizvikva vni-

manie, izv�rxvame slednite de�stvi�:
1.Razgle�dame vsiqki strategii
β′ ∈ O1 = {β′|β′ ⊇ β 〈̂∞Y , k〉

∧
β′ˆ < ∞Y , k′ >⊆ δs−}

β′ e posetena na st�pka s− i za ne� e definiran
agitator Ek′ . Togava neka Eβ′ = Eβ

β′∪E′
k, k�deto

Eβ
β′ = Eβ′

s−\E
β
s− - tova sa elementite, koito sa

ograniqeni izv�n A ot strategii koito se nami-
rat pod β, no nad β′.
2.Razgle�dame vsiqki strategii
β′ ∈ O2 = {β′|β′ ⊇ βˆ∞X

∧
β′ˆ < l′, k′ >⊆ δs−}

β′ e posetena na st�pka s− i za ne� sa defini-
rani agitatori Ek′ i F k′

l′ i svidetel d′. Togava
neka Eβ′ = Eβ

β′ ∪Ek′ ∪F k′

l′ , k�deto Eβ
β′ = Eβ′

s−\E
β
s−.

Dobav�me k�m spis�ka Watchedα′ , na strategi�ta
α′ - nadstrategi�ta na β′, sledni� zapis:
< β′, Eβ′

s−, Ek′ , F k′

l′ , d′ >
S�stav�me agitator za l:
F k

l = (Out2s ∪
⋃

β′∈O1∪O2
Eβ′)\(Eβ

s ∪ Ek)
Vsiqki elementi a ∈ (Ek ∪ F k

l ) ob�v�vame za
ograniqeni v�tre v A ot β.
Namirame na� - malkoto d /∈ L(Φ0). Tova we e
svidetel za strategi�ta.
Φ0 = Φ0 ∪ {〈d, {k}〉}, Φ1 = Φ1 ∪ {〈d, {l}〉}.
An+1

s = An
s , o = d0.
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(4) Izhod�t o− e d0. Na Prover�vame dali svidetel�t za strategi�ta
ne se e po�vil v polurazreximoto mno�estvo - obekt na
strategi�ta, t.e dali: d ∈ W .
Ako otgovor�t e ”DA” izv�rxvame posledovtelno slednite
de�stvi� . Ob�v�vame vsiqki elementi a ∈ (Ek ∪ F k

l ) za
ograniqeni izv�n A. An+1

s = An
s \(Ek ∪ F k

l ) ,o = 〈l, k〉.
Ako otgovor�t e ”NE”:
An+1

s = An
s , o = d0.
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6. Dokazatelstvo

Dokazatelstvoto na teoremata e razdeleno na n�kolko grupi lemi.
P�rvata grupa lemi se otnas� za konstrukci�ta. Lemite ot tazi grupa sa
po- skoro fakti, koito pomagat na qitatel� da dobie po- �sna predstava
za samata konstrukci�.

Vtorata grupa lemi se otnas�t za ograniqeni�ta – dava se �sna ide�
kak se promen�t ograniqeni�ta v�rhu elementite na razliqnite st�pki.

Tretata grupa aksiomi e za agitatorite. Celta ì e da poka�e, qe
taka definirani agitatorite naistina imat svo�stvata, koito za�vihme
v naqaloto.

Sledva grupa aksiomi za istinski� p�t. I nakra� – s�westvenite
lemi, v koito dokazvame, qe ograniqeni�ta naistina sa zadovoleni.

6.1. Lemi za konstrukci�ta.

Lema 3.4. Za inicializaci�ta Neka δ e inicializiran na st�pka s.
Neka δ′ ⊃ δ. Togava δ′ s�wo i inicializiran na st�pka s.

Dokazatelstvo. δ mo�e da b�de inicializiran po dve priqini:
1.δs < δ. No togava δs < δ < δ′ i sledovatelno δ′ s�wo e inicializiran

na st�pka s
2.S�westvuva γ - GW strategi� takava, qe γ ⊆ δ i γ e inicializirana

na st�pka s. No togava γ ⊆ δ ⊆ δ′ i sledovatelno δ′ s�wo we e inicial-
izirana na st�pka s.

�

Lema 3.5. Neka β e poseten i izbira agitator Ag na st�pka s. Togava
Ag ∩As− = ∅

Dokazatelstvo. Dopuskame, qe s�westvuva a ∈ Ag ∩As−.
S�glasno konstrukci� a /∈ Out1 (relativno Out2).
1. Ako izbirame agitator za n�koe k ∈ U , to a ∈ Eβ′ , k�deto β′ ∈ O1.

Togava a ∈ Eβ
β′ ⊆ Eβ′

s− ⊆ As− ili a ∈ Ek′ ⊆ As−. Okonqatelno a ∈ As−.
2. Ako izbirame agitator za l ∈ Vk, to a ∈ Eβ′ , k�deto β′ ∈ O2. Togava

a ∈ Eβ
β′ ⊆ Eβ′

s− ⊆ As− ili a ∈ Ek′ ⊆ As− ili a ∈ F k′

l′ ⊆ As−. Okonqatelno
a ∈ As−

�

Lema 3.6. Neka β e poseten i izbira agitator Ag na st�pka s. Togava
elementite na Ag sa ograniqeni izv�n A ot n�ko� GW strategi� γ ⊃ β na
n�ko� st�pka s0 < s.

Dokazatelstvo. Dopuskame protivnoto. Neka s e na�- malkata st�pka,
na ko�to n�ko� strategi� β izbira agitator Ag, ko�to s�d�r�a element
a i a ne e ograniqen izv�n A ot niko� GW strategi� γ ⊃ β. S�glasno
konstrukci�ta otnovo a /∈ Out1 (relativno Out2), zawoto tezi mno�estva
se s�sto�t samo ot elementi ograniqen izv�n A ot GW strategii γ ⊃ β.

Togava a ∈ Eβ′ , k�deto β′ ∈ O1 (relativno O2).
Ako a ∈ Eβ

β′ ⊆ Eβ′

s−, to a e izvadeno izv�n A ot n�ko� strategi� δ ⊇ β
1. δ = β. Element�t a e bil ograniqen ot β na st�pka s−. Ako β

izbira Ek, to na st�pka s− ne e ograniqaval nikakvi elementi i n�ma
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kak a da e bil ograniqen ot β na st�pka s−. Togava β izbira F k
l i

a ∈ Ek. S�glasno definici�ta na agitator F k
l imame, qe F k

l ∩ Ek = ∅.
Sledovatelno tozi sluqa� e nev�zmo�en.

2.δ ⊃ β. Ako δ e GW strategi�, tova protivoreqi na dopuskaneto.
Ostava δ da e SW strategi�, zawoto R strategiite ne izva�dat ele-

menti ot A. Togava a prinadle�i na n�ko� agitator na δ, ko�to e izbran
na st�pka s′ < s. S�glasno izbora na st�pka s, uslovieto na lemata e v
sila za agitatora na δ,izbran na st�pka s′ i sledovatelno ima γ − GW

strategi�, ko�to ograniqava a na st�pka s0 < s′ < s i γ ⊃ δ ⊃ β.
Ako a ∈ Ek′∪F k′

l′ , k�deto F k′

l′ = ∅ ako β′ ∈ O1, razs��denieto e podobno:
a prinadle�i na n�ko� agitator na β′, ko�to e izbran na st�pka s′ < s.
S�glasno izbora na st�pka s, uslovieto na lemata e v sila za agitatora
na β′,izbran na st�pka s′ i sledovatelno ima γ − GW strategi�, ko�to
ograniqava a na st�pka s0 < s′ < s i γ ⊃ β′ ⊃ β.

�

6.2. Lemi za ograniqeni�ta.

Lema 3.7. Za zapazvane na ograniqeni�ta Neka δ e poseten na st�pki
s1 i s2. Neka δ ne e inicializiran na niko� st�pka t : s1 < t ≤ s2. Togava
Eδ

s1
= Eδ

s2
.

Dokazatelstvo. We napravim dokazatelstvoto s indukci� po d�l�i-
nata na δ.

1.Ako δ ima d�l�ina 0, to δ = ∅ i Eδ
s1

= Eδ
s2

= ∅
2.Neka tv�rdenieto e v sila za δ s d�l�ina n. We doka�em, qe to e

v sila i za δ ∧ o.
Neka δ1 = δ ∧ o e poseten na st�pki s1 i s2 i ne e inicializiran na

niko� st�pka t takava, qe s1 < t ≤ s2. S�glasno konstrukci�ta i lemata za
inicializaci�ta, δ s�wo e poseten na st�pki s1 i s2 i ne e inicializiran
na niko� st�pka t takava, qe s1 < t ≤ s2. Po indukcionnoto predpolo�enie
za nego imame Eδ

s1
= Eδ

s2
.

Imame slednite sluqai:
Sluqa� 1. δ e R strategi�. Togava Eδ

s1
= Eδ1

s1
i Eδ

s2
= Eδ1

s2

Sluqa� 2. δ e GW strategi�

a. o = 0. Togava Eδ1
s1

= Eδ
s1
∪ {a|a ≥ lh(λs1

δ )
∧

χs1
δ (a) = 0} i Eδ1

s2
=

Eδ1
s2
∪{a|a ≥ lh(λs2

δ )
∧

χs2
δ (a) = 0}. Pone�e δ ne e inicializiran na

st�pki t takava, qe s1 < t ≤ s2 i sledovatelno χs1
δ = χs2

δ , imame i
Eδ1

s1
= Eδ1

s2
.

b. o = 1. Togava Eδ
s1

= Eδ1
s1

i Eδ
s2

= Eδ1
s2

, zawoto δ ograniqava
elementi izv�n A samo ako ima izhod o = 0.

Sluqa� 3. δ e SW strategi�.

a. o = ∞X ili o = d0. Togava otnovo Eδ
s1

= Eδ1
s1

i Eδ
s2

= Eδ1
s2

b. o = 〈∞Y , k〉. Togava Eδ1
s1

= Eδ
s1
∪ (Ek)s1 i Eδ1

s2
= Eδ

s2
∪ (Ek)s2 . Ako

dopusnem, qe (Ek)s1 6= (Ek)s2 , to na n�ko� st�pka t takava, qe
s1 < t ≤ s2 sme imali izhod o = ∞X . No ∞X <L 〈∞Y , k〉 i
sledovatelno δ1 e inicializiran na st�pka t . Tova protivoreqi
na uslovieto.
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v. o = 〈l, k〉. Togava Eδ1
s1

= Eδ
s1
∪ (Ek)s1 ∪ (F k

l )s1 i Eδ1
s2

= Eδ
s2
∪ (Ek)s2 ∪

(F k
l )s2 . Ako dopusnem, qe (Ek)s1 6= (Ek)s2 , to na n�ko� st�pka t

takava, qe s1 < t ≤ s2 sme imali izhod o = ∞X . No ∞X <L 〈l, k〉 i
sledovatelno na st�pka t δ1 e inicializiran. Tova protivoreqi
na uslovieto. Ako dopusnem, qe (F k

l )s1 6= (F k
l )s2 , to na n�ko�

st�pka t takava, qe s1 < t ≤ s2 sme imali izhod o = 〈∞Y , k〉. No
〈∞Y , k〉 <L 〈l, k〉 i sledovatelno na st�pka t δ1 e inicializiran.
Tova protivoreqi na uslovieto.

�

Sledstvie 3.8. Neka β e poseten i izbira agitator Ag na st�pka s.
Togava elementite na Ag sa ograniqeni izv�n A ot n�ko� δ, takava qe β ⊂
δ ⊆ δt−

Dokazatelstvo. Neka a ∈ Ag. Togava a ∈ As− i sledovatelno e
ograniqena izv�n A ot n�ko� strategi� δ ⊂ δs−. No s�glasno konstrukci�ta
Ag ∩ Eβ

s = ∅ . Zabel�zvame, qe β ne e inicializirana na st�pka s. In-
aqe w�hme da imame edinstven element k0 ∈ U , za ko�to wexe da ima
prilo�ima aksioma. Sledovatelno Eβ

s− = Eβ
s i δ 6⊂ β.

Ako δ = β,to element�t a e bil ograniqen ot β na st�pka s−. Ako β
izbira Ek na st�pka s, to na st�pka s− ne e ograniqaval nikakvi elementi
i n�ma kak a da e bil ograniqen ot β na st�pka s−. Togava β izbira F k

l i
a ∈ Ek. Agitator�t Ek ne se e promenil na st�pka s, zawoto ne sme imali
izhod ∞X . S�glasno definici�ta na agitator F k

l imame, qe F k
l ∩Ek = ∅.

Taka poluqihme, qe δ ⊃ β.
�

Sledvat tri lemi za spazvane na ograniqeni�ta.

Lema 3.9. Neka na st�pka s posewavame δ i a ∈ Eδ
s . Togava δ ne mo�e

da ograniqi a na st�pka s.

Dokazatelstvo. 1. Neka δ e GW strategi�. Neka s0 ≤ s e st�pkata
na ko�to e poseten δ sled posledna inicializaci�. S�glasno lemata za
zapazvane na ograniqeni�ta Eδ

s0
= Eδ

s i sledovatelno a ∈ Eδ
s0

. Togava
a < lh(λδ) i χδ(a) = 0. δ ne ograniqava a.

2. Neka δ e SW strategi�. Togava δ ograniqava elementi, koito
prinadle�at na n�ko� agitator Ag. Neka s0 ≤ s e st�pkata na ko�to e
poseten δ i e izbran agitatora Ag. S�glasno lemata za zapazvane na
ograniqeni�ta Eδ

s0
= Eδ

s i sledovatelno a ∈ Eδ
s0

. S�glasno konstrukci�ta
Ag ∩ Eδ

s0
= ∅. Sledovatelno δ ne ograniqava a.

�

Lema 3.10. Neka na st�pka s posewavame δ i a ∈ F δ
s . Togava δ ne mo�e

da ograniqi a izv�n A na st�pka s.

Dokazatelstvo. Neka a e ograniqeno v A ot δ1 na st�pka s1 ≤ s. Neka
s2 e p�rvata st�pka sled s1 , na ko�to δ e dost�pen. We poka�em, qe s2 e
p�rva st�pka sled inicializaci�, na ko�to e dost�pen δ.

1. δ1 <L δ . Togava δ e inicializiran na st�pka s1.
2. δ1 ⊂ δ.
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a. δ1 e GW strategi�.
Ako δ1 izbira λ na st�pka s1, to s1 e p�rva st�pka sled ini-
cializiaci�, na ko�to e dost�pen δ1. Po lemata za inicial-
izaci�ta δ e inizializiran na st�pkata, na ko�to e inicial-
iziran δ1, a po konstrukci� δ ne e dost�pen na niko� st�pka,
na ko�to ne e dost�pen δ1.
Ako δ1 izbira µδ na st�pka s1, to δ ⊇ δ1 ∧ 0 i za pr�v p�t
sled inicializaci�ta na δ1 sa dost�pni strategiite v pod-
d�rvoto na δ1 ∧ 0.

b. δ1 e Gw strategi� i δ ⊇ δ1 ∧ d0, samo togava δ1 ograniqava
elementi v A. Togava na st�pka s1− imame o− = 〈∞Y , k〉.
〈∞Y , k〉 <L d0 i sledovatelno δ e inicializiran na st�pka
s1−.
Togava ako δ e GW strategi�, δ izbira λδ sled st�pka s1 i
sledovatelno a < lh(λδ), δ ne mo�e da ograniqi a izv�n A.
Ako δ e SW strategi�, i dopusnem, qe δ ograniqava a izv�n A,
to a popada v n�ko� agitator Ag. Elementite na agitatora
sa ograniqeni izv�n A ot GW strategii γ ⊃ δ. Te s�wo sa
inicializirani, kogato δ e inicializiran. Sledovatelno
izbirat svo�ta λγ sled st�pka s1 i ne mogat da ograniqat a
izv�n A.

�

Lema 3.11. ∀s∀δ(Eδ
s ∩ F δ

s = ∅)

Dokazatelstvo. Dopuskame protivnoto: ∃s∃δ(Eδ
s ∩F δ

s 6= ∅) DA vzemem
na�- malkata st�pka s i na� - malkoto δ ,za koito e v sila dopuskaneto.
Neka a ∈ Eδ

s ∩F δ
s . a e ograniqeno izv�n A ot δ1 ⊂ δ. a e ograniqeno izv�n

A ot δ2 < δ. We razgledame v�zmo�noto razpolo�enie na δ1 i δ2.
Ot konstrukci�ta sledva δ1 6= δ2. 1. δ1 < δ2. Togava δ1 ⊂ δ2.
Neka ∃δ′(δ1 ⊂ δ′

∧
δ′ ⊂ δ

∧
δ′ ⊆ δ2) Neka a e ograniqeno ot δ2 za pr�v

p�t sled poslednata inicializaci� na δ2 na st�pka s2. Togava δ′ ne se
inicializira na st�pki t takiva, qe s2 < t ≤ s. Sledovatelno Eδ′

s2
= Eδ′

s .
No Eδ2

s2
⊇ Eδ′

s2
i sledovatelno a ∈ Eδ2

s2
. Togava δ2 ne mo�e da ograniqi a.

Ako ¬∃δ′ s posoqenoto gore svo�stvo, togava δ1 ⊂ δ1 ∧ o1 ⊆ δ2 i δ1 ⊂
δ1 ∧ o2 ⊆ δ i o1 <L o2. Ako δ1 e GW strategi�, to o2 = 1 i δ1 ne ograniqava
elementi izv�n A na st�pka s.

Ako δ1 e SW strategi�, to a prinadle�i na n�ko� agitator Ag. Neka
to� e izbran na st�pka t. Togava a e ograniqen ot n�ko� strategi� σ
takava, qe σ ⊂ δ1 na st�pka t−.

Ako dopusnem t ≤ t2, to o1 = d0. Inaqe a ∈ Eδ2
s2

i ne mo�e a b�de
ograniqeno ot δ2. No togava o2 ne mo�e da b�de definirano v s�otvet-
stvie s iziskvaneto o1 <L o2. Sledovatelno t2 < t i t2 ≤ t−. Ako t2 = t−
, to δ2 ⊆ δt−. Ako dopusnem δ2 ⊂ σ, to a ∈ Fσ

t−. Ako dopusnem δ2 ⊃ σ, to
a ∈ Eδ2

t−. Ostava t2 < t−. Togava pak we razgledam razliqnite razpolo�e-
nie na σ i δ2. Ako σ > δ2, to a ∈ Fσ

t− i σ ne mo�e da ograniqi a izv�n A.
Ako σ <L, to δ2 e inicializiran na st�pka t− - no tova protivoreqi na
izbora na t2. Ako σ ⊂ δ2, to a ∈ Eδ2

s2
i δ2 ne mo�e da ograniqi a.

�
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6.3. Lemi za agitatorite.

Lema 3.12. 1. Neka β e poseten na st�pka t0 i izbira agitator Ek za k.
Neka ∀t > t0(β∧∞X ne se incializira i ne e dost�pen ). Togava ako Ek ⊆ A,
to k ∈ X.

2. Neka β e poseten na st�pka t0 i izbira agitator F k
l za k. Neka

∀t > t0(β ∧ 〈∞Y , k〉 ne se incializira i ne e dost�pen ). Togava ako F k
l ⊆ A,

to l ∈ Y .

Dokazatelstvo. 1. Sled kato na st�pka t0 izbirame agitator za k,
to k ∈ U i ot0− = ∞X . Togava na st�pka t0− sme inicializirali vsiqki
v�zli δ takiva, qe βˆ∞X <L δ. Na st�pka t0 inicializirame vsiqki δ,
β <L δ, a v�zlite δ′ takiva, qe β ∧ ∞X <L δ′ i β ⊂ δ′ ne sa dost�pni
sled inicializaci�ta im na st�pka t0−, predi otnovo da e poseten β na
t0. Neka zapisa za k v U e < k,E′ >. < k, E′ > e prilo�ena na� - k�sno
na st�pka t0. Sledovatelno vsiqki v�zli δ takiva , qe β ∧ ∞X <L δ ne
mogat da ograniqat izv�n A elementi ot E′. Da dopusnem, qe E′ 6⊂ A.
Neka a ∈ E′ ∩ overline(A). a e izvadeno ot A na bezbro� mnogo st�pki
t. Da razgledame p�rvata st�pka t1 sled t0, na ko�to a /∈ At1 . Neka δ
ograniqava a izv�n A na st�pka t1. Znaem, qe β ∧∞X ≮L δ.

1. δ ⊇ β ∧∞X . Togava δ ne e dost�pen na st�pka t1 > t0.
2. δ <L β ∧∞X . Togava β ∧∞X se inicializira na st�pka t1, no tova

protivoreqi na uslovieto.
3. δ = β. Togava a ∈ Ek, a Ek ⊂ A.
4. δ ⊂ β.
Ako δ e GW strategi�, to δ ∧ 0 e dost�pen na t1 . Ako δ ∧ 0 ⊆ β, togava

δ ne e inicializiran na st�pki t, takiva qe t0− < t < t1. Sledovatelno
a ∈ Eβ

t0− i a /∈ E′. Ako δ ∧ 1 ⊆ β. Togava β se e inicializiran na st�pka
t1 - protivoreqie.

Ako δ e SW strategi�, to a popada v n�ko� agitator Ag, koito e iz-
vaden ot A na st�pka t1. Neka s ≤ t1 e st�pkata , na ko�to e izbran Ag.
Togava a /∈ As−. S�glasno izbora na t1, s− ≤ t0. Dori s− < t0, zawoto ako
a /∈ At0 , to a ∈ Ek ⊆ A. Togava s ≤ t0. Ako δ ∧ 〈∞Y , k〉 ⊆ β ili δ ∧ 〈l, k〉 ⊆ β,
to s ≤ t0−. Naistina: ako s = t0, to na st�pka s− ≥ t0− sme imali izhod
ot δ, ko�to e v l�vo ot β i sme inicializirali β. N�ma kak tak�v sluqa�
β da izbira agitator na st�pka t0 - ko�to e p�rva sled inicializaci�.
Togava a ∈ Eβ

t0− i a /∈ E′. Ako δ ∧ d0 ⊆ β, to β e inicializiran na st�pka
t1, a ako δ ∧∞X ⊆ β, to β ne e dost�pen na st�pki t ≥ s, v qastnost β ne
e dost�pen na st�pka t0.

2. Vtorata qast ot lemata se dokazva analogiqno:
Sled kato na st�pka t0 izbirame agitator za l, to l ∈ Vk i ot0− =

〈∞Y , k〉. Togava na st�pka t0− sme inicializirali vsiqki v�zli δ takiva,
qe β ∧ 〈∞Y , k〉 <L δ. Na st�pka t0 inicializirame vsiqki δ, β <L δ, a
v�zlite δ′ takiva, qe β ∧ 〈∞Y , k〉 <L< delta′ i β ⊂ δ′ ne sa dost�pni sled
inicializaci�ta im na st�pka t0−, predi otnovo da e poseten β na t0.
Neka zapisa za l v Vk e < l, F ′ >. < l, F ′ > e prilo�ena na� - k�sno na
st�pka t0. Sledovatelno vsiqki v�zli δ takiva , qe β ∧ 〈∞Y , k〉 <L δ ne
mogat da ograniqat izv�n A elementi ot F ′. Da dopusnem, qe F ′ 6⊂ A.
Neka a ∈ F ′ ∩ overline(A). a e izvadeno ot A na bezbro� mnogo st�pki
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t. Da razgledame p�rvata st�pka t1 sled t0, na ko�to a /∈ At1 . Neka δ
ograniqava a izv�n A na st�pka t1. Znaem, qe β ∧ 〈∞Y , k〉 ≮L δ.

1. δ ⊇ β ∧ 〈∞Y , k〉. Togava δ ne e dost�pen na st�pka t1 > t0.
2. δ <L β ∧ 〈∞Y , k〉. Togava β ∧ 〈∞Y , k〉 se inicializira na st�pka t1,

no tova protivoreqi na uslovieto.
3. δ = β. Togava a ∈ Ek ∪F k

l . Ek ∩F ′ = ∅, zawoto Ek veqe e bil izbran
na st�pka t0−, na ko�to < l, F ′ > e prilo�ima. F k

l ⊆ A.
4. δ ⊂ β.
Ako δ e GW strategi�, to δ ∧ 0 e dost�pen na t1 . Ako δ ∧ 0 ⊆ β, togava

δ ne e inicializiran na st�pki t, takiva qe t0− < t1. Sledovatelno
a ∈ Eβ

t0− i a /∈ F ′. Ako δ ∧ 0 ⊆ β. Togava β se e inicializiran na st�pka
t1 - protivoreqie.

Ako δ e SW strategi�, to a popada v n�ko� agitator Ag, ko�to e iz-
vaden ot A na st�pka t1. Neka s ≤ t1 e st�pkata , na ko�to e izbran Ag.
Togava a /∈ As−. S�glasno izbora na t1, s− ≤ t0. Dori s− < t0, zawoto
ako a /∈ At0 , to a ∈ F k

l ⊆ A ili a ∈ Ek, a Ek ∩ F ′ = ∅. Togava s ≤ t0. Ako
δ ∧ 〈∞Y , k〉 ⊆ β ili δ ∧ 〈l, k〉 ⊆ β, to s ≤ t0−. Naistina: ako s = t0, to na
st�pka s− ≥ t0− sme imali izhod ot δ, ko�to e v l�vo ot β i sme ini-
cializirali β. N�ma kak tak�v sluqa� β da izbira agitator na st�pka
t0 - ko�to e p�rva sled inicializaci�. Togava a ∈ Eβ

t0− i a /∈ F ′. Ako
δ ∧ d0 ⊆ β, to β e inicializiran na st�pka t1, a ako δ ∧∞X ⊆ β, to β ne e
dost�pen na st�pki t ≥ s, v qastnost β ne e dost�pen na st�pka t0.

�

Lema 3.13. Neka β ∧ 〈l, k〉 e dost�pen na st�pka t0. Neka β ne se ini-
cializira i ne e dost�pen na st�pki t > t0. Togava ako (Ek ∪ F k

l ) 6⊂ A, to
(Ek ∪ F k

l ∪ Eβ
t0) ∩A = ∅.

Dokazatelstvo. Neka (Ek ∪ F k
l ) 6⊂ A. Neka a ∈ Ek ∪ F k

l , to a e
ograniqeno izv�n A ot n�ko� GW strategi� γ ⊃ β. Na st�pki t > t0 γ
ne e dost�pen, sledovatelno ako a /∈ At, to a e ograniqeno izv�n A ot
n�ko� SW strategi� δ ⊃ β.

Neka a e izvadeno na st�pka t > t0 ot β1. Togava a prinadle�i na n�ko�
agitator na β1 - Ag1. Neka to� e izbran na st�pka t1. Ako dopusnem, qe
t ≤ t0 , to β ne e dost�pen na st�pki s ≥ t, v qastnost β ne e dost�pen
na st�pka t0. Sledovatelno t0 < t1. a /∈ At1− i t1− ≥ t0. Ako t1− = t0, to
Ek ∪ F k

l ⊆ Ag1. Ako t1− > t0, to ima druga strategi� β2 takava, qe β1 ⊂
β2 ⊂ β i a prinadle�i na nein agitator Ag2. S analogiqni razs��deni�
poluqavame edna monotonno namal�vawa redica ot st�pki t1 > t2 > . . . ,
ko�to e ograniqena ot t0. Sledovatelno t� e kra�na.

Taka vinagi, kogato a /∈ At, imame kra�na redica ot SW strategii
β1 ⊂ β2 ⊂ · · · ⊂ β, i s�otvetna monotonna redica ot agitatorite im
Ag1 ⊃ Ag2 ⊃ · · · ⊃ (Ek ∪ F k

l ), kato Ag1 e ograniqen izv�n A na st�pka
t. Sledovatelno ako a /∈ At i t > t0, to (Ek∪F k

l )∪At = ∅ i v kra�na smetka
(Ek ∪ F k

l ) ∪A = ∅.
Da dopusnem sega, qe b ∈ Eβ

t0∪A 6= ∅.Togava ima n�ko� st�pka tb takava,
qe b ∈ At za vsiqki t > tb. Neka t′ e takava, qe (Ek ∪ F k

l ) ∪ At = ∅ i t′ > tb
. Togava ima redica ot SW strategii β1 ⊂ β2 ⊂ · · · ⊂ βn ⊂ β i s�otvetna
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redica Ag1 ⊃ Ag2 ⊃ · · · ⊃ (Ek∪F k
l ) ot agitatorite im. S�glasno lemata za

zapazvane na ograniqeni�ta mo�em da predstavim Eβ
t0 po sledni� naqin :

Eβ
t0 = Eβ1

t′ ∪ (Eβ1
β2

)t2 ∪ · · · ∪ (Eβn

β )t0

Ako b ∈ (Eβ1
β2

)t2 ∪ · · · ∪ (Eβn

β )t0 , to b ∈ Ag1 i sledovatelno b /∈ At′ . Ako

b ∈ Eβ1
t , to b /∈ At′ . Taka dostignahme do protivoreqie. Sledovatelno

Eβ
t0 ∪A = ∅.

�

Lema 3.14. Neka β ∧ d0 e dost�pen na st�pka t0. Neka β ∧ d0 ne se
inicializira na st�pki t > t0 Togava (Ek ∪ F k

l ) ⊂ A.

Dokazatelstvo. Neka a ∈ Ek ∪ F k
l . Togava a e ograniqeno izv�n A

ot n�ko� GW strategi� γ ⊃ β, po- toqno γ ⊇ β ∧∞X ili γ ⊇ β ∧ 〈∞Y , k〉.
Togava γ ne e dost�pna na st�pki t > t0. Da dopusnem, qe a /∈ A. Ako
a /∈ At, to a e izvadena ot At ot n�ko� SW strategi� δ na st�pka t. Neka
t1 na� - malkata st�pka sled t0 takava qe a /∈ At1 . Togava na st�pka t1 a
popada v agitator Ag1 na n�ko� SW strategi� β1. Neka Ag1 e izbran na
st�pka t2 ≤ t1. Ako t2 ≤ t0, to β ne e dost�pen na t ≥ t2, v qastnost i na
st�pka t0. Togava t2 > t0 i a /∈ At2−. S�glasno izbora na t1 i t2− < t1
poluqavame t2− = t0. No tova e absurdno , zawoto na st�pka t0 e bil
dost�pen β ∧ d0 i a ∈ (Ek ∪ F k

l ) ⊂ At0 .
�
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6.4. Istinski p�t. We definirame istinski� p�t v d�rvoto ot strate-
gii i we go oznaqim s f . Ednovremenno s definici�ta we poka�em, qe:

∀n
∞
∃ t(f � n ⊆ δt)

Definici�ta na istinski� p�t e s indukci� po n.

Definici� 3.15. 1. f � 0 = ∅ - ∀t(∅ ⊆ δt)
2. Neka sme definirali f � n i neka za nego e v sila tv�rdenieto.

We definirame f � n+1 = f � nˆo, k�deto o e izhod�t ot strategi�ta f � n

I. Ako f � n e R strategi�, to o = 0. Vinagi kogato posetim f � n,
posewavame i f � (n + 1).

II. Ako f � n e GW strategi�, to v�zmo�nite izhodi sa dva - 0
i 1. Po principa na Dirihle, t�� kato bezbro� mnogo p�ti
posewavame f � n pone edin ot dvata izhoda we imame bezbro�
mnogo p�ti. Togava, ako:

∞
∃ t(f � nˆ0 ⊆ δt)

to o = 0. Inaqe f � nˆ0 se posewava samo kraen bro� p�ti i
s�westvuva t0, takova qe ∀t > t0(f � n ⊆ δt ⇒ f � nˆ1 ⊆ δt. Togava
o = 1.

III. Ako f � n e SW strategi�, to:
(a) Ako:

∞
∃ t(f � nˆ∞X ⊆ δt)

to o = ∞X . Inaqe s�westvuva t1, takova qe ∀t > t1(f � n ⊆
δt ⇒ f � nˆ∞X 6⊆ δt. Na st�pka t1 f � n e izbrala agitator
Ek i e imala izhod 〈∞Y , k〉. Togava za st�pki po - golemi
ot t1 , v�zmo�nite izhodi sa izme�du 〈∞Y , k〉, anglk za n�koe
estestveno l i d0.Sledovatelno

∀t > t1(f � n ⊆ δt ⇒ (f � n 〈̂∞Y , k〉 ⊆ δt)
∨
∃l(f � n 〈̂l, k〉 ⊆ δt)

∨
f � nˆd0 ⊆ δt)

Ako:
∞
∃ t(f � n 〈̂∞Y , k〉 ⊆ δt)

To o = 〈∞Y , k〉.
Inaqe s�westvuva t2 ≥ t1, takova qe ∀t > t2(f � n ⊆ δt ⇒
(f � nˆ∞X 6⊆ δt

∧
f � n 〈̂∞Y , k〉 6⊆ δt). Togava na st�pka t2 f �

izbira vtori agitator F k
l i ima izhod d0. Za st�pki t > t2

v�zmo�nite izhodi sa d0 i 〈l, k〉.

∀t > t2(f � n ⊆ δt ⇒ (f � n 〈̂l, k〉 ⊆ δt ∨ f � nˆd0 ⊆ δt))

.
Pri tova, ako na n�ko� st�pka t3 > t2 imame izhod 〈l, k〉, to na
vsiqki st�pki t ≥ t3, we imame tozi izhod, zawoto ot 〈l, k〉,
ne mo�em da se v�rnem v d0 bez da minem prez 〈∞Y , k〉 ili
∞X .

(b) Ako nikoga n�ma izhoda 〈l, k〉, t.e.:

∀t > t2(f � n ⊆ δt ⇒ f � nˆd0 ⊆ δt)

, to o = d0.
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(c) Inaqe s�westvuva t3, takova qe:

∀t > t3(f � n ⊆ δt ⇒ f � n 〈̂l, k〉 ⊆ δt)

. Togava o = 〈l, k〉.

Za da doka�em, qe istinski� p�t spira da se inicializira tr�bva da
napravim dve st�pki. P�rvo we doka�em lema za na�- l�vost na istin-
ski p�t. Sled tova we razgledame v�prosa kolko p�ti mo�e edna SW

strategi� da inicializira edna GW strategi� v taka nareqenata lema
za stabilnost.

Lema 3.16. ∀n∃tn∀t > tn(f � n ≮L δt)

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po n:
1. Sluqa�t n = 0 e trivialen, zawoto ∀t(f � 0 = ∅ ≮L δt)
2. Neka tv�rdenieto e v sila za n i neka tn e st�pka takava, qe

∀t > tn(f � n ≮L δt). Togava ako na n�ko� st�pka t > tn e v sila δt <L f �
(n + 1) = f � nˆo, to imame izhod o′ ot f � n, za ko�to o′ <L o. Tova ne e
v�zmo�no ako f � n e R strategi�, zawoto t� ima edinstven izhod.

(1) Ako f � n e GW strategi�, to o′ = 0 i o = 1. S�glasno definici�ta
na istinski� p�t s�westvuva t0, takova qe ∀t > t0(f � n ⊆ δt ⇒
f � nˆ1 ⊆ δt. Togava neka tn+1 = max {tn, t0}.

(2) Ako f � n e SW strategi�, to ima me n�kolko v�zmo�nosti:
a. o′ = ∞X . Togava s�glasno definici�ta na istinski� p�t

s�westvuva t1, takova qe ∀t > t1(f � n ⊆ δt ⇒ f � nˆ∞X 6⊆ δt.
Togava neka tn+1 = max {tn, t0}.

b. o′ ∈ Tk′ za n�koe k′. Togava o ∈ Tk ∪ d0, za n�koe k i k′ ≤ k
- Ako o ∈ Tk i k′ < k, to s�westvuva t1, takova qe ∀t >
t1(f � n ⊆ δt ⇒ f � nˆo ⊆ δt

∧
o ∈ Tk ∪ d0. Togava neka tn+1 =

max {tn, t1}.
- Ako k = k′ i o′ = 〈∞Y , k〉,to o = 〈l, k〉 ili o = d0 i znaem, qe
s�westvuva t2, takova qe ∀t > t2(f � n ⊆ δt ⇒ (f � n 〈̂l, k〉 ⊆
δt ∨ f � nˆd0 ⊆ δt). Neka tn+1 = max {tn, t2}.
- Ako k = k′ i o′ = 〈l, k〉,to o = d0 i znaem, qe s�westvuva t2,
takova qe ∀t > t2(f � n ⊆ δt ⇒ f � nˆd0 ⊆ δt). Neka tn+1 =
max {tn, t2}.

�

Lema 3.17. Za vs�ka
strategiØ

e v sila:
1.Ako βˆ∞X ⊆ f , to za vs�ko k ∈ U s�westvuva aksioma 〈k, E′〉 ∈ Θ0 i

st�pka tk, takiva, qe ako t > tk i β e dost�pen na st�pka t i o− = ∞X ,
to 〈k, E′〉 e prilo�ima za k i sledovatelno k ne predizvikva vnimanie. Za
takava aksioma 〈k,E′〉 e v sila E′ ⊆ A.

2.Ako β 〈̂∞Y , k〉 ⊆ f , to za vs�ko l ∈ Vk s�westvuva aksioma 〈l, F ′〉 ∈ Θ1

i st�pka tl, takiva, qe ako t > tl i β e dost�pen na st�pka t i o− = 〈∞Y , k〉,
to 〈l, F ′〉 e prilo�ima za l i sledovatelno l ne predizvikva vnimanie. Za
takava aksioma 〈l, F ′〉 e v sila F ′ ⊆ A.



343. S_WESTVUVANE NA GENERIQNO MNO�ESTVO, KOETO NE OGRANIQAVA MINIMALNA DVO�KA

Dokazatelstvo. Da dopusnem protivnoto. I neka β ⊆ f e na� -
malkata strategi�, za ko�to tv�rdenieto ne e v�rno.

1. βˆ∞X ⊆ f i k ∈ Uβ e na� - malki�t element, takiva qe, k predi-
zvikva vnimanie bezbro� mnogo p�ti.

Neka

Γ =
{
γ ⊇ βˆ∞X |γ e GW strategi� s po - visok prioritet ot k

}
Γ1 = {γ ∈ Γ|γima posto�nen niz χγ za st�pki t > tγ}, Γ2 = Γ\Γ1.
Zabele�ka: Ako f <L γ , to γ ∈ Γ2.
Ako γ ∈ Γ2, to d�l�inata na λγ raste neograniqeno s narastvane na

nomera na st�pkata, t.e. ∀n∃tn∀t > tn(lh((λγ)t) > n)
Izbirame st�pka t tolkova gol�ma, qe:

(1) Za vs�ka SW strategi� β′ takava, qe β′ ⊂ β, elementite na Uβ′ i
na Vk′ ,k�deto k′ ∈ N, koito imat po - visok lokalen prioritet ot
γ ∈ Γ, veqe ne predizvikvat vnimanie. Za tezi elementi veqe ima
s�otvetna aksioma, ko�to vinagi e prilo�ima, i vsiqki aksioma
i s po - mal�k element, koito se prilagat na n�ko� st�pka ot
konstrukci�ta, veqe sa prilo�eni. S�glasno izbora na β kato
na�- malkata strategi�, za ko�to tv�rdenieto ne e v sila, mo�em
da izberem t po tozi naqin.

(2) Za vsiqki elementi m ∈ U , takiva qe m ≤ k, imame min(U)t.
(3) Vsiqki elementi m < k, veqe ne predizvikvat vnimanie na st�pki

s > t. S�glasno izbora na k kato na�- mal�k element ot U ,
ko�to predizvikva vnimanie poveqe ot kraen bro� p�ti mo�em
da izberem t po tozi naqin.

(4) Neka M = max {lhγ|γ ∈ Γ} Neka tM e st�pkata, za ko�to e v sila
∀s > tM (δs ≮L f � M) ot teoremata za na�- l�vost. Togava t > tM .

(5) Za vsiqki strategii γ ∈ Γ1, t > tγ

S�glasno izbora na t i po- toqno iziskvani�ta s nomer 1 i 4 imame,
qe na st�pki s > t, β ne se inicializira.

Neka t1 > t i f � M e dost�pen na st�pka t1. S�glasno definici�ta na

istinski� p�t i fakta, qe ∀n
∞
∃ t(f � n ⊆ δt) , takava st�pka t1 s�westvuva.

Neka t1+ e sledvawata st�pka, na ko�to e dost�pen β. Imame predho-
den izhod o− = ∞X . S�glasno konstrukci�ta posledovatelno prover�vame
elementite na U i promen�me s�otvetno zapisite im v U. Elementite
m < k veqe ne predizvikvat vnimanie. V�zmo�no e k da predizvika vni-
manie.

(1) Ako k ne predizvikva vnimanie, to za aksiomata 〈k, E′〉, zapisana
v U imame:
(a) E′ ∩ Eβ

t1+ = ∅
(b) E′ ∩ {a|a e ograniqeno izv�n A ot strategii γ ∈ Γ1}

∩ {a|a e ograniqeno ot strategi� δ ⊆ f � M na st�pka t1} = ∅
(2) Ako k predizvikva vnimanie na st�pka t1+, to s�stav�me agi-

tator Ek i minavame vd�sno ot istinski� p�t. Neka t2 e sled-
vawata st�pka, na ko�to e dost�pen βˆ∞X . S�glasno konstrukci�ta
na tazi st�pka sme namerili aksioma 〈k, E′′〉, za ko�to otnovo sa
izp�lneni
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(a) E′ ∩ Eβ
t1+ = ∅, zawoto β e dost�pen na st�pki t1+ i t2, ne e

inicializiran na st�pki s : t1+ < s ≤ t2 i s�glasno lemata
za zapazvane na ograniqeni�ta Eβ

t1+ = Eβ
t2 .

(b) E′ ∩ {a|a e ograniqeno izv�n A ot strategii γ ∈ Γ1}
∩ {a|a e ograniqeno ot strategi� δ ⊆ f � M na st�pka t1} = ∅,
zawoto {a|a e ograniqeno izv�n A ot strategii γ ∈ Γ1}
∩ {a|a e ograniqeno ot strategi� δ ⊆ f � M na st�pka t1} ⊆ Ek

i Ek ∩ E′′ = ∅.
.

I v dvata sluqa� imame aksioma za k - 〈k,E′′′〉, za ko�to sa v sila (a)
i (b). Mo�em da izberem st�pka t3 takava, qe za vsiqki γ ∈ Γ2 da e v
sila lh(γ) > max(E′′′).

Neka s > max(t3, t2, t1+) We poka�em, qe E′′′ ∈ As

Da dopusnem, qe E′′′ " As. Togava ima a ∈ E′′′, koeto e ograniqeno
izv�n A ot n�ko� GW strategi� γ.

Ako γ ⊂ β, to γˆ0 ⊆ δs i s�glasno izbora na s > t > tM , γˆ0 ⊂ f .
Pone�e γ ne e inicializirana na st�pki t′ > t1, to a ∈ Eβ

t1+ i ne mo�e da
b�de ot E′′′.

Ako γ /∈ Γ, to γ ne ograniqava elementi ot E′′′, zawoto 〈k,E′′′〉 e
prilo�ena na n�ko� st�pka t′ < s.

Ako γ ∈ Γ, i f <L γ, to γ ∈ Γ2 i lh(λγ > max(E′′′)), sledovatelno γ ne
ograniqava izv�n A elementi ot E′′′.

Ako γ ⊆ f , to s�glasno izbora na t, elementite, koito ograniqava γ
sa posto�nni, i ne prinadle�at na E′′′.

Ostava sluqa�t γ ∈ Γ1 i γ <L f .
Ako a /∈ At1 , to a ∈ Out1 s�glasno (b) a /∈ E′′′

We poka�em, qe ako a ∈ At1 , to ne mo�e da b�de izvaden ot A na
po - k�sna st�pka. Da dopusnem, qe a /∈ As′ za n�ko� st�pka s′ > t1 i
neka sme izbrali na�-malkata takava st�pka s′. a e element ograniqavan
ot γ <L f , t� veqe ne e dost�pna i ne mo�e da izvadi a ot A. Niko�
druga GW strategi� ne mo�e da ograniqi a izv�n A, zawoto vs�ka GW

strategi� ograniqava sobstveni elementi izv�n A. Ako dopusnem, qe a
popada v n�ko� agitator na SW strategi� β′ na st�pka s′. To tr�bva
a /∈ As′−. S�glasno izbora na s′, s′− ≤ t1. No a ∈ At1 , sledovatelno
s′− < t1. Togava β′ * f , no γ ⊃ β′, sledovatelno ne e v�zmo�no f <L β′.
Ostava β′ <L f , no togava β′ ne e dost�pen na st�pka s′.

Neka s > t3 e st�pka, na ko�to e dost�pen β i imame o− = ∞X . S�-
glasno dokazanoto E′′′ ⊆ As′−. Sledovatelno 〈k, E′′′〉 e prilo�ima i k ne
predizvikva vnimanie. Togava tk = t3+ - st�pkata na ko�to e dost�pen β
sled t3.

2. β 〈̂∞Y , k〉 ⊆ f i l ∈ Vk e na� - malki�t element, takiva qe, l predi-
zvikva vnimanie bezbro� mnogo p�ti, dokazatelstvoto e analogiqno.

�

Sledstvie 3.18.

∀n∃t∗n(f � n e dost�pen na st�pka t∗n
∧
∀t > t∗n(f � n ne se inicializira na st�pka t))

Dokazatelstvo. We doka�em tv�rdenieto s indukci� po n.
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Pri n = 0 tv�rdenieto e trivialno, zawoto f � 0 = ∅ nikoga ne se
inicializira i e dost�pen na vs�ka st�pka. t∗0 = 0.

Neka f � n e dost�pen na st�pka t∗n i ne se inicializira na st�pki
t > t∗n.

Ako f � (n+1) e R strategi� ili SW strategi�, to neka t∗n+1 e p�rvata
st�pka sled max(t∗n, tn+1), k�deto tn e st�pkata ot lema za na�- l�vost,
na ko�to e dost�pen f � n + 1 . f � (n + 1) ne se inicializira na st�pki
t > t∗n+1.

Ako f � (n + 1) e GW strategi�. Togava t∗n+1 izbirame taka, qe da e v
sila

(1) t∗n+1 > t∗n
(2) t∗n+1 > tn+1, k�deto tn+1 e st�pkata ot lemata za na�- l�vost.
(3) Za vs�ka SW strategi� β s βˆ∞X ⊆ f � (n + 1), za vseki element

k ∈ Uβ s po - visok prioritet ot f � (n + 1), imame prilo�ima
aksioma 〈k,E′〉 ko�to e prilo�ima vinagi sled st�pka tk. Ima
kraen bro� aksiomi s minimalen maksimalen element po- mal�k
ot max(E′). Neka t∗n+1 e tolkova gol�ma, qe vsiqki aksiomi s min-
imalen maksimalen element po- mal�k ot max(E′), koito n�koga
bivat prilagani, veqe sa prilo�eni.

(4) Za vs�ka SW strategi� β s β 〈̂∞Y , k〉 ⊆ f � (n+1), za vseki element
l ∈ (Vk)β tak�v, qe 〈l, k〉 e s po - visok prioritet ot f � (n + 1),
imame prilo�ima aksioma 〈l, F ′〉 ko�to e prilo�ima vinagi sled
st�pka tl. Ima kraen bro� aksiomi s minimalen maksimalen
element po- mal�k ot max(F ′). Neka t∗n+1 e tolkova gol�ma, qe
vsiqki aksiomi s minimalen maksimalen element po- mal�k ot
max(F ′), koito n�koga bivat prilagani, veqe sa prilo�eni.

(5) f � (n + 1) e dost�pen na st�pka t∗n+1.
�
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6.5. Udovletvorenost na iziskvani�ta.

Lema 3.19. Vs�ko R iziskvane e udovletvoreno.

Dokazatelstvo. Da razgledame edno R iziskvane. Neka α e strategi�ta
po istinski� p�t, ko�to se gri�i za tova iziskvane. Dokazatelstvoto na
lemata e razdeleno na slednite tri sluqai:

(1) Za vsiqki SW strategii β, koito sa podstrategii na α e v sila

β ⊂ f ⇒ (∃k∃l(β 〈̂l, k〉 ⊂ f) ∨ βˆd0 ⊂ f)

(2) Za vsiqki SW strategii β, koito sa podstrategii na α e v sila

β ⊂ f ⇒ βˆ∞X ⊂ f

(3) Za vsiqki SW strategii β, koito sa podstrategii na α e v sila

β ⊂ f ⇒ ∃k(β 〈̂∞Y , k〉 ⊂ f)

We razgledame vseki ot sluqaite po otdelno.
(1) We doka�em, qe v tak�v sluqa� Φα

0 (X) = Φα
0 (Y ).

S�glasno postroenieto na Φ0 i Φ1, dostat�qno e da doka�em
ravenstvo za vsev�zmo�nite svideteli dβ na podstrategiite na
α.

Ako dβ e kanceliran na n�ko� st�pka, to imame 〈d, ∅〉 ∈ Φ0∩Φ1

i sledovatelno Φα
0 (X)(dβ) = Φα

1 (Y )dβ = 1.
Neka β e podstrategi� na α. We razgledame v�zmo�nite

razpolo�eni� na β spr�mo istinski� p�t.
(a) f <L β. Togava neka dβ e izbran na st�pka t1. f � lh(β) e

dostopen na bezbro� mnogo st�pki, sledovatelno ima st�pka
t2 > t1, na ko�to e dost�pen . Na tazi st�pka β e inicial-
izira i dβ e kanceliran.

(b) β <L f . Neka t e poslednata st�pka, na ko�to β e bil
dost�pen. Ako β e inicializiran na n�ko� st�pka t′ > t,
to dβ e kanceliran. Inaqe ako βˆ∞X ⊆ δt ili β 〈̂∞Y , k〉 ⊆ δt,
to vsiqki svideteli, koito β e izbiral sa kancelirani.
Ako β 〈̂l, k〉 ⊆ δt, imame svidetel dβ i s�otvetni agitatori Ek

i F k
l . Za β e v sila uslovieto ot vtorata lema za agitatorite

i sledovatelno (Ek ∪ F k
l ) 6⊆ A, to (Ek ∪ F k

l ∪ Eβ
t ) ∩A = ∅. Ako

(Ek∪F k
l ) ⊆ A, to s�glasno p�rvata lema za agitatorite k ∈ X

i l ∈ Y sledovatelno Φα
0 (X)(dβ) = Φα

1 (Y )dβ = 1 .
Ako (Ek ∪F k

l ∪Eβ
t0)∩A = ∅, to ot dokazatelstvoto na vtorata

lema za agitatorite sledva, qe β e zapisan v spis�ka Watchedα.
Ako dopusnem qe k ∈ X, to s�westvuva aksioma 〈k, E′〉 ∈ Θ0,
za ko�to E′ ⊆ A i sledovatelno E′∩(Ek∪Eβ

t ). T� se e po�vila
v Θs

0 na st�pka s. α ⊂ f e dost�pen na st�pka s′ > s. S�-
glasno konstrukci�ta α we vidi aksiomata i we kancelira
dβ.
Ako dopusnem qe k /∈ X,no l ∈ Y to s�westvuva aksioma
〈l, F ′〉 ∈ Θ!, za ko�to F ′ ⊆ A i sledovatelno F ′∩(Ek∪F k

l ∪Eβ
t ).

T� se e po�vila v Θs
1 na st�pka s. α ⊂ f e dost�pen na st�pka

s′ > s. S�glasno konstrukci�ta α we vidi aksiomata i we
kancelira dβ.
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Ako k /∈ X i l /∈ Y , to Φα
0 (X)(dβ) = Φα

1 (Y )dβ = 0
(c) Ako βˆd0 ⊆ f . Neka razgledame st�pka t > tlh(β)∗ i takava,

qe ∀t′ > t(β ⊂ δt′ ⇒ βˆd0 ⊆ δt′). Imame izbran svidetel dβ i
agitatori Ek i F k

l , koito sa posto�nni.
Togava v sila e uslovieto na tretata lema za agitatorite i
sledovatelno (Ek ∪F k

l ) ⊆ A. Togava Φα
0 (X)(dβ) = Φα

1 (Y )dβ = 1
(d) Ako β 〈̂k, l〉 ⊆ f . Neka razgledame st�pka t > tlh(β)∗ i takava,

qe ∀t′ > t(β ⊂ δt′ ⇒ β 〈̂l, k〉 ⊆ δt′). Imame izbran svidetel dβ i
agitatori Ek i F k

l , koito sa posto�nni. Imame i posto�nno
mno�estvo ot ograniqeni elementi Eβ. Na vs�ka st�pka s >
t, na ko�to e dost�pen β, Ek ∪ F k

l sa izvadeno ot As. Eβ
s =

Eβ s�wo e izvaden ot As. β e dost�pen na bezbro� mnogo
st�pki, sledovatelno (Ek ∪F k

l ∪Eβ)∩A = ∅. We poka�em, qe
Φα

0 (X)(dβ) = Φα
1 (Y )dβ = 0.

Da dopusnem, qe Φα
0 (X)(dβ) = 1, togava ima aksioma 〈k, E′〉 ∈

Θ0, za ko�to E′ ⊆ A i sledovatelno E′ ∩ (Ek ∪ F k
l ∪ Eβ) = ∅.

Togava t� se po�v�va v Θs1
0 na st�pka s1 > t . S�glasno

konstrukci�ta na st�pka s > s1 na ko�to e dost�pen β we
imame izhod ∞X , no tova protivoreqi na izbora na t.
Da dopusnem, qe Φα

1 (Y )(dβ) = 1, togava ima aksioma 〈l, F ′〉 ∈
Θ1, za ko�to F ′ ⊆ A i sledovatelno F ′ ∩ (Ek ∪ F k

l ∪ Eβ) = ∅.
Togava t� se po�v�va v Θs2

1 na st�pka s2 > t . S�glasno
konstrukci�ta na st�pka s > s2 na ko�to e dost�pen β we
imame izhod 〈∞Y , k〉, no tova protivoreqi na izbora na t.
Sega we poka�em, qe vs�ko podiziskvane na R e udovletvoreno.

Da fiksirame edno takova podiziskvane - SW i neka β e SW

podstrategi�ta na α, ko�to se namira po istinski� p�t. Neka
Φα

0 (X) = Φα
1 (Y ) = D.

Neka β 〈̂l, k〉 .Neka razgledame st�pka t > tlh(β)∗ i takava, qe
∀t′ > t(β ⊂ δt′ ⇒ β 〈̂l, k〉 ⊆ δt′). Na st�pka t′ imame fiksiran
svidetel dβ. S�glasno dokazanoto D(dβ) = 0. A s�glasno kon-
strukci�ta W (dβ) = 1. Sledovatelno D 6= W .

Neka βˆd0 .Neka razgledame st�pka t > tlh(β)∗ i takava, qe
∀t′ > t(β ⊂ δt′ ⇒ βˆd0 ⊆ δt′). Na st�pka t′ imame fiksiran
svidetel dβ. S�glasno dokazanoto D(dβ) = 1. A s�glasno kon-
strukci�ta W (dβ) = 0, inaqe wexe da ima st�pka s > t′, takava
qe dβ ∈ Ws i na sledvawata st�pka s′ > s, na ko�to e dost�pen β,
w�hme da imame izhod 〈l, k〉, koeto protivoreqi na izbora na t.
Sledovatelno D 6= W .

(2) Ima strategi� β, podstrategi� na α, za ko�to βˆ∞X ⊆ f . We
poka�em v tozi sluqa�, qe Uβ = X i sledovatelno X e polu-
razreximo. Da dopusnem, qe ima element k ∈ X\U , i da raz-
gledame na� - malki� tak�v. Neka t e st�pka, tolkova gol�ma, qe
t > t∗lh(β)+1, vsiqki elementi, koito sa po - malki ot k i n�koga
popadat v U , veqe sa v U . Neka t1 > t i e takava, qe βˆ∞X e
dost�pen na st�pka t1, neka t2 e sledvawata st�pka, na ko�to e
dost�pen β, s�glasno konstrukci�ta i po - toqno toqka III−2−a
na� - k�sno na st�pka t2 we imame k ∈ U .
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S�glasno lemata za stabilnostta, za vseki element k ∈ U
ima prilo�ima aksioma 〈k,E′〉, za ko�to E′ ⊆ A, sledovatelno
k ∈ X i U ⊆ X. Okonqatelno X = U .

(3) Ima strategi� β, podstrategi� na α, za ko�to β 〈̂∞Y , k〉 ⊆ f . We
poka�em v tozi sluqa�, qe (Vk)β = Y i sledovatelno Y e polu-
razreximo. Da dopusnem, qe ima element l ∈ Y \Vk, i da raz-
gledame na� - malki�t tak�v. Neka t e st�pka, tolkova gol�ma,
qe t > t∗lh(β)+1, vsiqki elementi, koito sa po - malki ot l i n�koga
popadat v Vk, veqe sa v Vk. Neka t1 > t i e takava, qe β 〈̂∞Y , k〉
e dost�pen na st�pka t1, neka t2 e sledvawata st�pka, na ko�to e
dost�pen β, s�glasno konstrukci�ta i po - toqno toqka III−3−a
na� - k�sno na st�pka t2 we imame l ∈ Vk.

S�glasno lemata za stabilnostta, za vseki element l ∈ Vk

ima prilo�ima aksioma 〈l, F ′〉, za ko�to F ′ ⊆ A, sledovatelno
l ∈ F i Vk ⊆ Y . Okonqatelno Y = Vk.

�

Lema 3.20. Vs�ko GW iziskvane e udovletvoreno.

Dokazatelstvo. Neka razgledame edno GW iziskvane i neka γ e GW

strategi�ta, ko�to e po istinski� p�t. Za vs�ka st�pka t > t∗lh(γ), γ ne
se inicializira, i sledovatelno ima posto�nen niz χγ. Ot lemata za
zapazvane na ograniqeni�ta imame ∀t > t∗lh(γ)(γ ⊆ δt ⇒ Eγ

t = Eγ). Togava
vinagi kogato e dost�pen γ na st�pki t > t∗lh(γ), ako λγ(a) = 0, to a ∈ Eγ

t

i a /∈ At. Ako a ≥ lh(λγ) i χγ(a) = 0 otnovo vinagi kogato e dost�pen γ
na st�pki t > t∗lh(γ), to a /∈ At. Tova se sluqva na bezbro� mnogo st�pki i
sledovatelno, ako χγ(a) = 0, to a /∈ A.

Neka χγ(a) = 1. Da dopusnem, qe a /∈ At , za n�koe t > t∗lh(γ). Togava
a e izvadeno ot δ ⊆ δt. Ako γ < δ, to a ∈ F δ

t i δ ne mo�e da izvadi
a. Ako δ <L γ, to δ ne e dost�pen na st�pka t. �sno e, qe δ 6= γ, sle-
dovatelno ostava δ ⊂ γ. Neka o e izhod�t ot strategi�ta δ na st�pka t.
δˆo 6<L γ, zawoto γ ne se inicializira na st�pka t. Ako δˆo ⊆ γ, to za δˆo
imame Eδˆo

t∗γ
6= Eδˆo

t , s�glasno lemata za zapazvane na ograniqeni�ta δˆo e
inicializiran na n�ko� st�pka sled t. No togava po lemata za inicial-
izaci�ta γ s�wo e inizializiaran na tazi st�pka - protivoreqie. Ako
γ <L δˆo, to imame a ∈ Eδˆo

t ∩ F δˆo
t , koeto protivoreqi s tretata lema za

spazvane na ograniqeni�ta.
Taka , ako γ e po istinski� p�t i ima posto�nen niz χγ, χγ ⊆ χA.
(1) Ako γˆ1 ⊆ f , to χγ = λγ ⊆ χA i n�ma razxirenie na χγ, koeto da

popada v W .
(2) Ako γˆ0 ⊆ f , to χγ ∈ W .

�
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