
ÑÓ "Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè"
Ôàêóëòåò ïî Ìàòåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà

Äèïëîìíà ðàáîòà
íà òåìà

ω-ñïåêòðè è ω-êî-ñïåêòðè íà
ñòðóêòóðè

Ñòåôàí Âîëîäåâ Âúòåâ
ô.í. Ì-22051

Ðúêîâîäèòåë êàòåäðà: äîö. Àëåêñàíäðà Ñîñêîâà

Íàó÷åí ðúêîâîäèòåë: äîö. Àëåêñàíäðà Ñîñêîâà

12 ñåïòåìâðè 2008 ã.



Ñúäúðæàíèå

1 Óâîä 2

2 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ 5

2.1 Íîìåðàöèîííè ñòåïåíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 ω íîìåðàöèîííè ñòåïåíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè 10

4 ω-Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè 14

4.1 Âúâåäåíèå è îñíîâíè ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.1.1 Ôîðñèíã ðåëàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.1.2 Ôîðñèíã îïðåäåëèìîñò . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.1.3 Ôîðìàëíà îïðåäåëèìîñò . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2 Ðåëàòèâåí ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3 Ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà îòíîñíî ω-ðåäèöà . . . . . . . . . . . 32

5 Ñâîéñòâà íà ω-êî-ñïåêòðèòå 34

5.1 Êî-ìíîæåñòâà â De è Dω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.2 Ðåëàòèâíè ω-êî-ñïåêòðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.3 Ãëàâíè èäåàëè â Dω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.4 Òåîðåìà çà ìèíèìàëíèòå äâîéêè . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.5 Êâàçè-ìèíèìàëíè ñòåïíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.6 Îòâîðåíè âúïðîñè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1



Ãëàâà 1

Óâîä

Ëèíäà Ðèxòåð [8] ïúðâà çàïî÷âà èçó÷àâàíåòî íà âðúçêàòà ìåæäó èçî-
ìîðôíèòå êëàñîâå íà ñòðóêòóðèòå è òÿõíàòà ñòåïåí íà íåðàçðåøèìîñò,
â ñëó÷àÿ òþðèíãîâèòå ñòåïåíè. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñòðóêòóðàòà B =
〈|B|, P1, . . . , Pn, f1, . . . , fk〉 â åçèêà L . Ñ D+(B) äà îçíà÷èì äèàãðàìàòà
íà B, ò.å. âñè÷êè àòîìàðíè ôîðìóëè è îòðèöàíèÿ íà àòîìàðíè ôîðìóëè,
êîèòî ñà âåðíè â B. Èçïîëçâàéêè åôåêòèâíî êîäèðàíå íà ôîðìóëè, ìî-
æåì äà ðàçãëåæäàìå D+(B) êàòî ïîäìíîæåñòâî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.

Íåêà A å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ñ dT (A) ùå îçíà÷àâàìå òþ-
ðèíãîâàòà ñòåïåí íà ìíîæåñòâîòî. Äåòàéëíî èçëîæåíèå íà ñòðóêòóðàòà
íà òþðèíãîâèòå ñòåïåíè ìîæå äà ñå íàìåðè â [9].

Âàæåí âúïðîñ å êàê ìîæå äà ñå èçìåðè ñëîæíîñòòà íà äàäåíà ñòðóê-
òóðà. Ïúðâîíà÷àëíà èäåÿ å áèëà äà ñå ñúïîñòàâè òþðèíãîâà ñòåïåí íà
ñòðóêòóðà, ò.å. dT (D+(A)), íî òîâà ïîíÿòèå íå å èíâàðèàíòíî îòíîñíî
èçîìîðôèçúì.

Äåôèíèöèÿ 1.0.1 (Ðèõòåð [8]). Çà èçáðîèìà ñòðóêòóðà A, ñïåêòúðúò
íà A å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òþðèíãîâè ñòåïåíè íà íåéíèòå èçî-
ìîðôíè êîïèÿ.

DST (A) = {dT (D+(B)) | B ∼= A}.

Ðèõòåð âúâåæäà ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ çà ñúïîñòàâÿíå íà òþðèíãîâà
ñòåïåí íà ñòðóêòóðàòà. Íåêà ñ N äà îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà åñòåñò-
âåíèòå ÷èñëà.

Äåôèíèöèÿ 1.0.2 (Ðèõòåð [8]). Åäíà ñòðóêòóðà A èìà ñòåïåí d, àêî
d = min{dT (D+(B) | B ∼= A}.

Ìîæåì äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî çà ïðîèçâîëíî k ∈ N.

Äåôèíèöèÿ 1.0.3 (Íàéò [6]). Êàçâàìå, ÷å A èìà k-ñêîê ñòåïåí d, àêî
d = min{dT (D+(B)(k)) | B ∼= A}.
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1. Óâîä

Ïîíÿòèåòî çà ñòåïåí íà ñòðóêòóðà å èíâàðèàíòíî îòíîñíî èçîìîðôè-
çúì. Îêàçâà ñå, ÷å íå âñÿêà ñòðóêòóðà èìà ñòåïåí. Èçñëåäâàíè ñà îñíîâíè
ñòðóêòóðè êàòî ëèíåéíè íàðåäáè, ãðóïè, ãðàôè, áóëåâè àëãåáðè è äðóãè
àëãåáðè÷íè ñòðóêòóðè.

Òåîðåìà 1.0.1 (Ðèõòåð). Íåêà a äà áúäå ïðîèçâîëíà òþðèíãîâà ñòåïåí.

1. Ñúùåñòâóâà àáåëåâà ãðóïà ñúñ ñòåïåí a.

2. Ñúùåñòâóâà ðåøåòêà ñúñ ñòåïåí a.

3. Ñúùåñòâóâà ãðàô ñúñ ñòåïåí a.

Îò äðóãà ñòðàíà, íÿêîè ñòðóêòóðè íÿìàò ñòåïåíè.

Òåîðåìà 1.0.2 (Ðèõòåð). 1. Ñúùåñòâóâà àáåëåâà ãðóïà áåç ñòåïåí.

2. Ñúùåñòâóâà ëèíåéíà íàðåäáà áåç ñòåïåí. Íåêà A = (N,=, 6=, <) å
ëèíåéíà íàðåäáà. Àêî A èìà ñòåïåí, òî òÿ å ðàâíà íà 0T .

Òåîðåìà 1.0.3 (Íàéò [6]). Çà âñÿêî k ∈ N ñúùåñòâóâà ëèíåéíà íàðåäáà,
êîÿòî èìà (2k + 2)-ñêîê ñòåïåí è íÿìà (k + 1)-ñêîê ñòåïåí.

Òåîðåìà 1.0.4 (Àø, Äæîêóø, Íàéò [1]). Çà âñåêè ðåêóðñèâåí îðäèíàë
α, ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà, êîÿòî íÿìà α-ñêîê ñòåïåí.

Òåîðåìà 1.0.5 (Äæîêóø, Íàéò [3]). Çà âñåêè ðåêóðñèâåí îðäèíàë α ≥ 2,
è çà âñÿêà òþðèíãîâà ñòåïåí d ≥T 0(α) ñúùåñòâóâà ëèíåéíà íàðåäáà ñ
α-ñêîê ñòåïåí d, êîÿòî íÿìà β-ñêîê ñòåïåí çà β < α.

Â [11] Ñîñêîâ äåôèíèðà ïîíÿòèåòî çà ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà êàòî ìíî-
æåñòâî îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè. Òîé âúâåæäà ïîíÿòèåòî êî-ñïåêòúð íà
ñòðóêòóðà êàòî ìíîæåñòâîòî îò òåçè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè, êîèòî ñà
äîëíè ãðàíèöè íà ñïåêòúðà. Äîêàçâà òåîðåìà çà ìèíèìàëíà äâîéêà è òå-
îðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà êâàçè-ìèíèìàëíà ñòåïåí îòíîñíî ñòðóêòóðà.
Â [17] À. Ñîñêîâà ðàçøèðÿâà ïîíÿòèåòî çà ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà êàòî
ðàçãëåæäà ðåëàòèâíè ñïåêòðè îòíîñíî êðàéíà ðåäèöà îò ñòðóêòóðè. Òÿ
äîêàçâà, ÷å îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ñïåêòðèòå ñå çàïàçâàò è ïðè ðåëàòèâ-
íèòå ñïåêòðè.

Â [15] Ñîñêîâ âúâåæäà ñòðóêòóðàòà íà ω-ñòåïåíèòå êàòî ðàçøèðåíèå
íà ñòðóêòóðàòà íà íîìåðàöèîííèòå ñòåïåíè. Îáîáùåíèå íà ðåëàòèâíèòå
ñïåêòðè â Dω ïðåäñòàâëÿâàò ω-ñïåêòðèòå îòíîñíî ðåäèöà, ðàçãëåæäàíè
îò Ñîñêîâà â [18]. È çà òÿõ ñå îêàçâà, ÷å çàïàçâàò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà
ñïåêòðèòå.
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1. Óâîä

Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å äà èçó÷èì ñâîéñòâàòà íà êî-ñïåêòèòå
íà ñòðóêòóðè êàòî ìíîæåñòâà îò ω íîìåðàöèîííè ñòåïåíè. Â Ãëàâà 2 è â
Ãëàâà 3 ùå ðàçãëåäàìå îñíîâíè ïîíÿòèÿ êàòî íîìåðàöèîííà ñâîäèìîñò è
ðàâíîìåðíà ñâîäèìîñò è ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ñïåêòúð è êî-ñïåêòúð íà
ñòðóêòóðà. Â Ãëàâà 4 ñå äàâà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðåäèöè, ÷èèòî ω-ñòåïåíè
ïðèíàäëåæàò íà ω-êî-ñïåêòúðà íà äàäåíà ñòðóêòóðà. Õàðàêòåðèçàöèÿòà
ñå äàâà ÷ðåç ôîðñèíã ðåëàöèÿ è ÷ðåç Σn ôîðìóëè, ïîäîáíà íà òàçè äàäå-
íà îò Ñîñêîâ çà êî-ñïåêòðè â [11] è îò Ñîñêîâà çà ω-êî-ñïåêòðè îòíîñíî
ðåäèöè â [18]. Â [11] Ñîñêîâ ðàçãëåæäà ðåäèöà ñâîéñòâà íà êî-ñïåêòðèòå
è êî-ìíîæåñòâà îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè. Â Ãëàâà 5 ùå ïðîâåðèì êîè îò
òåçè ñâîéñòâà îñòàâàò ñèëà çà ω-êî-ñïåêòðèòå è êî-ìíîæåñòâà îò ω íîìå-
ðàöèîííè ñòåïåíè. Îñâåí òîâà, â [11] Ñîñêîâ äîêàçâà, ÷å çà âñåêè èçáðî-
èì èäåàë îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà ñ êî-ñïåêòúð
ðàâåí íà íåãî. Òîâà ñâîéñòâî íå ñå çàïàçâà ïðè ω-êî-ñïåêòðèòå íà ñòðóê-
òóðè. Çà ãëàâíèòå èäåàëè îò ω íîìåðàöèîííè ñòåïåíè ùå äîêàæåì, ÷å
ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà è ðåäèöà ñ ω-êî-ñïåêòúð ðàâåí íà äàäåíèÿ ãëàâåí
èäåàë.

Àâòîðúò áè èñêàë äà èçêàæå áëàãîäàðíîñòè íà ÷ëåíîâåòå íà êàòåä-
ðàòà ïî Ìàòåìàòè÷åñêà Ëîãèêà êúì ÔÌÈ íà ÑÓ çà äîáðàòà èì ïðåïî-
äàâàòåëñêà ðàáîòà. Ñïåöèàëíà áëàãîäàðíîñò êúì Àëåêñàíäðà Ñîñêîâà çà
ïðåäëàãàíåòî íà òàçè òåìà çà äèïëîìíà ðàáîòà è çà ñúùåñòâåíàòà ïîìîù
îêàçàíà ïî âðåìå íà èçãîòâÿíåòî é.
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Ãëàâà 2

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

2.1 Íîìåðàöèîííè ñòåïåíè

Íåêà ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà A,B ⊆ N. Îçíà÷àâàìå A ≤e B (A å íîìå-
ðàöèîííî ñâîäèìî êúì B ), àêî èìà íîìåðàöèîíåí îïåðàòîð Γz òàêúâ, ÷å
A = Γz(B), ò.å.

A ≤e B ⇐⇒ (∀x)(x ∈ A ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ Wz & Dv ⊆ B)),

êúäåòî W0, . . . ,Wz, . . . å ãüîäåëåâî êîäèðàíå íà âñè÷êè ïîëóðàçðåøèìè
ìíîæåñòâà è Dv å êðàéíîòî ìíîæåñòâî ñ êàíîíè÷åí êîä v. Íà âñåêè íîìå-
ðàöèîíåí îïåðàòîð Γz ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ïîëó-ðàçðåøèìîòî ìíîæåñ-
òâî Wz. Çàòîâà îòòóê íàòàòúê ùå îçíà÷àâàìå íîìåðàöèîííèÿ îïåðàòîð
êàòî Wz.

Ðåëàöèÿòà ≤e å ðåôëåêñèâíà è òðàíçèòèâíà è ïîðàæäà ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò. Ðåëàöèÿòà ≡e, äåôèíèðàíà êàòî A ≡e B ⇐⇒ A ≤e

B & B ≤e A, å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.
Íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí a íà ìíîæåñòâîòî A íàðè÷àìå êëàñà íà åê-

âèâàëåíòíîñò îòíîñíî ≡e, ò.å.

a = de(A) = {B | A ≡e B} .

Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äåôèíèðàìå A⊕B =
{2x | x ∈ A} ∪ {2x + 1 | x ∈ B}. Ìíîæåñòâîòî A ⊕ B å òî÷íàòà ãîðíà
ãðàíèöà íà ìíîæåñòâàòà A è B.

Äà äåôèíèðàìå è ðåëàöèÿ ìåæäó íîìåðàöèîííè ñòåïåíè: de(A) ≤e

de(B) ⇐⇒ A ≤e B. Ùå áåëåæèì ñ De ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íî-
ìåðàöèîííè ñòåïåíè. De = (De,≤e,0e), êúäåòî 0e å êëàñúò íà åêâèâà-
ëåíòíîñò, â êîéòî ïðèíàäëåæè ∅. Çà äàäåíî ìíîæåñòâî A, äà îçíà÷èì
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2. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

A+ = A ⊕ (N\A). Åäíî ìíîæåñòâî A ñå íàðè÷à òîòàëíî, àêî A ≡e A
+.

Íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí a å òîòàëíà, àêî a ñúäúðæà òîòàëíî ìíîæåñòâî.
Ðîäæúðñîâèÿò èçîìîðôèçúì ι : DT → De, äåôèíèðàí â [9] êàòî

ι(dT(A)) = de(A
+), äàâà èçîìîðôíî âëàãàíå íà òþðèíãîâèòå ñòåïåíè â

íîìåðàöèîííèòå.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Íåêà å äàäåíî ìíîæåñòâî A è K0
A = {〈x, z〉 | x ∈

Wz(A)}. Äåôèíèðàìå íîìåðàöèîííèÿ ñêîê ′ íà ìíîæåñòâîòî A êàòî
ìíîæåñòâîòî (K0

A)+.

Îáîáùàâàìå äåôèíèöèÿòà çà ñêîê íà ìíîæåñòâî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(i) B(0) = B;

(ii) B(n+1) = (B(n))′;

(iii) B(ω) = {〈x, y〉 | x ∈ B(y)}.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(i) A ≤e B ⇒ A′ ≤e B′;

(ii) A å Σ0
n+1 â B, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A ≤e (B+)(n).

Äåôèíèöèÿ 2.1.2. Íåêà å äàäåíà êðàéíà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà B0, . . . , Bk.
Äåôèíèðàìå ñêîê ðåäèöàòà çà òåçè ìíîæåñòâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(i) P(B0) = B0;

(ii) Àêî n < k, òî P(B0, . . . , Bn+1) = P(B0, . . . , Bn)′ ⊕Bn+1.

Òåîðåìà 2.1.1 (Ñîñêîâ [10]). Íåêà k ≥ 0 è B0, . . . , Bk ñà ïðîèçâîëíè ìíî-
æåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò òîòàëíè ìíîæåñ-
òâà F è G, çà êîèòî F (k+2) ≡e P(B0, . . . , Bk)

′′ è G(k+2) ≡e P(B0, . . . , Bk)
′′

è îñâåí òîâà å èçïúëíåíî:

(i) Çà âñÿêî n ≤ k, P(B0, . . . , Bn) <e F
(n) è P(B0, . . . , Bn) <e G

(n);

(ii) Àêî n ≤ k, A ≤e F (n) è A ≤e G(n), òî A ≤e P(B0, . . . , Bn).
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2. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

2.2 ω íîìåðàöèîííè ñòåïåíè

Â [15] Ñîñêîâ çàïî÷âà èçó÷àâàíåòî íà ñòðóêòóðàòà Dω íà ω íîìåðàöè-
îííèòå ñòåïåíè. Â òîçè ïàðàãðàô ùå äàäåì íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà
Dω.

Äà îçíà÷èì ñ S ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè B = {Bn}n<ω îò ìíî-
æåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Çà âñåêè åëåìåíò B = {Bn}n<ω îò S, ñêîê-êëàñúò íà B å ìíîæåñòâîòî

JB = {dT (X) | (∀k)(Bk ≤e (X+)(k)) ðàâíîìåðíî ïî k} .

Óñëîâèåòî çà ðàâíîìåðíîñò ïî n îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà òîòàëíà
èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn.g(n), çà êîÿòî çà âñÿêî n ∈ N, Bn = Wg(n)(X

(n)).
Çà âñåêè äâå ðåäèöè A è B íåêà A ≤ω B (A å ðàâíîìåðíî ñâîäèìà êúì

B), àêî JB ⊆ JA è íåêà A ≡ω B, àêî JA = JB. Ðåëàöèÿòà ≡ω å ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò çà S.

Íåêà ω-íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí íà B äà áúäå dω(B) = {A | A ≡ω B}
è Dω = {dω(B) | B ∈ S}.

Íåêà a = dω(A) è b = dω(B). Òîãàâà a ≤ω b, àêî A ≤ω B. Äà îçíà÷èì
ñ 0ω = dω(∅ω), êúäåòî ∅ω å ðåäèöàòà ñ âñåêè ÷ëåí ðàâåí íà ∅.

Äåôèíèðàìå îïåðàöèÿòà ñú÷åòàíèå ìåæäó ðåäèöè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
A ⊕ B = {An ⊕ Bn}n<ω. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å JA⊕B = JA ∩ JB. Ñëå-
äîâàòåëíî, çà âñåêè äâà åëåìåíòà dω(A) = a ∈ Dω è dω(B) = b ∈ Dω ,
òÿõíàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà å a ∪ b = dω(A⊕ B).

Äåôèíèöèÿ 2.2.1. Íåêà å äàäåíà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà B =
{Bn}n<ω. Äà äåôèíèðàìå ñúîòâåòíàòà ñêîê ðåäèöà P(B) = {Pn(B)}n<ω
ñ èíäóêöèÿ ïî n:

(1) P0(B) = B0;

(2) Pn+1(B) = (Pn(B))′ ⊕Bn+1.

Òâúðäåíèå 2.2.1. Çà ïðîèçâîëíè ðåäèöè A,B ∈ S å èçïúëíåíî:

1. A ≡ω P(A).

2. Àêî ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å An = Γg(n)(Pn(B))
çà âñÿêî n, òî A ≤ω B.

Ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî âëàãàíå íà íîìåðàöèîííèòå ñòåïåíè â ω íîìå-
ðàöèîííèòå ñòåïåíè. Çà äàäåíî ìíîæåñòâî A, äà îçíà÷èì ñ A ↑ ω ðåäèöà-
òà {An}n<ω, êúäåòî A0 = A è çà âñÿêî n > 0 An = ∅, ò.å. A = {A, ∅, ∅, . . . }.
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2. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Çà âñÿêî A,B ⊆ N èìàìå, ÷å A ≤e B ⇐⇒ A ↑ ω ≤ω B ↑ ω. Ñëåäîâàòåë-
íî, èçîáðàæåíèåòî κ(de(A)) = dω(A ↑ ω) äàâà èçîìîðôíî âëàãàíå íà De

â Dω. Îòòóê íàòàòúê íÿìà äà ïðàâèì ðàçëèêà ìåæäó íîìåðàöèîííàòà
ñòåïåí de(A) è íåéíîòî ïðåäñòàâÿíå êàòî dω(A ↑ ω) â Dω.

Òàêà íàïðèìåð, àêî a = de(A) è b ∈ Dω, òîãàâà ùå ïèøåì a ≤ω b
(b ≤ω a) êàòî çíàåì, ÷å dω(A ↑ ω) ≤ω b (b ≤ω dω(A ↑ ω)).
D1 = {dω(A ↑ ω) | A ⊆ N}. Òúé êàòî A ↑ ω ≤ω B ↑ ω ⇐⇒ A ≤e B,

òî ãîðíàòà ïîëóðåøåòêà (D1, 0ω,≤ω,∪) å èçîìîðôíà íà ãîðíàòà ïîëóðå-
øåòêà íà íîìåðàöèîííèòå ñòåïåíè.

Äåôèíèöèÿ 2.2.2. Ùå äåôèíèðàìå îïåðàöèÿòà ñêîê çà ðåäèöè îò ìíî-
æåñòâà. Çà âñÿêî A ∈ S, íåêà A′ = {Pk+1(A)}k<ω.

(i) A′ = {Pk+1(A)}k<ω.

(ii) A(n+1) = (A(n))′.

Òîãàâà èìàìå, ÷å A(k) = {Pn+k(A)}n<ω çà âñÿêî k.

Òâúðäåíèå 2.2.2. (i) A <ω A′;

(ii) A ≤ω B ⇒ A′ ≤ω B′.

Äîáðå å äà ñå îáúðíå âíèìàíèå, ÷å X ⊆ N, òîãàâà Pn(X ↑ ω) ≡e X
(n)

ðàâíîìåðíî ïî n.
Ñëåäíàòà òåîðåìà íà Ñîñêîâ è Êîâà÷åâ [14] äàâÿ ÿâíà õàðàêòåðèçàöèÿ

íà ðàâíîìåðíàòà ñâîäèìîñò.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåêà A = {An}n<ω è B = {Bn}n<ω äà áúäàò åëåìåíòè
îò S. Òîãàâà óñëîâèÿòà ñà åêâèâàëåíòíè:

(1) A ≤ω B, ò.å. çà âñÿêî òîòàëíî ìíîæåñòâî X, àêî Bn ≤e X
(n)

ðàâíîìåðíî â n òîãàâà An ≤e X
(n) ðàâíîìåðíî â n.

(2) An ≤e Pn(B) ðàâíîìåðíî â n, ò.å. ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ
g òàêàâà, ÷å An = Γg(n)(Pn(B)) çà âñÿêî n.

Îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî X ⊆ N è ïðîèçâîëíà ðåäèöà A =
{An}n<ω èìàìå, ÷å An ≤e X

(n) ðàâíîìåðíî â n òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
A ≤ω {X(n)}n<ω òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A ≤ω X ↑ ω.

Ñ ìîäèôèêàöèÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2.1 ìîæåì äà ïîëó-
÷èì ñëåäíîòî:

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Íåêà A0, . . . ,Ar, . . . ñà åëåìåíòè íà S òàêà, ÷å çà
âñÿêî r, Ar 6≤ω B. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òîòàëíî ìíîæåñòâî X òàêîâà,
÷å B ≤ω {X(n)}n<ω è Ar 6≤ω {X(n)}n<ω çà âñÿêî r.
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2. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Òîâà å òåîðåìà çà îáðúùàíå íà ñêîêà îòíîñíî èçáðîèìà ðåäèöà îò
ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 2.2.3 (Ñîñêîâ [10]). Íåêà B = {Bk}k<ω äà áúäå ðåäèöà îò ìíî-
æåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å çà íÿêîå X ⊆ N è
çà íÿêîå n ∈ N,Pn(B) ≤e X+. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî F ⊆ N,
êîåòî óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(i) (∀k ≤ n)(Bk ≤e (F+)(k));

(ii) (∀k < n)((F+)(k+1) ≡e (F+)⊕ Pk(B)′);

(iii) (F+)(n) ≡e X+.
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Ãëàâà 3

Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

Â [11] Ñîñêîâ äåôèíèðà ïîíÿòèåòî ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà, áàçèðàíî íà íî-
ìåðàöèîííà ñâîäèìîñò è ðàçãëåæäà ñâîéñòâàòà ìó. Íåêà A = (N;R1, . . . , Rs)
äà áúäå ñòðóêòóðà, Ri å ïîäìíîæåñòâî íà Nri è ðàâåíñòâîòî = è íåðàâåí-
ñòâîòî 6= ñà èçìåæäó R1, . . . , Rs.

Äåôèíèöèÿ 3.0.3. Íîìåðàöèÿ f íà A å òîòàëíî èçîáðàæåíèå îò N
âúðõó N.

Íåêà å äàäåíà íîìåðàöèÿ f íà A è ïîäìíîæåñòâî A íà Na. Òîãàâà
f−1(A) = {〈x1, . . . , xa〉 | (f(x1), . . . , f(xa)) ∈ A}. Äà îçíà÷èì f−1(A) =
f−1(R1)⊕ · · · ⊕ f−1(Rs).

Ïðè äàäåíî ìíîæåñòâî X îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, äà îçíà÷èì ñ de(X)
íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí íà X, a Òþðèíã ñòåïåíòà íà X ñ dT(X).

Ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A å ìíîæåñòâîòî

DS(A) = {de(f−1(A)) | f å íîìåðàöèÿ íà A}

Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, äåôèíèðàìå n-òèÿ ñêîê íà ñïåêòúð íà ñòðóê-
òóðàòà A ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

DSn(A) = {de(f−1(A)(n)) | f å íîìåðàöèÿ íà A} .

Ïúðâîíà÷àëíî ïîíÿòèåòî çà ñïåêòúð îò òþðèíãîâè ñòåïåíè íà ñòðóê-
òóðàòà A å âúâåäåíî îò Ðèõòåð [8]:

DST(A) = {dT(f−1(D+(A))) | f å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà A},

êúäåòî D+(A) å äèàãðàìàòà íà ñòðóêòóðàòà A, êîÿòî å ñúñòàâåíà îò âñè÷-
êè àòîìàðíè ôîðìóëè è îòðèöàíèÿ íà àòîìàðíè ôîðìóëè âåðíè â A.
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3. Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

Èìà äâå ðàçëèêè ìåæäó äåôèíèöèÿòà íà Ñîñêîâ è òàçè íà Ðèõòåð.
Ïúðâàòà å, ÷å Ñîñêîâ ðàçãëåæäà äèàãðàìàòà íà ñòðóêòóðàòà A ñúñòàâå-
íà ñàìî îò çàòâîðåíè àòîìàðíè ôîðìóëè âåðíè â A (áåç îòðèöàíèÿ íà
çàòâîðåíè àòîìàðíè ôîðìóëè âåðíè â A). Ùå îçíà÷àâàìå òàçè äèàãðàìà
ñ D(A).

Âòîðàòà ðàçëèêà ñå îòíàñÿ äî íîìåðàöèèòå. Â [8] ñïåêòúðúò ñå äåôè-
íèðà ñ ïîìîùòà íà âñè÷êè áèåêòèâíè íîìåðàöèè, äîêàòî òóê íèå ïîçâî-
ëÿâàìå ïðîèçâîëíè ñþðåêòèâíè íîìåðàöèè.

Íå å çàäúëæèòåëíî DS(A) äà ñúäúðæà âñè÷êè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè
b ≥e a çà a ∈ DS(A). Íàïðèìåð, ñïåêòúðúò DS(A) íà ñòðóêòóðàòà A =
(N,=, 6=) ïðåäñòàâëÿâà òî÷íî âñè÷êè òîòàëíè ñòåïåíè. Àêî ðàçãëåæäàìå
ñòðóêòóðàòà A ïðè äåôèíèöèÿ íà ñïåêòúð ïî Ðèõòåð, òî òîãàâà DS(A) =
{0e}.

Ïðè äåôèíèöèÿòà íà Ñîñêîâ, ñïåêòúðúò íà ñòðóêòóðà å âèíàãè çàò-
âîðåí íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè.

Òâúðäåíèå 3.0.3 (Ñîñêîâ [11]). Íåêà f äà áúäå ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ
íà ñòðóêòóðàòà A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà áèåêòèâíà íîìåðàöèÿ g íà A

òàêàâà, ÷å g−1(A) ≤e f−1(A).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî Ef = {〈x, y〉 | f(x) =
f(y)}. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å E+

f ≤e f−1(A), çàùîòî = è 6= ñà ïðåäèêàòíè
ñèìâîëè, êîèòî ó÷àñòâàò â åçèêà íà ñòðóêòóðàòà A. Ñåãà ùå äåôèíèðàìå
ñ ïðèìèòèâíà ðåêóðñèÿ òîòàëíàòà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ h:

h(0) ∼= 0

h(n+ 1) ∼= µz[(∀k ≤ n)(〈h(k), z〉) /∈ Ef ]

Äà äåôèíèðàìå g(n) = f(h(n)). Íåêà n1 6= n2. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îá-
ùíîñòòà, äà äîïóñíåì, ÷å n1 < n2. Àêî g(n1) = g(n2), òî f(h(n1)) =
f(h(n2)), ò.å. 〈h(n1), h(n2)〉 ∈ Ef . Îò n1 < n2 è îò äåôèíèöèÿòà íà ôóí-
êöèÿòà h ñëåäâà, ÷å 〈h(n1), h(n2)〉 6∈ Ef , êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-
òåëíî g(n1) 6= g(n2), ò.å. g å èíåêòèâíà.

Îò äåôèíèöèÿòà íà h å ÿñíî, ÷å n1 < n2 ⇒ h(n1) < h(n2). Äà äî-
ïóñíåì, ÷å g íå å ñþðåêòèâíà, ò.å. (∃k)(∀n)(g(n) 6= k), êîåòî å åêâèâà-
ëåíòíî íà (∃k)(∀n)(f(h(n)) 6= k). f å âúðõó N, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
(∃l)(f(l) = k) è (∀n)(〈h(n), l〉 /∈ Ef ). Ñúùåñòâóâà t òàêîâà, ÷å h(t) < l
è h(t + 1) > l. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å (∃s ≤ t)(〈h(s), l〉 ∈ Ef ). Ïîëó÷àâàìå,
÷å g(s) = f(h(s)) = f(l) = k, êîåòî å ïðîòèâîðå÷è ñ äîïóñêàíåòî è ñëå-
äîâàòåëíî (∀k)(∃s)(g(s) = k). Òàêà äîêàçàõìå, ÷å g å âúðõó N. Ëåñíî ñå
ïîêàçâà, ÷å E+

f ⊕ g−1(A) ≡e f−1(A).
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3. Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

Äåôèíèöèÿ 3.0.4. Íåêà A ⊆ De. Êàçâàìå, ÷å A å çàòâîðåíî íàãîðå
(îòíîñíî òîòàëíè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè), àêî çà a ∈ A è ïðîèçâîëíà
òîòàëíà e-ñòåïåí b å èçïúëíåíî, ÷å a ≤e b, òî b ∈ A.

Äåôèíèöèÿ 3.0.5. Åäíà èçáðîèìà ñòðóêòóðà A íàðè÷àìå òðèâèàë-
íà, àêî çà íÿêîå êðàéíî ìíîæåñòâî S ⊆ |A|, âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà |A|,
êîÿòî çàïàçâà åëåìåíòèòå íà S ôèêñèðàíè, å àâòîìîðôèçúì íà A.

Òåîðåìà 3.0.4 (Íàéò [6]). Àêî A å íå-òðèâèàëíà èçáðîèìà ñòðóêòóðà,
òîãàâà DST (A) å çàòâîðåí íàãîðå.

Òâúðäåíèå 3.0.4 (Ñîñêîâ [11]). Íåêà f å íîìåðàöèÿ íà A. Äà ïðåäïîëî-
æèì, ÷å F å òîòàëíî ìíîæåñòâî è f−1(A) ≤e F . Òîãàâà ñúùåñòâóâà
íîìåðàöèÿ g íà A, êîÿòî g−1(A) ≡e F .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà äà ôèêñèðàìå äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà s
è t è íåêà xs è xt äà áúäàò òàêèâà, ÷å f(xs) = s è f(xt) = t. Äà äåôèíèðàìå
ôóíêöèÿòà

g(x) '


f(x/2) àêî x å ÷åòíî
s àêî x = 2z + 1 è z ∈ F
t àêî x = 2z + 1 è z /∈ F

ßñíî å, ÷å g(2x) = f(x), ñëåäîâàòåëíî g å âúðõó N, ò.å. å íîìåðàöèÿ íà
A, è îñâåí òîâà èìàìå, ÷å f−1(A) ≤e g−1(A). = è 6= ñà ïðåäèêàòè â A,
ñëåäîâàòåëíî F ≤e g−1(A). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å F ⊕ f−1(A) ≤e g−1(A).

Íåêà Ri å ïðåäèêàò îò ñòðóêòóðàòà A è äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè ÷èñëà
x = x1, . . . , xri . Ùå îïèøåì ïðîöåäóðà, ðåêóðñèâíà â ìíîæåñòâîòî F ,
êîÿòî ñúïîñòàâÿ íà x ÷èñëàòà y = y1, . . . , yri .

(à) Àêî xj å ÷åòíî, òî yj = xj/2;

(á) Àêî xj = 2z + 1 è z ∈ F , òîãàâà yj = xs;

(â) Àêî xj = 2z + 1 è z /∈ F , òîãàâà yj = xt.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å 〈x1, . . . , xri〉 ∈ g−1(Ri) ⇐⇒ 〈y1, . . . , yri〉 ∈ f−1(Ri).
Îò óñëîâèåòî, f−1(A) ≤e F , ñëåäîâàòåëíî g−1(A) ≤e F .

Ñîñêîâ äîêàçâà, ÷å âñåêè ñïåêòúð å çàòâîðåí íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè
íîìåðàöèîííè ñòåïåíè.

Ñëåäñòâèå 3.0.5. Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A, DS(A) å çàòâîðåí íàãîðå.
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3. Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà a ∈ DS(A) è b å òîòàëíà ñòåïåí è a ≤e b.
ßñíî å, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f íà A, çà êîÿòî de(f

−1(A)) = a è
ñúùåñòâóâà òîòàëíî ìíîæåñòâî F ∈ b. Ñëåäîâàòåëíî, f−1(A) ≤e F è
ñïîðåä ãîðíîòî òâúðäåíèå ìîæåì äà íàìåðèì íîìåðàöèÿ g íà A, çà êîÿòî
g−1(A) ≡e F . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å b ∈ DS(A) è ñëåäîâàòåëíî DS(A) å
çàòâîðåí íàãîðå.
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Ãëàâà 4

ω-Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

4.1 Âúâåäåíèå è îñíîâíè ñâîéñòâà

Äåôèíèöèÿ 4.1.1. ω-ñïåêòúð çà ñòðóêòóðàòà A å ìíîæåñòâîòî DS(A) =
{de(f

−1(A)) | f å íîìåðàöèÿ íà A} .

Íåêà A å ìíîæåñòâî îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè. Ùå îçíà÷àâàìå coe(A)
êî-ìíîæåñòâîòî íà A â De, ò.å.

coe(A) = {b ∈ De | (∀a ∈ A)(b ≤e a)}.

Ñ co(A) ùå îçíà÷àâàìå êî-ìíîæåñòâîòî íà A â Dω, ò.å.

co(A) = {b ∈ Dω | (∀a ∈ A)(b ≤ω a)}.

Äåôèíèöèÿ 4.1.2. (i) ω-êî-ñïåêòúð íà A å ìíîæåñòâîòî

CS(A) = co(DS(A))

(ii) k-òè ω-êî-ñïåêòúð íà A å ìíîæåñòâîòî

CSk(A) = co(DSk(A))

Äåôèíèöèÿ 4.1.3. Íåêà A ∈ S è f å íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà A

è k ∈ N. Ðåäèöàòà A ñå íàðè÷à k-äîïóñòèìà â íîìåðàöèÿòà f , àêî
A ≤ω f−1(A)(k) ↑ ω.

ω íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí íà åäíà ðåäèöà A ïðèíàäëåæè íà k-òèÿ
ω-êî-ñïåêòúð íà äàäåíà ñòðóêòóðà A òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A å
k-äîïóñòèìà âúâ âñè÷êè íîìåðàöèè íà A.
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Äåôèíèöèÿ 4.1.4. Íåêà f äà áúäå íîìåðàöèÿ íà A. Çà âñÿêî n, e, x ∈ N,
íåêà äà äåôèíèðàìå ðåëàöèèòå f |=n Fe(x) è f |=n ¬Fe(x) ñ èíäóêöèÿ ïî
n:

1. f |=0 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ f−1(A)));
2. f |=n+1 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)(

(u = 〈0, eu, xu〉 & f |=n Feu(xu)) ∨
(u = 〈1, eu, xu〉 & f |=n ¬Feu(xu)));

3. f |=n ¬Fe(x) ⇐⇒ f 6|=n Fe(x) .

Ëåìà 4.1.1. (i) Íåêà A ⊆ N, n ∈ N. Òîãàâà A ≤e f
−1(A)(n) òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî A = {x | f |=n Fe(x)} çà íÿêîå e ∈ N.

(ii) Íåêà A = {An}n<ω. Òîãàâà A ≤ω f−1(A)(k) ↑ ω òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å An = {x |
f |=n+k Fg(n)(x)} çà âñÿêî n.

Äîêàçàòåëñòâî.

(i) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà íà ìîäå-
ëèðàùàòà ðåëàöèÿ. Ïî-òî÷íî, ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî n, A =
We(f

−1(A)(n)) ⇐⇒ A = {x | f |=n Fe(x)}.

(à) Íåêà äà ðàçãëåäàìå áàçîâèÿ ñëó÷àé çà n = 0.

Â åäíàòà ïîñîêà, íåêà A ≤e f
−1(A), ò.å. ñúùåñòâóâà e òàêî-

âà, ÷å A = We(f
−1(A)). Îò äåôèíèöèÿòà íà íîìåðàöèîííè-ÿ

îïåðàòîð ñëåäâà, ÷å

x ∈ A ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ f−1(A))
⇐⇒ f |=0 Fe(x).

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å A = {x | f |=0 Fe(x)}.
Ñåãà â äðóãàòà ïîñîêà, íåêà äà ôèêñèðàìå åñòåñòâåíî ÷èñëî e
è ìíîæåñòâî A = {x | f |=0 Fe(x)}.
Òîãàâà èìàìå, ÷å:

x ∈ A ⇐⇒ f |=0 Fe(x)
⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ f−1(A))
⇐⇒ x ∈ We(f

−1(A)).

Ñëåäîâàòåëíî, A ≤e f
−1(A).

(á) Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n. Ùå äîêàæåì ÷å òî
å âÿðíî è çà n+ 1.

Çà äà äîêàæåì åäíàòà ïîñîêà, íåêà äà âçåìåì ìíîæåñòâî A ≤e

f−1(A)(n+1), ò.å. ñúùåñòâóâà e òàêîâà, ÷å A = We(f
−1(A)(n+1)).
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Èçïîëçâàéêè äåôèíèöèèòå íà íîìåðàöèîííàòà ñâîäèìîñò è îïå-
ðàöèÿòà ñêîê, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè:

x ∈ A ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ f−1(A)(n+1))
⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & ((∀u ∈ Dv)

(u = 〈0, eu, xu〉 & xu ∈ Weu(f−1(A)(n)))∨
(u = 〈1, eu, xu〉 & xu 6∈ Weu(f−1(A)(n))))

Äà îçíà÷èì Au = Weu(f−1(A)(n)). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Au ≤e
f−1(A)(n) è êàòî ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å xu ∈ Au ⇐⇒ f |=n Feu(xu) è xu 6∈ Au ⇐⇒ f |=n

¬Feu(xu). Òàêà ìîæåì äà ïðåíàïèøåì ãîðíàòà åêâèâàëåíòíîñò
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x ∈ A ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & ((∀u ∈ Dv)
(u = 〈0, eu, xu〉 & xu ∈ Au)
(u = 〈1, eu, xu〉 & xu 6∈ Au)))

⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & ((∀u ∈ Dv)
(u = 〈0, eu, xu〉& f |=n Feu(xu))∨
(u = 〈1, eu, xu〉& f |=n ¬Feu(xu))))

Îò äåôèíèöèÿòà íà ìîäåëèðàùàòà ðåëàöèÿ ñëåäâà, ÷å x ∈
A ⇐⇒ f |=n+1 Fe(x). Ñëåäîâàòåëíî, A = {x | f |=n+1 Fe(x)}.
Ñåãàa çà äðóãàòà ïîñîêà íà åêâèâàëåíòíîñòòà, íåêà A = {x |
f |=n+1 Fe(x)}. Ùå äîêàæåì, ÷å A = We(f

−1(A)(n+1)).

x ∈ A ⇐⇒ f |=n+1 Fe(x)
⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)

((u = 〈0, eu, xu〉& f |=n Feu(xu))∨
(u = 〈1, eu, xu〉& f |=n ¬Feu(xu))))

Äà îçíà÷èì Au = {x | f |=n Feu(x)}. Îò èíäóêöèîííîòî ïðåä-
ïîëîæåíèå çíàåì, ÷å Au = Weu(f−1(A)(n)). Òîãàâà

f |=n Feu(xu) ⇐⇒ xu ∈ Au ⇐⇒ xu ∈ Weu(f−1(A)(n)) è

f |=n ¬Feu(xu) ⇐⇒ xu 6∈ Au ⇐⇒ xu 6∈ Weu(f−1(A)(n)).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà íàïèøåì ãîðíèòå åêâèâàëåíòíîñòè
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x ∈ A ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We &
(∀u ∈ Dv)((u = 〈0, eu, xu〉& xu ∈ Au)∨
(u = 〈1, eu, xu〉& xu 6∈ Au)))

⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We &
(∀u ∈ Dv)((u = 〈0, eu, xu〉& xu ∈ Weu(f−1(A)(n)))∨
(u = 〈1, eu, xu〉& xu 6∈ Weu(f−1(A)(n)))))

⇐⇒ x ∈ We(f
−1(A)(n+1)).

16



4. ω-Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

Ñëåäîâàòåëíî, A = We(f
−1(A)(n+1)).

(ii) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî k. Íåêà ôèêñèðàìå åäíà
ω-ðåäèöà A = {An}n<ω.

(à) Äà ðàçãëåäàìå áàçîâèÿ ñëó÷àé çà k = 0. Èìàìå A ≤ω f−1(A) ↑
ω. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òîòàëíà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn.g(n) òà-
êàâà, ÷å An = Wg(n)(f

−1(A)(n)). Ñåãà èçïîëçâàìå òâúðäåíèåòî
(i). Â íåãî äîêàçàõìå, ÷å An = {x | f |=n Fg(n)(x)}.
Â äðóãàòà ïîñîêà, íåêà ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn.g(n),
çà êîÿòî An = {x | f |=n Fg(n)(x)}, çà âñÿêî n ∈ N. Òîãà-
âà îòíîâî èçïîëçâàìå òâúðäåíèå (i) è ïîëó÷àâàìå, ÷å An =
Wg(n)(f

−1(A)(n)), çà âñÿêî n ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî, A ≤ω f−1(A) ↑
ω

(á) Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k. Ùå ãî äîêàæåì çà
k + 1. Íåêà A ≤ω f−1(A)(k) ↑ ω. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà
èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn.g(n), çà êîÿòî An = Wg(n)(f

−1(A)(n+k)),
çà âñÿêî n ∈ N. Îò òâúðäåíèå (i) ñëåäâà, ÷å An = {x | f |=n+k

Fg(n)(x)}, çà âñÿêî n ∈ N. Â äðóãàòà ïîñîêà, çà èç÷èñëèìà-
òà ôóíêöèÿ λn.g(n) èìàìå, ÷å An = {x | f |=n+k Fg(n)(x)},
çà âñÿêî n ∈ N. Òîãàâà îò òâúðäåíèå (i) ñëåäâà, ÷å An =
Wg(n)(f

−1(A)(n+k)), çà âñÿêî n ∈ N.

4.1.1 Ôîðñèíã ðåëàöèÿ

Ùå äàäåì õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðåäèöè îò ìíîæåñòâà, ÷èèòî ω-ñòåïåíè ïðè-
íàäëåæàò íà ω-êî-ñïåêòúðà íà äàäåíà ñòðóêòóðà A. Çà öåëòà ùå äåôè-
íèðàìå ôîðñèíã ðåëàöèÿ.

Ôîðñèíã óñëîâèÿòà ñà êðàéíè èçîáðàæåíèÿ τ íà N â N, êîèòî íèå ùå
íàðè÷àìå êðàéíè ÷àñòè. Ùå îçíà÷àâàìå êðàéíèòå ÷àñòè ñ áóêâèòå δ, τ, ρ.

Äåôèíèöèÿ 4.1.5. Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, e è x, è çà âñÿêà
êðàéíà ÷àñò τ , íåêà äà äåôèíèðàìå ôîðñèíã ðåëàöèèòå τ 
n Fe(x) è
τ 
n ¬Fe(x), êàòî ñëåäâàìå äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèÿòà �|=n�.

1. τ 
0 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ τ−1(A)));
2. τ 
n+1 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)(

(u = 〈0, eu, xu〉 & τ 
n Feu(xu)) ∨
(u = 〈1, eu, xu〉 & τ 
n ¬Feu(xu)));

3. τ 
n ¬Fe(x) ⇐⇒ (∀ρ ⊇ τ)(ρ 6
n Fe(x)) .
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Äåôèíèöèÿ 4.1.6. Íåêà k å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Åäíà íîìå-
ðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A å k-ãåíåðè÷íà, àêî çà âñÿêî j < k è e, x ∈ N
å èçïúëíåíî, ÷å: (∃τ ⊆ f)(τ 
j Fe(x) ∨ τ 
j ¬Fe(x)).

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà Xj
〈e,x〉 = {τ | τ 
j Fe(x)}. Ãîðíàòà äåôè-

íèöèÿ ìîæå äà ñå çàïèøå è òàêà: Åäíà íîìåðàöèÿ f íà A e k-ãåíåðè÷íà,
àêî çà âñÿêî j < k è e, x ∈ N å èçïúëíåíî, ÷å

(∃τ ⊆ f)(τ ∈ Xj
〈e,x〉 ∨ (∀δ ⊇ τ)(δ /∈ Xj

〈e,x〉))

Ëåìà 4.1.2. (i) Àêî f å k-ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà A,
òîãàâà f å j-ãåíåðè÷íà çà âñÿêî j ≤ k.

(ii) Àêî τ ⊆ ρ, òîãàâà τ 
k (¬)Fe(x)⇒ ρ 
k (¬)Fe(x).

(iii) Çà âñÿêî (k + 1)-ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ f íà A f |=k (¬)Fe(x) ⇐⇒
(∃τ ⊆ f)(τ 
k (¬)Fe(x)).

Äîêàçàòåëñòâî.

(i) Òâúðäåíèåòî ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà k-ãåíåðè÷íà íî-
ìåðàöèÿ çà ñòðóêòóðà A.

(ii) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã
ðåëàöèÿòà.

(à) Íåêà k = 0 è τ ⊆ ρ è τ 
0 Fe(x). Òîãàâà ñúùåñòâóâà v, êàíîíè÷åí
êîä íà êðàéíî ìíîæåñòâî, çà êîåòî (〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ τ−1(A)).
Îò τ ⊆ ρ ñëåäâà, ÷å τ−1(A) ⊆ ρ−1(A). Îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å çà
òîâà v, Dv ⊆ ρ−1(A). Ñëåäîâàòåëíî, ρ 
0 Fe(x). Ñåãà íåêà τ 
0

¬Fe(x). Îò äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà èìàìå, ÷å (∀δ ⊇
τ)(δ 6
0 Fe(x)). Äà äîïóñíåì, ÷å (∃γ ⊇ ρ)(γ 
0 Fe(x)). Òîãàâà îò
τ ⊆ ρ ñëåäâà, ÷å γ ⊇ τ ñëåäâà, ÷å (∃γ ⊇ τ)(γ 
0 Fe(x), êîåòî
å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, (∀δ ⊇ ρ)(δ 6
0 Fe(x)), îòêúäåòî
ïîëó÷àâàìå, ÷å ρ 
0 ¬Fe(x).

(á) Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k, ò.å. τ 
k (¬)Fe(x)⇒
ρ 
k (¬)Fe(x).Ùå äîêàæåì, ÷å òî å âÿðíî è çà k+ 1. Íåêà τ ⊇ ρ
è τ 
k+1 Fe(x). Îò äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà ñëåä-
âà, ÷å ñúùåñòâóâà v, çà êîåòî (〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)((u =
〈0, eu, xu〉 & τ 
k Feu(xu)) ∨ (u = 〈1, eu, xu〉 & τ 
k ¬Feu(xu)))).
Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çíàåì, ÷å τ 
k Feu(xu) ⇒
ρ 
k Feu(xu) è τ 
k ¬Feu(xu) ⇒ ρ 
k ¬Feu(xu). Ñëåäîâàòåëíî,
(∀u ∈ Dv)((u = 〈0, eu, xu〉 & ρ 
k Feu(xu)) ∨(u = 〈1, eu, xu〉 & ρ 
k
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¬Feu(xu)))). Îòêúäåòî, ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà 
k+1 ïîëó÷à-
âàìå, ÷å ρ 
k+1 Fe(x).

Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå îòðèöàíèåòî. Íåêà τ 
k+1 ¬Fe(x). Îò äå-
ôèíèöèÿòà íà 
k+1 ñëåäâà, ÷å (∀δ ⊇ τ)(δ 6
k+1 Fe(x)). Ñ àíà-
ëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ êàêòî â áàçîâèÿ ñëó÷àé, ïîëó÷àâàìå, ÷å
(∀δ ⊇ ρ)(δ 6
k+1 Fe(x)). Îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ρ 
n+1 ¬Fe(x).

(iii) Äîêàçàòåëñòâîòî íà f |=k Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
k Fe(x)) ñå
ïðîâåæäà ñ èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà íà ìîäåëèðàùàòà ðåëàöèÿ
|=k.

(à) Äà ðàçãëåäàìå íàé-íàïðåä áàçîâèÿ ñëó÷àé k = 0. Íåêà f äà áúäå
1-ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà A.

Íåêà f |=0 Fe(x). Îò äåôèíèöèÿòà íà ìîäåëèðàùàòà ðåëàöèÿ
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà v, êàíîíè÷åí êîä íà êðàéíî ìíîæåñòâî,
çà êîåòî 〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ f−1(A). Dv å êðàéíî ìíîæåñòâî,
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò τ ⊆ f , çà êîÿòî Dv ⊆
τ−1(A). Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà ñëåäâà, ÷å
τ 
0 Fe(x). Ñëåäîâàòåëíî, f |=0 Fe(x)⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
0 Fe(x)).

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà îáðàòíàòà èìïëèêàöèÿ, íåêà (∃τ ⊆ f)(τ 
0

Fe(x)). Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîä v è 〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ τ−1(A).
Îò τ ⊆ f ñëåäâà, ÷å τ−1(A) ⊆ f−1(A). Ñëåäîâàòåëíî, 〈v, x〉 ∈
We & Dv ⊆ f−1(A), îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå f |=0 Fe(x).

(á) Íåêà äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k, ò.å. f |=k (¬)Fe(x)
⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
k (¬)Fe(x)). Ùå ãî äîêàæåì çà k + 1.

Ïúðâî ùå äîêàæåì åêâèâàëåíòíîñòòà f |=k+1 Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆
f)(τ 
k+1 Fe(x)). Â åäíàòà ïîñîêà, íåêà f |=k+1 Fe(x), ò.å. ñú-
ùåñòâóâà v, êàíîíè÷åí êîä íà êðàéíî ìíîæåñòâî, è 〈v, x〉 ∈
We & (∀u ∈ Dv)((u = 〈0, eu, xu〉 & f |=k Feu(xu)) ∨(u = 〈1, eu, xu〉
& f |=k ¬Feu(xu))). Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå,
÷å ñúùåñòâóâàò êðàéíè ÷àñòè τu ⊆ f & τu 
k Feu(xu), àêî u =
〈0, eu, xu〉 è τu ⊆ f & τu 
k ¬Feu(xu), àêî u = 〈1, eu, xu〉, çà âñÿêî
u ∈ Dv. Íåêà δ =

⋃
u∈Dv

τu. δ å êðàéíà ÷àñò êàòî êðàéíî îáåäè-
íåíèå íà êðàéíè ÷àñòè. δ å äîáðå äåôèíèðàíà è δ ⊆ f , çàùîòî
îò (∀u ∈ Dv)(τu ⊆ f) ñëåäâà, ÷å (∀u, l ∈ Dv)(τu ⊆ τl ∨ τu ⊇ τl).
Îò (∀u ∈ Dv)(τu ⊆ δ) è îò ìîíîòîííîñòòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà
èìàìå, ÷å δ 
k Feu(xu), àêî u = 〈0, eu, xu〉 è δ 
k ¬Feu(xu), àêî
u = 〈1, eu, xu〉. Îò äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà ñëåäâà,
÷å δ 
k+1 Fe(x).

Íåêà ñåãà (∃τ ⊆ f)(τ 
k+1 Fe(x)). Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà
ôîðñèíã ðåëàöèÿòà èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà êàíîíè÷åí êîä v òà-
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êúâ, ÷å 〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)((u = 〈0, eu, xu〉 & τ 
k Feu(xu)) ∨
(u = 〈1, eu, xu〉 & τ 
k ¬Feu(xu))). Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïî-
ëîæåíèå èìàìå, ÷å f |=k Feu(xu), àêî u = 〈0, eu, xu〉 è f |=k

¬Feu(xu), àêî u = 〈1, eu, xu〉, çà âñÿêî u ∈ Dv. Òîãàâà îò äåôèíè-
öèÿòà íà ìîäåëèðàùàòà ðåëàöèÿ èìàìå, ÷å f |=k+1 Fe(x).

Íåêà çà i < k å âÿðíî, ÷å f |=i (¬)Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
i
(¬)Fe(x)) è çà k å âÿðíî, ÷å f |=k Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
k Fe(x)).

Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å f |=k ¬Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
k ¬Fe(x)) çà
âñÿêî i ∈ N. Íåêà f å (k + 1)-ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ. Òîâà îçíà÷àâà,
÷å ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò τ ⊆ f è τ 
k Fe(x) èëè τ 
k ¬Fe(x).

Íåêà f |=k ¬Fe(x) è äà äîïóñíåì, ÷å çà âñÿêà êðàéíà ÷àñò τ ⊆ f ,
τ 
k Fe(x). Òîãàâà îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å f |=k Fe(x),
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, τ 
k ¬Fe(x).

Íåêà τ ⊆ f è τ 
k ¬Fe(x). Äà äîïóñíåì, ÷å f |=k Fe(x). Òîãàâà
ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò δ ⊆ f è δ 
k Fe(x). Èìàìå, ÷å τ ⊆ f è
δ ⊆ f , ñëåäîâàòåëíî τ ⊆ δ èëè δ ⊆ τ . Èçïîëçâàéêè (ii) íà ëåìàòà
äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå è â äâàòà ñëó÷àÿ.

Òâúðäåíèå 4.1.1. Íåêà g å èçîìîðôèçúì íà ñòðóêòóðàòà B = (N, R′1,
. . . , R

′
n) âúðõó A = (N, R1, . . . , Rn) è γ å ïðîèçâîëíà êðàéíà ÷àñò. Òîãàâà

γ 
k (¬)Fe(x) çà B, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî g ◦ γ 
k (¬)Fe(x) çà
A.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî k.

(à) Äà ðàçãëåäàìå áàçîâèÿ ñëó÷àé, γ 
0 Fe(x)). Îò äåôèíèöèÿòà íà ôîð-
ñèíã ðåëàöèÿòà çíàåì, ÷å

γ 
0 Fe(x)) ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈ We)(∀u ∈ Dv)
(∃i ≤ n)(u = 〈i, y〉 & y ∈ γ−1(R

′
i)) çà B

⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈ We)(∀u ∈ Dv)
(∃i ≤ n)(u = 〈i, y〉 & y ∈ γ−1 ◦ g−1(Ri))

⇐⇒ g ◦ γ 
0 Fe(x)) çà A

ßñíî å, ÷å ¬(γ 
0 Fe(x)) çà B ⇐⇒ ¬(g ◦ γ 
0 Fe(x)) çà A

γ 
0 ¬Fe(x) ⇐⇒ (∀τ ⊇ γ)¬(τ 
0 Fe(x)) çà B

⇐⇒ (∀τ ⊇ γ)¬(g ◦ τ 
0 Fe(x)) çà A

⇐⇒ (∀τ ⊇ g ◦ γ)¬(τ 
0 Fe(x)) çà A

⇐⇒ g ◦ γ 
0 ¬Fe(x) çà A

(á) Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k, ò.å. (γ 
k (¬)Fe(x)) çà B ⇐⇒
(g ◦ γ 
k (¬)Fe(x)) çà A . Òîãàâà,
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γ 
k+1 Fe(x)) çà B ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈ We)(∀u ∈ Dv)
((u = 〈0, xu, eu〉 & γ 
k Feu(xu))∨
(u = 〈1, xu, eu〉 & γ 
k ¬Feu(xu)))

⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈ We)(∀u ∈ Dv)
((u = 〈0, xu, eu〉 & g ◦ γ 
k Feu(xu))∨
(u = 〈1, xu, eu〉 & g ◦ γ 
k ¬Feu(xu)))

⇐⇒ g ◦ γ 
k+1 Fe(x) çà A

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

(∀k)((γ 
k (¬)Fe(x)) çà B ⇐⇒ (g ◦ γ 
k (¬)Fe(x)) çà A).

4.1.2 Ôîðñèíã îïðåäåëèìîñò

Äåôèíèöèÿ 4.1.7. Íåêà A = {An}n<ω. Ðåäèöàòà A å ôîðñèíã îïðåäå-
ëèìà âúðõó A , àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò δ è òîòàëíà èç÷èñëèìà
ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî, ÷å x ∈ An ⇐⇒ (∃τ ⊇
δ)(τ 
n Fg(n)(x)) .

Äåôèíèöèÿ 4.1.8. Íåêà A = {An}n<ω. Ðåäèöàòà A å ôîðñèíã k-îïðå-
äåëèìà âúðõó A , àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò δ è òîòàëíà èç÷èñëèìà
ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî, ÷å x ∈ An ⇐⇒ (∃τ ⊇
δ)(τ 
n+k Fg(n)(x)) .

Òâúðäåíèå 4.1.2. Íåêà B = (N, R′1, . . . , R
′
n) å ñòðóêòóðà, èçîìîðôíà

íà A. Òîãàâà âñÿêà ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó B ω-ðåäèöà å ôîðñèíã
k-îïðåäåëèìà âúðõó A.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà äà ôèêñèðàìå ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ λn.g(n),
k ∈ N è A = {Ai}i<ω, êîÿòî e ω-ðåäèöà ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó B,
ò.å. ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò δ è

(∀i ∈ N)(Ai = {x : (∃τ ⊇ δ)(τ 
k+i Fg(i)(x)) çà B}).

Çà ïðîèçâîëíî i ∈ N èìàìå, ÷åAi = {x : (∃τ ⊇ δ)(τ 
k+i Fg(i)(x)) çà B}.
Îò ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå ñëåäâà, ÷å àêî λn.h(n) å èçîìîðôèçúì íà
B âúðõó A, òî Ai = {x : (∃τ ⊇ δ)(h ◦ τ 
k+i Fg(i)(x)) çà A}. Òîãà-
âà, (∀i ∈ N)(Ai = {x : (∃τ ⊇ κ)(τ 
k+i Fg(i)(x)) çà A}) çà êðàéíà ÷àñò
κ = h ◦ τ .

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå å êëþ÷îâî â äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðñèíã îï-
ðåäåëèìîñòòà çà äàäåíà ðåäèöà. Â [18] Ñîñêîâà äîêàçâà àíàëîãè÷íî òâúð-
äåíèå çà ñòðóêòóðà îòíîñíî ðåäèöà.
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Òâúðäåíèå 4.1.3. Íåêà A = {An}n<ω äà áúäå ðåäèöà íå ôîðñèíã îï-
ðåäåëèìà âúðõó A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f íà A òàêàâà, ÷å
A 6≤ω f−1(A) ↑ ω.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå êîíñòðóèðàìå íîìåðàöèÿòà f íà ñòúïêè. Íà âñÿ-
êà ñòúïêà i ùå êîíñòðóèðàìå êðàéíè ÷àñòè δi ⊆ δi+1 è íàêðàÿ ùå îáðà-
çóâàìå f =

⋃
i δi. Íà ñòúïêè i = 3r ùå îñèãóðèì óñëîâèåòî f äà áúäå

íîìåðàöèÿ íà A, êîåòî ñïîðåä íàøàòà äåôèíèöèÿ îçíà÷àâà äà áúäå òî-
òàëíà ôóíêöèÿ è äà áúäå âúðõó N. Íà ñòúïêè i = 3r + 1 ùå îñèãóðèì f
äà áúäå k-ãåíåðè÷íà çà âñÿêî k > 0 è íà ñòúïêè i = 3r + 2 ùå îñèãóðèì
óñëîâèåòî A 6≤e f−1(A) ↑ ω. Íåêà ϕ0, ϕ1, . . . äà áúäå íîìåðàöèÿ íà âñè÷êè
òîòàëíè èç÷èñëèìè ôóíêöèè. Äà îçíà÷èì Xn

〈e,x〉 = {ρ | ρ 
n Fe(x)}. Íåêà
δ0 = ∅. Äà äîïóñíåì, ÷å ñìå äåôèíèðàëè δq.

(i) Àêî q = 3r, íåêà x0 äà áúäå íàé-ìàëêîòî ÷èñëî, êîåòî íå ïðèíàäëåæè
íà Dom(δq) è íåêà t0 äà áúäå íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå
ïðèíàäëåæè íà Range(δq). Äà îçíà÷èì δq+1 = δq ∪ {〈x0, t0〉}.

(ii) Ñëó÷àÿ q = 3〈e, n, x〉 + 1. Ïðîâåðÿâàìå äàëè èìà ρ ∈ Xn
〈e,x〉 è δq ⊆ ρ.

Àêî ñúùåñòâóâà òàêîâà ρ, òî δq+1 å ðàâíî íà íàé-ìàëêîòî ðàçøèðåíèå
íà δq, êîåòî ïðèíàäëåæè íà Xn

〈e,x〉, èíà÷å íåêà δq+1 = δq.

(iii) Ñëó÷àÿ q = 3r + 2. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà ϕr. Çà âñÿêî n, îçíà÷à-
âàìå

Cn = {x | (∃τ ⊇ δq)(τ 
n Fϕr(n)(x))} .

ßñíî å, ÷å C = {Cn}n<ω å ôîðñèíã îïðåäåëèìà ðåäèöà âúðõó A, ñëå-
äîâàòåëíî C 6= A. Íåêà äà èçáåðåì n òàêîâà, ÷å Cn 6= An. Íåêà 〈x, n〉
äà áúäå íàé-ìàëêàòà äâîéêà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

x ∈ Cn & x /∈ An ∨ x /∈ Cn & x ∈ An .

Àêî x ∈ Cn, òîãàâà ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò τ , çà êîÿòî τ ⊇ δq & τ 
n
Fϕr(n)(x). Íåêà äà èçáåðåì δq+1 äà áúäå ðàâíî íà íàé-ìàëêîòî òàêîâà
τ .

Àêî x /∈ Cn, òîãàâà δq+1 = δq. Â òîçè ñëó÷àé èìàìå, ÷å δq+1 
n
¬Fϕr(n)(x).

Íåêà f =
⋃
n δn. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å f å íîìåðàöèÿ íà A. Íåêà k ∈ N.

Ùå äîêàæåì, ÷å f å (k + 1)-ãåíåðè÷íà. Äà âçåìåì j ≤ k è äà ðàçãëåäàìå
ñòúïêàòà q = 3〈e, j, x〉. Íà òàçè ñòúïêà èëè ñìå íàìåðèëè ρ ⊇ δq, êîåòî
ρ 
j Fe(x), òîãàâà δq+1 
j Fe(x). Àêî íÿìà òàêîâà ρ, îò êîíñòðóêöèÿòà
ñëåäâà, ÷å δq+1¬ 
j Fe(x). Ñëåäîâàòåëíî, f å (k + 1)-ãåíåðè÷íà.
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Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å A 6≤ω f−1(A) ↑ ω. Äà äîïóñíåì, ÷å A ≤ω
f−1(A) ↑ ω. Òîãàâà ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ ϕs è çà âñÿêî n ∈ N
å èçïúëíåíî An = {x | f |=n Fϕs(n)(x)}.

Îò (n+ 1)-ãåíåðè÷íîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å

f |=n (¬)Fϕs(n)(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
n (¬)Fϕs(n)(x)) . (4.1)

Äà ðàçãëåäàìå ñòúïêà q = 3s+2 è äà äåôèíèðàìå ðåäèöàòà C = {Cn}n<ω

Cn = {x | (∃τ ⊇ δq)(τ 
n Fϕs(n)(x))} .

C å ôîðñèíã îïðåäåëèìà âúðõó A è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò x è n, çà
êîèòî åäèí îò äâàòà ñëó÷àÿ å èçïúëíåí:

(i) x ∈ Cn & x /∈ An. Òîãàâà îò x ∈ Cn ñëåäâà, ÷å δq+1 
n Fϕs(n)(x).
δq+1 ⊆ f è ïîëó÷àâàìå, ÷å f |=n Fϕs(n)(x) îòêúäåòî ñëåäâà x ∈ An.
Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

(ii) Äðóãàòà âúçìîæíîñò å x /∈ Cn & x ∈ An. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å (δq 
n
¬Fϕs(n)(x)), ò.å. (∀δ ⊇ δq)(δ 6
n Fϕs(n)(x)). Òîãàâà îò (4.1) ñëåäâà, ÷å
f 6|=n Fϕs(n)(x). Ïîëó÷àâàìå, ÷å x 6∈ An, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Îò âñè÷êî äîòóê ñëåäâà, ÷å äîïóñêàíåòî å íåâÿðíî, ò.å. A 6≤ω f−1(A) ↑
ω.

Ñëåäñòâèå 4.1.3. Íåêà A0, . . . ,Ai, . . . äà áúäå ðåäèöà îò åëåìåíòè íà
S òàêèâà, ÷å âñÿêà Ai íå å ôîðñèíã îïðåäåëèìà â A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
íîìåðàöèÿ f íà A, çà êîÿòî Ai 6≤ω f−1(A) ↑ ω çà âñÿêî i.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà Òâúðäåíèå 4.1.3.
Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà â êîíñòðóêöèÿòà íà íîìåðàöèÿòà f å íà ñòúïêè
q = 〈r, i〉+2. Òîãàâà ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà gr è îñèãóðÿâàìå óñëîâèåòî
Ai 6= C.

Ñëåäñòâèå 4.1.4. Çà âñÿêà ðåäèöà A, àêî dω(A) ∈ CS(A), òîãàâà A å
ôîðñèíã îïðåäåëèìà âúðõó A.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å ω-ðåäèöà è dω(A) ∈ CS(A) è äà äîïóñíåì,
÷å A íå å ôîðñèíã îïðåäåëèìà âúðõó A. Òîãàâà îò ãîðíîòî òâúðäåíèå
èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f íà A, çà êîÿòî A 6≤ω f−1(A) ↑ ω. Íî
îò äåôèíèöèÿòà íà ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà ñëåäâà, ÷å dω(A) 6∈ CS(A),
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèåòî äèðåêòíî ñå îáîáùàâà è çà ôîðñèíã k-îïðåäåëèìè ω-
ðåäèöè.
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Ñëåäñòâèå 4.1.5. Çà âñÿêà ðåäèöà A, àêî dω(A) ∈ CSk(A), òîãàâà A å
ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó A.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî k. Çíàåì,
÷å òî å âÿðíî çà k = 0. Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k = n,
ò.å. àêî dω(A) ∈ CSn(A), òî A å ôîðñèíã n-îïðåäåëèìà âúðõó A. Ùå ãî
äîêàæåì çà k = n + 1. Íåêà dω(A) ∈ CSn+1(A). Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà
B = {Bi}i<ω, çà êîÿòî B0 = ∅ è Bi+1 = Ai, i < ω. Çíàåì, ÷å çà âñÿêà íîìå-
ðàöèÿ f , ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ h è Ai = Wh(i)(f

−1(A)(n+1+i)).
Çíàåì, ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî C, ∅ ≤e C. Íåêà a0 å êîä íà íîìåðàöèî-
íåí îïåðàòîð, çà êîÿòî ∅ = Wa0(f

−1(A)(n)) è äà äåôèíèðàìå ðåêóðñèâ-
íàòà ôóíêöèÿ λi.h′(i) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: h′(0) = a0 è h′(i + 1) = h(i).
Òîãàâà çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f , ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ h′, çà êî-
ÿòî Bi = Wh′(i)(f

−1(A)(n+i)). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å dω(B) ∈ CSn(A). Ñëå-
äîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå. Ñëåäî-
âàòåëíî èìà êðàéíà ÷àñò δ è òîòàëíà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ g, çà êîèòî
Bi = {x | (∃τ ⊇ δ)(τ 
i+n Fg(i)(x))}. Òîãàâà Ai = Bi+1 = {x | (∃τ ⊇
δ)(τ 
i+n+1 Fg(i+1)(x))}. Íåêà äà äåôèíèðàìå òîòàëíàòà èç÷èñëèìà ôóí-
êöèÿ λi.h(i) = λi.g(i + 1). Ai = {x | (∃τ ⊇ δ)(τ 
i+(n+1) Fh(i)(x))}. Òàêà
ïîëó÷àâàìå, ÷å A å ôîðñèíã n+ 1-îïðåäåëèìà.

4.1.3 Ôîðìàëíà îïðåäåëèìîñò

Äåôèíèöèÿ 4.1.9. Íåêà L = {T1, . . . , Ts} äà áúäå åçèê îò ïúðâè ðåä çà
ñòðóêòóðàòà A.

(i) Åëåìåíòàðíà Σ+
0 ôîðìóëà ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè èçìåæäó W1,

. . . ,Wr å åêçèñòåíöèàëíà ôîðìóëà îò âèäà

∃Y1 . . . ∃YmΦ(W1, . . . ,Wr, Y1, . . . , Ym) ,

êúäåòî Φ å êðàéíà êîíþíêöèÿ îò àòîìàðíè ôîðìóëè îò L;

(ii) Σ+
n ôîðìóëà å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìà äèçþíêöèÿ îò åëåìåíòàðíè

Σ+
n ôîðìóëè;

(iii) Åëåìåíòàðíà Σ+
n+1 ôîðìóëà å ôîðìóëà îò âèäà

∃Y1 . . . ∃YmΦ(W1, . . . ,Wr, Y1, . . . , Ym) ,

êúäåòî Φ å êðàéíà êîíþíêöèÿ îò Σ+
n ôîðìóëè èëè îòðèöàíèÿ íà

Σ+
n ôîðìóëè â L.
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Äåôèíèöèÿ 4.1.10. Íåêà A å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà è k ∈
N. Êàçâàìå, ÷å A å k-ôîðìàëíî îïðåäåëèìî âúðõó A, àêî ñúùåñòâóâà
ðåêóðñèâíà ðåäèöà ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ λx.γ(x), çà êîÿòî Φγ(x) å Σ+

k ôîð-
ìóëà ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè èçìåæäóW1, . . . ,Wr è åëåìåíòè t1, . . . , tr
of N òàêèâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ N, å èçïúëíåíî:

x ∈ A ⇐⇒ A |= Φγ(x)(W1/t1, . . . ,Wr/tr) .

Äåôèíèöèÿ 4.1.11. Íåêà A = {An}n<ω è k ∈ N. Ðåäèöàòà A å k-ôîð-
ìàëíî îïðåäåëèìà âúðõó A àêî ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ðåäèöà {Φγ(n,x)}n,x<ω
îò ôîðìóëè òàêèâà, ÷å çà âñÿêî n, Φγ(n,x) å Σ+

n+k ôîðìóëà ñúñ ñâîáîäíè
ïðîìåíëèâè èçìåæäó W1, . . . ,Wr è åëåìåíòè t1, . . . , tr of N òàêèâà, ÷å
çà âñÿêî x ∈ N, å èçïúëíåíî:

x ∈ An ⇐⇒ A |= Φγ(n,x)(W1/t1, . . . ,Wr/tr) .

Ëåìà 4.1.6. Íåêà Φ å Σ+
n ôîðìóëà. Ìîæåì åôåêòèâíî ïî êîäà íà ôîð-

ìóëàòà äà íàìåðèì íîìåðàöèîíåí îïåðàòîð Wen, çà êîéòî çà ïðîèçâîë-
íè åñòåñòâåíè ÷èñëà t :

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ Wen(D(A)(n)) .

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n. Íåêà
Φ å Σ+

0 ôîðìóëà. Òÿ ïðåäñòàâëÿâà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìà äèçþíêöèÿ îò
åëåìåíòàðíè Σ+

0 ôîðìóëè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîëóðàçðåøèìî
ìíîæåñòâî We0 , çà êîåòî pαq ∈ We0 ⇐⇒ α(W ) å äèçþíêò â ôîðìóëàòà
Φ(W ) è α(W ) èìà âèäà (∃Y )(Pl1(W,Y ) & . . .& Plk(W,Y )). Ïîëó÷àâàìå,
÷å:

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà åëåìåíòàðíà Σ+
0 ôîðìóëà α :

pαq ∈ We0 & A |= α(W/t)
⇐⇒ ñúùåñòâóâà åëåìåíòàðíà Σ+

0 ôîðìóëà α :
pαq ∈ We0 &
A |= (∃Y )(Pl1(W/t, Y ) & . . . & Plk(W/t, Y ))

⇐⇒ ñúùåñòâóâà ôîðìóëà α è åñòåñòâåíè ÷èñëà u :
pαq ∈ We0 &
A |= Pl1(W/t, Y /u) & . . . & Plk(W/t, Y /u)

Çà îïðîñòÿâàíå íà îçíà÷åíèÿòà, íåêà ñìå èçáðàëè òàêîâà êîäèðàíå,
÷å 〈li, x〉 ∈ D(A) ⇐⇒ x ∈ Pli . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà Dv = {〈l1, t, u〉 . . . , 〈lk, t, u〉} :
pαq ∈ We0 & Dv ⊆ D(A)
(Dv åôåêòèâíî îïðåäåëÿ α)

⇐⇒ ñúùåñòâóâà Dv = {〈l1, t, u〉 . . . , 〈lk, t, u〉} :
〈v, t〉 ∈ We′0

& Dv ⊆ D(A),
êîäúò e′0 åôåêòèâíî ñå îïðåäåëÿ îò e0

⇐⇒ 〈t〉 ∈ We′0
(D(A))
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Äà äîïóñíåì, ÷å çà Σ+
n ôîðìóëà Φ(W, t), ñúùåñòâóâà ïîëóðàçðåøèìî

ìíîæåñòâî We′n òàêîâà, ÷å

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ We′n(D(A)(n)) .

Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà n+ 1.
Çíàåì, ÷å A |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà α : pαq ∈ Wen+1 & A |=

α(W/t), çà α å åëåìåíòàðíà Σ+
n+1 ôîðìóëà è èìà âèäà

(∃Y )((¬)β1(W/t, Y ) & . . . & (¬)βk(W/t, Y )), êúäåòî

βi ñà Σ+
n ôîðìóëè.

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà åëåìåíòàðíà Σ+
en+1

ôîðìóëà α :

pαq ∈ Wen+1 & A |= α(W/t)
⇐⇒ ñúùåñòâóâàò Σ+

n ôîðìóëè β1, . . . , βk è u ∈ N :
pαq ∈ Wen+1 & A |= (¬)β1(W/t, Y /u)& . . .&
A |= (¬)βk(W/t, Y /u)

Ôîðìóëèòå βi(W,Y ) ñà Σ+
n ôîðìóëè. Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæå-

íèå ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà ôîðìóëà βi ìîæåì ïî íåéíèÿ êîä åôåêòèâíî äà
íàìåðèì êîä íà íîìåðàöèîíåí îïåðàòîð ein è çà ïðîèçâîëíè ÷èñëà t, u :

A |= βi(W/t, Y /u) ⇐⇒ 〈t, u〉 ∈ Wei
n
(D(A)(n)) .

A |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà Dv = {〈l1, pβ1q, t, u〉, . . . ,
〈lk, pβkq, t, u〉} è
pαq ∈ Wen+1 è çà i = 1, . . . , k :
〈t, u〉 ∈ Wei

n
(D(A)(n)), àêî li = 0 è

〈t, u〉 6∈ Wei
n
(D(A)(n)), àêî li = 1

⇐⇒ (∃v)(〈t, v〉 ∈ We′n+1
&(∀u ∈ Dv)(

(u = 〈0, xu, eu〉 & xu ∈ Weu(D(A)(n)))∨
(u = 〈1, xu, eu〉 & xu 6∈ Weu(D(A)(n))))),
êîäúò e′n+1 åôåêòèâíî ñå îïðåäåëÿ îò en+1

⇐⇒ ñúùåñòâóâà ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî We′′n+1

è (∃v′)(〈t, v′〉 ∈ We′′n+1
& Dv′ ⊆ D(A)(n+1))

êîäúò e′′n+1 åôåêòèâíî ñå îïðåäåëÿ îò e
′
n+1

⇐⇒ 〈t〉 ∈ We′′n+1
(D(A)(n+1))

Ñëåäñòâèå 4.1.7. Íåêà ìíîæåñòâîòî A = {x | A |= Φϕe(x)(W/t)}, ϕe
å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ è t ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è çà âñÿêî x Φϕe(x) å Σ+

k

ôîðìóëà. Ìîæåì åôåêòèâíî ïî êîäà e è ïî t äà íàìåðèì íîìåðàöèîíåí
îïåðàòîð Wek

, çà êîéòî x ∈ A ⇐⇒ x ∈ Wek
(D(A)(k)).
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà ôèêñèðàìå x. Íåêà ϕe(x) = ex. Îò Ëåìà 4.1.6
ñëåäâà, ÷å A |= Φex(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ Wax(D(A)(k)), êàòî êîäà ax ñå îï-
ðåäåëÿ åôåêòèâíî îò ex. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà λx.f(x), äåôèíèðàíà
êàòî f(x) = ax, å ðåêóðñèâíà. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å :

x ∈ A ⇐⇒ A |= Φϕe(x)(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ Wf(x)(D(A)(k)) .

Ìîæåì åôåêòèâíî äà íàìåðèì ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî Wa, çà êî-
åòî 〈t〉 ∈ Wf(x) ⇐⇒ 〈t, x〉 ∈ Wa. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å :

x ∈ A ⇐⇒ 〈t, x〉 ∈ Wa(D(A)(k)) .

Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà t ñà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè, ñëåäîâàòåëíî ìîæåì
åôåêòèâíî äà èçáåðåì êîä ak, çà êîéòî:

x ∈ A ⇐⇒ x ∈ Wak
(D(A)(k)) .

Ñëåäñòâèå 4.1.8. Íåêà ðåäèöàòà A äà áúäå ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà â
ñòðóêòóðàòà A. Òîãàâà A ≤ω D(A)(k).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà ðåäèöà çà ñòðóê-
òóðàòà A. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà t è òîòàëíà
èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn, x.γ(n, x) òàêèâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N: x ∈ An ⇐⇒
A |= Φγ(n,x)(W/t), êúäåòî Φγ(n,x) å Σ+

n+k ôîðìóëà.
Íåêà íàé-íàïðåä äà ôèêñèðàìå n ∈ N è äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñò-

âîòî An îò A. Èìàìå, ÷å x ∈ An ⇐⇒ A |= Φγn(x)(W/t), êúäåòî
λx.γn(x) = λx.γ(n, x) å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ è Φγn(x)(W ) å Σ+

n+k ôîð-

ìóëà. Îò Ñëåäñòâèå 4.1.7 ñëåäâà, ÷å x ∈ An ⇐⇒ A |= Φγn(x)(W/t) ⇐⇒
x ∈ Wan(D(A)(n+k)) è êîäà an ñå îïðåäåëÿ åôåêòèâíî îò λx.γn(x).

Çà âñÿêî n ìîæåì äà íàìåðèì åôåêòèâíî êîäà an. λx, n.γ(n, x) å ðå-
êóðñèâíà ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàìåðèì åôåêòèâíî ðåêóð-
ñèâíà ôóíêöèÿ h, çà êîÿòî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, äà å èçïúëíåíî
h(n) = an. Òîãàâà x ∈ An ⇐⇒ x ∈ Wh(n)(D(A)(n+k)) è ñëåäîâàòåëíî A å
ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà.

Òâúðäåíèå 4.1.4. Íåêà A ∈ S è íåêà k ∈ N è íåêà A äà áúäå ôîðìàëíî
k-îïðåäåëèìà â A. Òîãàâà A e k-äîïóñòèìà âúâ âñè÷êè íîìåðàöèè íà A.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A = (N, P1, . . . , Pk). A å k-ôîðìàëíî îïðåäå-
ëèìà, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn, x.γ(n, x) è åñ-
òåñòâåíè ÷èñëà t1, . . . , tl, êúäåòî ôîðìóëàòà Φγ(n,x) å Σ+

n ôîðìóëà. Äà

27



4. ω-Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè

äîïóñíåì, ÷å A íå å k-äîïóñòèìà âúâ âñè÷êè íîìåðàöèè íà A. Òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ g, çà êîÿòî A 6≤ω g−1(A)(k) ↑ ω. Òîãàâà
îò Òâúðäåíèå 3.0.3 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà áèåêòèâíà íîìåðàöèÿ f , êîÿòî
f−1(A) ≤e g−1(A) è A 6≤ω f−1(A)(k) ↑ ω.

Íåêà B = (N, f−1(P1), . . . , f
−1(Pk)). ßñíî å, ÷å A ∼= B è f−1(A) ≡e

D(B). Íåêà f(ti) = ui, çà i ≤ l. Òîãàâà A |= Φγ(n,x)(W/t) ⇐⇒ B |=
Φγ(n,x)(W/u). Ñëåäîâàòåëíî A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà â ñòðóêòóðàòà
B è àêî (∀n)(∀x)(x ∈ An ⇐⇒ B |= Φγ(n,x)(W/u)), òî A ≤ω D(B)(k) ↑
ω. Íî íèå çíàåì, ÷å D(B)(k) ≡e f−1(A)(k), îòêúäåòî D(B)(k) ↑ ω ≡ω
f−1(A)(k) ↑ ω è A ≤ω f−1(A)(k) ↑ ω. Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå
ñ äîïóñêàíåòî, ÷å A 6≤ω f−1(A)(k) ↑ ω. Ñëåäîâàòåëíî A å k-äîïóñòèìà
ðåäèöà âúâ âñè÷êè íîìåðàöèè.

Ëåìà 4.1.9 (Ñîñêîâ[11]). Íåêà D = {w1, . . . , wk} äà áúäå êðàéíî è íåï-
ðàçíî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, e, x äà áúäàò åëåìåíòè íà N.
Íåêà ñúùî è k ∈ N. Ñúùåñòâóâà ðàâíîìåðåí åôåêòèâåí àëãîðèòúì çà
ïîñòðîÿâàíå íà Σ+

k ôîðìóëà Φk
D,e,x ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè èçìåæäó

W1, . . . ,Wr òàêèâà, ÷å çà âñÿêà êðàéíà ÷àñò δ, çà êîÿòî dom(δ) = D, å
èçïúëíåíà åêâèâàëåíòíîñòòà:

A |= Φk
D,e,x(W1/δ(w1), . . . ,Wr/δ(wr)) ⇐⇒ δ 
k Fe(x) .

Íåêà y1 < y2 < · · · < yk ñà åëåìåíòèòå íà êðàéíî ìíîæåñòâî D. Íåêà Q
äà áúäå êâàíòîðà ∀ èëè ∃ è íåêà Φ äà áúäå ïðîèçâîëíà ôîðìóëà. Òîãàâà
ñ Q(y : y ∈ D)Φ ùå îçíà÷àâàìå ôîðìóëàòà QY1 . . . QYkΦ.

Òåîðåìà 4.1.10. Íåêà k å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Àêî ðåäèöàòà
A å ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó A, òî A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà âúðõó
A.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ðåäèöàòà A å ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà. Òîãàâà
ñúùåñòâóâàò êðàéíà ÷àñò δ è ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ g òàêèâà , ÷å çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî x èìàìå, ÷å

x ∈ An ⇐⇒ (∃τ ⊇ δ)(τ 
n+k Fg(n)(x)) .

Íåêà D = dom(δ) = {w1, . . . , wr} è δ(wi) = ti, i = 1, . . . , r.
Äà ôèêñèðàìå n ∈ N. Ùå ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî An è íåêà g(n) =

an. Èìàìå, ÷å x ∈ An ⇐⇒ (∃τ ⊇ δ)(τ 
n+k Fan(x)), ò.å. ìíîæåñòâî-
òî An å ôîðñèíã (n + k)-îïðåäåëèìî. Êàòî ïðèëîæèì ïðåäèøíàòà ëåìà
ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ h, çà êîÿòî

Φh(n+k,an,x,D) = ∃(y ∈ D∗/D)Φn+k
D∗,an,x

(W1/t1, . . . ,Wr/tr)
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è A |= Φh(n+k,an,x,D) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò
τ è dom(τ) = D∗, τ ⊇ δ è τ 
n+k Fan(x). Çà ìíîæåñòâîòî An ïîëó÷àâàìå,
÷å

x ∈ An ⇐⇒ A |=
∨

D∗⊇D

∃(y ∈ D∗/D)Φn+k
D∗,an,x

(W1/t1, . . . ,Wr/tr)

Íåêà hn(x) = h(n + k, an, x,D). ßñíî å, ÷å òÿ å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ
è îïðåäåëÿ êîä íà ôîðìóëàòà :

Φhn(x) =
∨

D∗⊇D

∃(y ∈ D∗/D)Φn
D∗,an,x(W1/t1, . . . ,Wr/tr).

Íåêà äà îçíà÷èì λx, n.f(x, n) = λx.hn(x). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

Φf(x,n) = Φhn(x) =
∨

D∗⊇D

∃(y ∈ D∗/D)Φn+k
D∗,an,x

(W1, . . . ,Wr) .

Çíàåì, ÷å an ñå îïðåäåëÿ îò ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ λn.g(n), ñëåäîâàòåëíî
λx, n.f(x, n) å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N è çà âñÿêî x ∈ N,

x ∈ An ⇐⇒ A |= Φf(x,n)(W/t) .

Ñëåäñòâèå 4.1.11. Íåêà A ∈ S è íåêà k ∈ N. Òîãàâà ñëåäíèòå òâúðäå-
íèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

(i) dω(A) ∈ CSk(A);

(ii) A å ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó A.

(iii) A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà âúðõó A.

(iv) A å k-äîïóñòèìà âúâ âñè÷êè íîìåðàöèè íà A.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìïëèêàöèÿòà (i) → (ii) ñëåäâà îò Ñëåäñòâèå 4.1.5.
Èìïëèêàöèÿòà (ii)→ (iii) ñëåäâà îò Òåîðåìà 4.1.10. Èìïëèêàöèÿòà (iii)→
(iv) ñëåäâà îò Òâúðäåíèå 4.1.4. Èìïëèêàöèÿòà (iv) → (i) ñëåäâà îò äå-
ôèíèöèÿòà íà ω-êî-ñïåêòúð.
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4.2 Ðåëàòèâåí ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà

Â [19] À. Ñîñêîâà ðåëàòèâèçèðà ïîíÿòèåòî íà Ñîñêîâ çà ñïåêòúð, êàòî
ðàçãëåæäà ìíîãîêîìïîíåíòåí ñïåêòúð, ò.å. ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà îòíîñíî
êðàéíà ðåäèöà îò ñòðóêòóðè.

Äåôèíèöèÿ 4.2.1. Íîìåðàöèÿòà f íà A å äîïóñòèìà îòíîñíî A1, . . . ,An,
àêî çà âñÿêî k ≤ n,

f−1(Ak) ≤e f
−1(A)(k).

Äà îçíà÷èì êëàñà îò òåçè íîìåðàöèè ñ En(A).

Äåôèíèöèÿ 4.2.2. Ðåëàòèâåí ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî
ñòðóêòóðèòå A1, . . . ,An å ìíîæåñòâîòî

RS(A,A1, . . . ,An) = {de(f−1(A)) | f ∈ En(A)} .

Äåôèíèöèÿ 4.2.3. Ðåëàòèâåí êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî
ñòðóêòóðèòå A1, . . . ,An å ìíîæåñòâîòî îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè

CRS(A,A1, . . . ,An) = coe(RS(A,A1, . . . ,An)) .

Äåôèíèöèÿ 4.2.4. Íåêà L = {T1, . . . , Ts} äà áúäå åçèê îò ïúðâè ðåä çà
ñòðóêòóðàòà A è íåêà Li äà áúäå åçèêúò çà ñòðóêòóðàòà Ai çà i ≤ n.
Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å åçèöèòå íÿìàò
îáùè ïðåäèêàòíè ñèìâîëè.

1. Åëåìåíòàðíà Σ+
0 ôîðìóëà ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè èçìåæäó W1,

. . . ,Wr å åêçèñòåíöèàëíà ôîðìóëà îò âèäà

∃Y1 . . . ∃YmΦ(W1, . . . ,Wr, Y1, . . . , Ym) ,

êúäåòî Φ å êðàéíà êîíþíêöèÿ îò àòîìàðíè ôîðìóëè îò L;

2. Σ+
i ôîðìóëà å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìà äèçþíêöèÿ îò åëåìåíòàðíè

Σ+
i ôîðìóëè;

3. Åëåìåíòàðíà Σ+
i+1 ôîðìóëà å ôîðìóëà îò âèäà

∃Y1 . . . ∃YmΦ(W1, . . . ,Wr, Y1, . . . , Ym) ,

êúäåòî Φ å êðàéíà êîíþíêöèÿ îò àòîìè â åçèêà Li+1 è Σ+
i ôîðìóëè

èëè îòðèöàíèÿ íà Σ+
i ôîðìóëè.
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Íåêà äà ïðåäñòàâèì åëåìåíòàðíàòà Σ+
i+1 ôîðìóëà Φ êàòî Φ = (φ & α),

êúäåòî φ å êîíþíêöèÿ îò Σ+
i èëè îòðèöàíèÿ íà Σ+

i ôîðìóëè, à α å êî-
íþíêöèÿ îò àòîìè â åçèêà Li+1. Òîãàâà :

(A,A1, . . . ,Ai+1) |= Φ(W/t) ⇐⇒ (∃s)((A,A1, . . . ,Ai) |= α(W/t, Y /s)

& (Ai+1) |= α(W/t, Y /s))

Äåôèíèöèÿ 4.2.5. Íåêà A ⊆ N è k ≤ n. A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìî
âúðõó A îòíîñíî A1, . . . ,An, àêî ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ðåäèöà {Φγ(x)}x<ω
îò ôîðìóëè òàêèâà, ÷å çà âñÿêî x, Φγ(x) å Σ+

k ôîðìóëà ñúñ ñâîáîäíè ïðî-
ìåíëèâè èçìåæäó W1, . . . ,Wr è åëåìåíòè t1, . . . , tr of N òàêèâà, ÷å çà
âñÿêî x ∈ N, å èçïúëíåíî:

x ∈ A ⇐⇒ (A,A1, . . . ,An) |= Φγ(x)(W1/t1, . . . ,Wr/tr) .

Äåôèíèöèÿ 4.2.6. Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà i < n, e è x, è çà
âñÿêà êðàéíà ÷àñò τ , íåêà äà äåôèíèðàìå ôîðñèíã ðåëàöèèòå τ 
i Fe(x)
è τ 
i ¬Fe(x):

τ 
0 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & Dv ⊆ τ−1(A)));
τ 
i+1 Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ We & (∀u ∈ Dv)(

(u = 〈0, eu, xu〉 & τ 
i Feu(xu)) ∨
(u = 〈1, eu, xu〉 & τ 
i ¬Feu(xu)) ∨
(u = 〈2, xu〉 & xu ∈ τ−1(Ai))));

τ 
i ¬Fe(x) ⇐⇒ (∀ρ ⊇ τ)(ρ 6
i Fe(x)) .

Äåôèíèöèÿ 4.2.7. Íåêà A ⊆ N è k ≤ n. Ìíîæåñòâîòî A å ôîðñèíã
k-îïðåäåëèìî âúðõó A îòíîñíî A1, . . . ,An, àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò
δ è êîä e òàêèâà, ÷å : x ∈ A ⇐⇒ (∃τ ⊇ δ)(τ 
k Fe(x)) .

Òâúðäåíèå 4.2.1 (À. Ñîñêîâà). Íåêà A ⊆ N è k ≤ n. Òîãàâà ñëåäíèòå
óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè :

(1) de(A) ∈ CSk(A,A1, . . . ,An).

(2) A å ôîðñèíã k-îïðåäåëèìî âúðõó A îòíîñíî A1, . . . ,An.

(3) A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìî âúðõó A îòíîñíî A1, . . . ,An.

Äðóãè èíòåðåñíè ñâîéñòâà, êîèòî ñà ðàçãëåäàíè â [19] ñà òåîðåìà çà
ìèíèìàëíàòà äâîéêà è çà êâàçè-ìèíèìàëíàòà ñòåïåí. Òå ùå áúäàò ïî-
ïîäðîáíî ðàçãëåäàíè â òåõíèÿ âàðèàíò çà ω-êî-ñïåêòúð â Ãëàâà 5.
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4.3 Ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà îòíîñíî ω-ðåäèöà

Íåêà B = {Bn}n<ω äà áúäå ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Êàçâàìå, ÷å
íîìåðàöèÿòà f å äîïóñòèìà îòíîñíî B, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî,
÷å f−1(Bn) ≤e f−1(A)n ðàâíîìåðíî ïî n. Äà îçíà÷èì ñ E(A,B) êëàñà íà
âñè÷êè äîïóñòèìè íîìåðàöèè íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðåäèöàòà B.

Äåôèíèöèÿ 4.3.1. ω-ñïåêòúðúò íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðåäèöàòà
B å ìíîæåñòâîòî DS(A,B) = {de(f−1(A) | f ∈ E(A,B)}.

Ïîíÿòèåòî çà ω-ñïåêòúð îòíîñíî ðåäèöà å îáîáùåíèå íà ðåëàòèâíèÿ
ω-ñïåêòúð, çàùîòî çà ïðîèçâîëåí ðåëàòèâåí ñïåêòúð RS(A,A1, . . . ,An),
ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ðåäèöà B ∈ S, çà êîÿòî RS(A,A1, . . . ,An) =
DS(A,B). Íàïðèìåð, ìîæåì äà äåôèíèðàìå ðåäèöàòà B = {Bk}k<ω ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí : B0 = ∅, Bk = D(Ak) çà 0 < k ≤ n è Bk = ∅ çà âñÿêî
k > n.

Òâúðäåíèå 4.3.1 (À. Ñîñêîâà [18]). Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñå çàïàçâàò
ïðè ω-ñïåêòúð îòíîñíî ðåäèöà.

1. ω-ñïåêòúðúò íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðåäèöà B å çàòâîðåí íà-
ãîðå îòíîñíî òîòàëíè e-ñòåïåíè.

2. k-òèÿ ñêîê íà ω-ñïåêòúðúò íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðåäèöàòà
B å çàòâîðåí íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè e-ñòåïåíè.

Äåôèíèöèÿ 4.3.2. k-òè ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðå-
äèöàòà B íàðè÷àìå CS(A,B) = co(DS(A,B)).

Äåôèíèöèÿòà íà Σ+
n ôîðìóëà, çà n ∈ N, å àíàëîãè÷íà íà Äåôèíè-

öèÿ 4.2.4. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å, ÷å íà ñòúïêà i âúâåæäàìå ñàìî åäèí
ïðåäèêàò Pi, ðàçïîçíàâàù ìíîæåñòâîòî Bi, à íå ïðåäèêàòèòå îò åçèêà Li.

Äåôèíèöèÿ 4.3.3. Íåêà A = {An}n<ω è k ∈ N. Ðåäèöàòà A å ôîðìàëíî
k− îïðåäåëèìà âúðõó A îòíîñíî B, àêî ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ðåäèöà
{Φγ(n,x)}n,x<ω îò ôîðìóëè òàêèâà, ÷å çà âñÿêî n, Φγ(n,x) å Σ+

n+k ôîðìóëà
ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè èçìåæäó W1, . . . ,Wr è åëåìåíòè t1, . . . , tr of N
òàêèâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ N, å èçïúëíåíî:

x ∈ An ⇐⇒ (A,B) |= Φγ(n,x)(W1/t1, . . . ,Wr/tr) .

Äåôèíèöèÿòà íà ôîðñèíã ðåëàöèÿòà å àíàëîãè÷íà íà òàçè îò Äåôèíè-
öèÿ 4.2.6. Ðàçëè÷àâà ñå åäèíñòâåíî ïðè ñëó÷àÿ u = 〈2, xu〉. Òîãàâà èñêàìå
äà å èçïúëíåíî xu ∈ τ−1(Bn).
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Äåôèíèöèÿ 4.3.4. Íåêà A = {An}n<ω. Ðåäèöàòà A å ôîðñèíã k-îïðå-
äåëèìà âúðõó A îòíîñíî ðåäèöàòà B, àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ÷àñò δ è
òîòàëíà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ g òàêàâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî,
÷å x ∈ An ⇐⇒ (∃τ ⊇ δ)(τ 
n+k Fg(n)(x)) .

Èìàìå è àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå çà âðúçêàòà ìåæäó ôîðìàëíà îïðå-
äåëèìîñò, ôîðñèíã îïðåäåëèìîñò íà ðåäèöè è ω-êî-ñïåêòðèòå.

Òâúðäåíèå 4.3.2 (À. Ñîñêîâà [18]). Íåêà A ∈ S è k ∈ N. Òîãàâà ñëåä-
íèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè :

(1) dω(A) ∈ CSk(A,B).

(2) A å ôîðñèíã k-îïðåäåëèìà âúðõó A îòíîñíî B.

(3) A å ôîðìàëíî k-îïðåäåëèìà âúðõó A îòíîñíî B.

Â [18] ñà äîêàçàíè òåîðåìè çà ìèíèìàëíà äâîéêà è çà êâàçè-ìèíèìàëíà
ñòåïåí. Íà òÿõ ùå îáúðíåì ïî-ãîëÿìî âíèìàíèå â ãëàâà 5.
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Ãëàâà 5

Ñâîéñòâà íà ω-êî-ñïåêòðèòå

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè ñâîéñòâà íà ω-ñïåêòðèòå è ω-êî-ñïåê-
òðèòå. Ùå ïðîâåðèì êîè îò òÿõ, äîêàçàíè îò Ñîñêîâ[11] è À. Ñîñêîâà[19]
çà ñïåêòðè è êî-ñïåêòðè âDe, ìîãàò äà ñå ïðåíåñàò âDω. Ùå ðàçãëåäàìå è
íÿêîè ðàçøèðåíèÿ íà äåôèíèöèÿòà çà ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà ðàçãëåäàíè
îò À. Ñîñêîâà â [18] è [19].

5.1 Êî-ìíîæåñòâà â De è Dω
Òâúðäåíèå 5.1.1. Íåêà A ⊆ De å çàòâîðåíî íàãîðå ìíîæåñòâî. Íåêà
At = {a | a ∈ A & a å òîòàëíà ñòåïåí}. Òîãàâà co(A) = co(At).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà b å ïðîèçâîëíà ω-ñòåïåí, êîÿòî b ∈ co(At). Äà
äîïóñíåì, ÷å b /∈ co(A). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèîííà
ñòåïåí c ∈ A, çà êîÿòî b 6≤ω c. Îò Òåîðåìà 2.2.1 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
òîòàëíî ìíîæåñòâî A, çà êîåòî c ≤ω dω(A ↑ ω) è b 6≤ω dω(A ↑ ω). Íåêà
a = dω(A ↑ ω). Îò óñëîâèåòî, ÷å A å çàòâîðåíî íàãîðå ìíîæåñòâî ñëåäâà,
÷å a ∈ A, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å a ∈ At. Îòòóê, b /∈ co(At) è òàêà
äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, co(At) ⊆ co(A).

Oò äåôèíèöèÿòà íà At ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å At ⊆ A. Òîãàâà îò
ñâîéñòâàòà íà ω-êî-ìíîæåñòâîòî ïîëó÷àâàìå, ÷å co(A) ⊆ co(At).

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å co(A) = co(At).
Àêî ðàçãëåæäàìå êî-ìíîæåñòâîòî íà äàäåíî ïîäìíîæåñòâî íà De, òî

ñëåäâàùîòî ñâîéñòâî å â ñèëà, äîêàçàíî îò Ñîñêîâ â [11].

Òâúðäåíèå 5.1.2. Çà ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî íàãîðå ìíîæåñòâî A ⊆ De,
çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k > 0 è íîìåðàöèîííà ñòåïåí b èìàìå, ÷å
coe(A) = coe(Ab,k), êúäåòî:

Ab,k = {a : a ∈ A & b ≤e a(k)}.
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Îêàçâà ñå, ÷å çà êî-ìíîæåñòâîòî â Dω, òîâà ñâîéñòâî íå å â ñèëà.

Òâúðäåíèå 5.1.3. Çà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî A ⊆ De è âñÿêî åñòåñ-
òâåíî ÷èñëî k > 0, ñúùåñòâóâà íîìåðàöèîííà ñòåïåí b òàêàâà, ÷å
co(A) 6= co(Ab,k), êúäåòî:

Ab,k = {a : a ∈ A & b ≤e a(k)}.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ab,k ⊆ A ñëåäâà, ÷å co(A) ⊆ co(Ab,k). Ùå äî-
êàæåì, ÷å âêëþ÷âàíåòî å ñòðîãî. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñêó÷àÿ çà k = 1.
Òîé ëåñíî ñå îáîáùàâà çà ïðîèçâîëíî k. Íåêà äà èçáåðåì de(A) ∈ A è
ìíîæåñòâî B òàêà, ÷å B 6≤e A′. Íàïðèìåð, ìîæåì äà ïîñòðîèì B êàòî
A′-ãåíåðè÷íî ìíîæåñòâî. Íåêà b = de(B). ßñíî å, ÷å co(A) ⊆ co(Ab,1).
Çà äà äîêàæåì, ÷å âêëþ÷âàíåòî å ñòðîãî, íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà
B = {∅, B,B′, . . . }. Ùå äîêàæåì, ÷å dω(B) /∈ co(A) è dω(B) ∈ co(Ab,1).

Ïúðâî, äà äîïóñíåì, ÷å dω(B) ∈ co(A). Îò de(A) ∈ A ñëåäâà, ÷å
dω(B) ≤ω dω(A ↑ ω). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Bn ≤e Pn(A ↑ ω) ðàâíîìåðíî ïî
n. Îòòóê, Bn ≤e A(n) ðàâíîìåðíî ïî n. Íî îò B1 = B ñëåäâà, ÷å B ≤e A′,
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íà B. Ñëåäîâàòåëíî, dω(B) 6∈ co(A).

Ñåãà äà äîïóñíåì, ÷å dω(B) 6∈ co(Ab,1). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìàìå ìíî-
æåñòâî C, çà êîåòî de(C) ∈ A è B ≤e C ′ è B 6≤ω C ↑ ω. Îò B ≤e C ′
ñëåäâà, ÷å B ↑ ω ≤ω C ′ ↑ ω. B = {∅, B′, B′′, . . . } è ∅ ≤e C, ñëåäî-
âàòåëíî B ≤ω C ↑ ω. Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî,
dω(B) ∈ co(Ab,1).

Îò âñè÷êî äîòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å co(A) 6= co(Ab,1).
Çà ïðîèçâîëíî k, íåêà äà èçáåðåì B 6≤e A(k) çà ìíîæåñòâî A ∈ A è

B = {∅, ∅′, . . . , ∅(k), B,B′, . . . }. Òîãàâà àíàëîãè÷íî äîêàçâàìå, ÷å dω(B) /∈
co(A) è dω(B) ∈ co(Ab,k).

Òâúðäåíèå 5.1.4 (Ñîñêîâ [11]). Íåêà k > 0 è b ∈ DSk(A). Äà îçíà-
÷èì A = {a | a ∈ DS(A) & a(k) = b} . Òîãàâà çà êî-ñïåêòúðà â De å
èçïúëíåíî, ÷å CS(A) = coe(A) .

Ñúùî òàêà Ñîñêîâ ïîêàçâà, ÷å òî íå å âÿðíî çà ïðîèçâîëíè çàòâîðåíè
íàãîðå ìíîæåñòâà. Êàòî èçïîëçâàìå ãîðíîòî òâúðäåíèå ùå äîêàæåì, ÷å
òî ñå íàðóøàâà â Dω.

Òâúðäåíèå 5.1.5. Íåêà k > 0. Ñúùåñòâóâàò ñòðóêòóðà A è íîìåðà-
öèîííà ñòåïåí b ∈ DSk(A) òàêèâà, ÷å ω-êî-ñïåêòúðà CS(A) $ co(A),
êúäåòî A = {a | a ∈ DS(A) & a(k) = b} .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ôèêñèðàìå k > 0.
ßñíî å, ÷å çà âñÿêà ñòðóêòóðà A, CS(A) ⊆ co(A). Ùå äîêàæåì, ÷å

âêëþ÷âàíåòî å ñòðîãî. Çà òàçè öåë ùå íàìåðèì ñòðóêòóðà A è ω-ðåäèöà
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C, çà êîÿòî dω(C) ∈ co(A) è dω(C) 6∈ CS(A). Òîâà ñå îêàçâà ëåñíî. Äà
ðàçãëåäàìå ñïåêòúðà íà ñòðóêòóðà A, êîÿòî íÿìà k-òè ñêîê ñòåïåí. Íàï-
ðèìåð, çíàåì, ÷å èìà òàêèâà ëèíåéíè íàðåäáè. Äà âçåìåì çà ïðîèçâîëíî
ìíîæåñòâî B, çà êîåòî de(B) ∈ DSk(A). Äà äåôèíèðàìå

C = {∅, ∅′, . . . , ∅(k−1), B,B′, . . . } .

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å dω(C) /∈ CS(A). Äà äîïóñíåì, ÷å ïðîòèâíîòî.
Òîãàâà çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà A èìàìå, ÷å Cn ≤e f−1(A)(n), ðàâíîìåðíî
ïî n. Íî òîãàâà çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà A èìàìå, ÷å B ↑ ω ≤ω f−1(A)(k) ↑
ω. Îò ñâîéñòâàòà íà ≤ω ñëåäâà, ÷å B ≤e f−1(A)(k). de(B) ∈ DSk(A), êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å de(B) å k-òè ñêîê ñòåïåí íà DS(A), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
èçáîðà íà ñòðóêòóðà.

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å dω(C) ∈ co(A). Íåêà îòíîâî äà äîïóñíåì ïðî-
òèâíîòî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A,
çà êîÿòî f−1(A)(k) ≡e B è C 6≤ω f−1(A) ↑ ω. Îò f−1(A)(k) ≡e B ñëåäâà,
÷å C(k) ≤ω f−1(A)(k) ↑ ω. ßñíî å, ÷å ∅(i) ≤e f−1(A)(i) çà i < k. Òîãàâà
C ≤ω f−1(A) ↑ ω, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

È òàêà, íàìåðèõìå ω-ðåäèöà, çà êîÿòî äîêàçàõìå, ÷å dω(C) /∈ CS(A),
íî ïúê dω(C) ∈ co(A). Ñëåäîâàòåëíî, CS(A) 6= co(A).

5.2 Ðåëàòèâíè ω-êî-ñïåêòðè

Â [19] À. Ñîñêîâà äîêàçâà ñëåäíîòî òâúðäåíèå çà ðåëàòèâíè êî-ñïåêòðè
â De:

Òâúðäåíèå 5.2.1 (À. Ñîñêîâà). CRSk(A,A1, . . . ,An) = CRSk(A,A1, . . . ,Ak),
k ∈ {0, . . . , n}.

Èíòåðåñíî å äà ñå ïðîâåðè äàëè òîâà ñâîéñòâî ñå çàïàçâà, êîãàòî ðàç-
ãëåæäàìå ðåëàòèâíè ω-êî-ñïåêòðè.

Î÷åâèäíî å, ÷å çà âñÿêà ñòðóêòóðà A è ðåäèöà B, DS(A) ⊇ DS(A,B).
Â [18] À. Ñîñêîâà ðàçãëåæäà ñòðóêòóðàòà A = (N,=, 6=, S), êúäåòî S =
{(n, n + 1) | n ∈ N}. Çíàåì, ÷å èìàìå åôåêòèâíà íîìåðàöèÿ f , ñëåäîâà-
òåëíî f−1(A) å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî è òîãàâà de(f

−1(A)) = 0e ∈
DS(A).

Íåêà çà ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ f äà ôèêñèðàìå f(x0) = 0. Òîãàâà k ∈
Bn ⇐⇒ (∃x1, . . . , xk)(f

−1(S)(x0, x1) & . . .& f−1(S)(xk−1, xk) ∈ f−1(Bn)).
Òîãàâà Bn ≤e f−1(A)⊕ f−1(Bn) ≤e f−1(A)(n).

Äà èçáåðåì ðåäèöàòà B = {Bk}k<ω êàòî B0 = ∅′ è Bk = ∅ çà k > 0.
Òîãàâà çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f ∈ E(A,B) èìàìå, ÷å ∅′ ≤e B0 ≤e f−1(A) è
ñëåäîâàòåëíî 0e 6∈ DS(A,B). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å DS(A,B) $ DS(A).
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Íèå ùå äîêàæåì ìàëêî ïî-ñèëíîòî òâúðäåíèå çà ω-êî-ñïåêòðè. Äîñòà-
òú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å ðàâåíñòâîòî ñå íàðóøàâà çà ñëó÷àÿ k = 0, n = 1.

Òâúðäåíèå 5.2.2. Ñúùåñòâóâàò ñòðóêòóðè A è B òàêèâà, ÷å CS(A) 6=
CRS(A,B).

Äîêàçàòåëñòâî. Â äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçïîëçâàìå íàáëþäåíèåòî, ÷å
àêî A å ïðîèçâîëíà ñòðóêòóðà è B ñòðóêòóðà ñúñ ñòåïåí b çà DS(B),
òî RS(A,B) ⊆ Ab,1 ⊆ DS(A) , êúäåòî Ab,1 = {de(f−1(A)) | b ≤e
de(f

−1(A)′)}. ßñíî å, ÷å òîãàâà èìàìå CS(A) ⊆ co(Ab,1) ⊆ CRS(A,B) .
Ùå äîêàæåì, ÷å èìàìå ñòðîãîòî âêëþ÷âàíå CS(A) $ co(Ab,1) îòêúäåòî
ùå ñëåäâà, ÷å CS(A) $ CRS(A,B). Íåêà A = DS(A). Îò Òâúðäåíèå 5.1.3
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà íîìåðàöèîííà ñòåïåí b, çà êîÿòî CS(A) = co(A) 6=
co(Ab,1). Äà èçáåðåì òàêàâà ñòðóêòóðà B, êîÿòî äà èìà ñòåïåí b. Òîãàâà
ïîëó÷àâàìå, ÷å CS(A) 6= CS(A,B).

Ñëåäñòâèå 5.2.1. Ñúùåñòâóâàò ñòðóêòóðà A è ω-ðåäèöà B òàêèâà, ÷å
CS(A) 6= CS(A,B).

Äîêàçàòåëñòâî.Íàìèðàìå ñòðóêòóðàB, çà êîÿòî CS(A) 6= CS(A,B).
Íåêà äà èçáåðåì ω-ðåäèöàòà B = {D(A), D(B), ∅, ∅, . . . }. Òîãàâà ëåñíî ñå
ïðîâåðÿâà, ÷å CS(A) 6= CS(A,B).

5.3 Ãëàâíè èäåàëè â Dω
Äåôèíèöèÿ 5.3.1. ÍåêàM = (M,≤,∪) å ãîðíà ïîëóðåøåòêà. Êàçâàìå,
÷å ìíîæåñòâîòî I ⊆M å èäåàë çàM òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî:

(i) Àêî x ∈ I è y ≤ x, òî y ∈ I;

(ii) Àêî x ∈ I è y ∈ I, òî x ∪ y ∈ I.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èäåàë å ìíîæåñòâî, êîåòî å çàòâîðåíî îòíîñíî îïå-
ðàöèÿòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà è îñâåí òîâà å çàòâîðåíî íàäîëó. Çíàåì,
÷å DT ,De è Dω ñà ãîðíè ïîëóðåøåòêè, çàòîâà å óìåñòíî äà ãîâîðèì çà
èäåàëè â òåçè ñòðóêòóðè. Íåêà A ⊆M .

Ñ I(A) ùå îçíà÷àâàìå íàé-ìàëêèÿ èäåàë â M , êîéòî ñúäúðæà ìíî-
æåñòâîòî A : I(A) =

⋂
{I å èäåàë â M & A ⊆ I} . Ìîæåì äà çàïèøåì

äåôèíèöèÿòà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I(A) = {x | (∃k ∈ N)(x ≤ a1 ∪ · · · ∪ ak & a1, . . . ak ∈ A} .

Êàçâàìå, ÷å åäèí èäåàë I å èçáðîèì, àêî I = I(A) çà A èçáðîèìî ìíî-
æåñòâî. Êàçâàìå, ÷å åäèí èäåàë å ãëàâåí, àêî èìà íàé-ãîëÿì åëåìåíò, èëè
I(a) = {b : b ≤ a}
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Äåôèíèöèÿ 5.3.2. Íåêà I äà áúäå èäåàë â Dω (ñúîòâåòíî â De è DT )
. Äåôèíèðàìå ñêîêà íà èäåàëà I êàòî íàé-ìàëêèÿò èäåàë â Dω (ñúîò-
âåòíî â De è DT ) ñúäúðæàù âñè÷êè ïúðâè ñêîêîâå íà åëåìåíòèòå îò
I. Îçíà÷àâàìå ãî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

I ′ = I({a′ : a ∈ I}).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å àêî I å ãëàâåí èäåàë, ãåíåðèðàí îò ñòåïåí a,
òî I ′ = I(a′). Â òàçè ñåêöèÿ ùå äîêàæåì, ÷å íà âñåêè ãëàâåí èäåàë I â
Dω ñúîòâåòñòâà ñòðóêòóðà A è ðåäèöà B òàêèâà, ÷å I = CS(A,B).

Äà ðàçãëåäàìå ñòðóêòóðàòà A = (N,=, 6=, S), êúäåòî S å ãðàôèêàòà íà
ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ σ(x) ∼= x+1. Ùå îçíà÷àâàìå åçèêà íà ñòðóêòóðàòà
A ñ L. Íåêà B ∈ b è B = {Bi}i<ω. Äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà Ùå
äîêàæåì, ÷å I(b) = CS(A,B).

Ëåìà 5.3.1. I(b) ⊆ CS(A,B)

Äîêàçàòåëñòâî. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíà äîïóñòèìà íîìåðàöèÿ f íà
A îòíîñíî B. Äà ôèêñèðàìå ÷èñëî x0 òàêîâà, ÷å f(x0) = 0. Òîãàâà çà
âñÿêî n å èçïúëíåíî:

x ∈ Bn ⇐⇒ (∃y1) . . . (∃yx)(f−1(S)(x0, y1) & . . .

& f−1(S)(yx−1, yx) & f−1(Bn)(yx)),

Ñëåäîâàòåëíî, Bn ≤e f−1(A)⊕ f−1(Bn). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

Bn ≤e f−1(A)⊕ f−1(Bn) ≤e f−1(A)⊕ f−1(A)(n) ≤e f−1(A)(n),

çàùîòî f å äîïóñòèìà íîìåðàöèÿ ( ò.å. f−1(Bn) ≤e f−1(A)(n) ðàâíîìåðíî
ïî n). Îòòóê, B ≤ω f−1(A) ↑ ω çà ïðîèçâîëíà äîïóñòèìà íîìåðàöèÿ
f íà A. Ñëåäîâàòåëíî, dω(B) ∈ CS(A,B). Òàêà äîêàçàõìå, ÷å I(b) ⊆
CS(A,B).

Ëåìà 5.3.2. Íåêà Φ(W ) å Σ+
n ôîðìóëà. Ìîæåì åôåêòèâíî ïî êîäà íà

ôîðìóëàòà äà íàìåðèì êîäà e íà íîìåðàöèîííèÿ îïåðàòîð, çà êîéòî çà
ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà t:

(A,B) |= Φ(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ We(Pn(B)) .

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Íåêà Φ(W ) å Σ+

0 ôîðìóëà. Ïî êîäà íà ôîðìóëàòà ìîæåì åôåêòèâíî
äà ïîñòðîèì ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî Wa0 , çà êîåòî pαq ∈ Wa0 ⇐⇒ α
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å åëåìåíòàðíà Σ+
0 ôîðìóëà è å äèçþíêò â Φ. Ïîëó÷àâàìå, ÷å (A,B) |=

Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà pαq ∈ Wa0 è (A,B) |= α(W/t).
Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôîðìóëàòà α(W ) = (∃Y )M(W,Y ), êàòîM å êðàé-

íà êîíþíêöèÿ â åçèêà L ∪ {B0}. Íåêà M = (L1 & . . . & Lp).
Êàòî çàìåíèì àòîìàðíèòå ïðåäèêàòè îò âèäà S(X, Y ) ñ X = σ(Y ),

ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïðåäèêàòà S íå ñå ñðåùà âúâ ôîðìóëàòà. Ñ X =
σn+1(Y ) ùå îçíà÷àâàìå ôîðìóëàòà :

(∃Z1, . . . , Zn+1)(Z1 = σ(Y ) . . . & . . . Zn+1 = σ(Zn) & Zn+1 = X) .

Ùå ðàçãëåæäàìå òåçè X = σn+1(Y ), çà êîèòî âñè÷êèòå èì êîíþíêòè ñà
èçìåæäó {L1, . . . , Lp}. Îïèñâàìå åôåêòèâíà ïðîöåäóðà, êîÿòî ïðèåìà êà-
òî âõîä êðàéíàòà ðåäèöà L1, . . . , Lp îò àòîìèòå íà Σ+

0 ôîðìóëàòà α è ïðî-
âåðÿâà äàëè (A,B) 6|= α(W/t) èëè èçâåæäà êðàåí áðîé àòîìè L′1, . . . , L

′
s

îò âèäà Wi = σn(X), X 6= σk(Z) èëè B0(σ
n(X)), êàòî ïðîìåíëèâèòå X è

Z ñà ðàçëè÷íè è ìîãàò äà áúäàò èçìåæäó W1, . . . ,Wr, Y1, . . . , Yk.

(1) Àêî âñè÷êè àòîìè ñà îò æåëàíèÿ âèä, òî ïðåêðàòÿâàìå ïðîöåäóðà-
òà. Àêî èìà àòîì îò âèäà Z 6= Z èëè îò âèäà σn1(Z) = σn2(Z) è
n1 6= n2, òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å (A,B) 6|= α(W/t) è ïðåìèíàâàìå êúì
ñòúïêà (6).

Àêî èìà àòîìè, êîèòî íå ñà îò æåëàíèÿ âèä, òî ïðîäúëæàâàìå íà
ñëåäâàùàòà ñòúïêà.

(2) Ïðåìàõâàìå àòîìèòå îò âèäà σn(Z) = σn(Z). Àêî èìà àòîì L îò
âèäà σn1(X) = σn2(Z) èX 6∈ {W1, . . . ,Wr} èX 6= Z, òî ðàçãëåæäàìå
ñëó÷àèòå :

(à) Àêî n1 ≤ n2, òî ïðåìàõâàìå L îò ñïèñúêà îò àòîìè è çàìåñ-
òâàìå âúâ âñè÷êè äðóãè àòîìè îò ñïèñúêà ïðîìåíëèâàòà X ñ
σ(n2−n1)(Z) è îòèâàìå íà ñòúïêà (1).

(á) Àêî n1 > n2, òî çàìåñòâàìå L ñ σn2(Z) = σn1(X) è îòèâàìå íà
ñòúïêà (2).

Àêî íÿìà òàêèâà àòîìè, òî ïðîäúëæàâàìå íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà.

(3) Àêî èìà àòîì L îò âèäà σn1(Wi) = σn2(Z) èWi 6= Z, òî ðàçãëåæäàìå
ñëó÷àèòå :

(à) Àêî n1 ≤ n2 è n1 > 0 (çà äà íå "çàöèêëè� ïðîöåäóðàòà), òî
çàìåñòâàìå L îò ñïèñúêà ñ àòîìè ñ Wi = σ(n2−n1)(Z). Ïðåìè-
íàâàìå êúì ñòúïêà (1).
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(á) Àêî n1 > n2, òî çàìåñòâàìå L îò ñïèñúêà ñ àòîìè ñ σn2(Z) =
σn1(Wi). Ïðåìèíàâàìå êúì ñòúïêà (2).

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ïðåìèíàâàìå íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà.

(4) Äà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ àòîì L îò âèäà σn1(X) 6= σn2(Z), çà êîéòî
n1 ≤ n2 è n1 > 0 (çà äà íå "çàöèêëè� ïðîöåäóðàòà). Äà ðàçãëåäàìå
ñëó÷àèòå:

(à) Àêî X è Z ñà ðàçëè÷íè ñèìâîëè, òîãàâà çàìåñòâàìå ñ X 6=
σ(n2−n1)(Z). Ïðåìèíàâàìå êúì ñòúïêà (1).

(á) Àêî X = Z è n1 = n2, òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å (A,B) 6|= α(W/t).
Ïðåìèíàâàìå êúì ñòúïêà (6).

(â) Àêî X = Z è n1 6= n2, òî ïðåìàõâàìå L îò ñïèñúêà ñ àòîìè.

(5) Äà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ àòîì L îò âèäà σn1(X) 6= σn2(Z), çà êîéòî
n1 > n2. Çàìåñòâàìå L ñ àòîìà σn2(Z) 6= σn1(X). Ïðåìèíàâàìå êúì
ñòúïêà (4).

(6) Êðàé íà ïðîöåäóðàòà.

Íåêà äà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ìíîæåñòâà :

E ′α(t) = {n+ ti | B0(σ
n(Wi)) ∈ {L′1, . . . , L′s}}

E ′′α(u) = {n+ uj | B0(σ
n(Yj)) ∈ {L′1, . . . , L′s}}

Äà îçíà÷èì ñ χα(t, u) ðåêóðñèâíèÿ ïðåäèêàò, êîéòî ïðîâåðÿâà âåð-
íîñòòà íà àòîìèòå îò âèäà Wi = σn(X) è X 6= σk(Z) â (A,B), êîèòî
ó÷àñòâàò â α(W ), ïðè çàìåñòåíè ïðîìåíëèâèòå W ñ t è çàìåñòåíè ïðî-
ìåíëèâèòå Y , êîèòî ñà ïîä äåéñòâèåòî íà åêçèñòåíöèàëíèòå êâàíòîðè, ñ
u.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å :
(A,B) |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà pαq ∈ Wa0 è u ∈ N :

(A,B) |= α(W/t, Y /u)
⇐⇒ ñúùåñòâóâà pαq ∈ Wa0 è u ∈ N :

χα(t, u) & E ′α(t) ∪ E ′′α(u) ⊆ B0

⇐⇒ ñúùåñòâóâà êðàéíî ìíîæåñòâî
Eα = E ′α(t) ∪ E ′′α(u), çà êîåòî
〈Eα, t〉 ∈ We & Eα ⊆ B0

(êîäúò e åôåêòèâíî ñå îïðåäåëÿ îò a0 è χα)
⇐⇒ 〈t〉 ∈ We(B0)

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òâúðäåíèåòî å èçïúëíåíî çà Σ+
n ôîðìóëè è äà

ïðåìèíåì êúì èíäóêöèîííàòà ñòúïêà.
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Íåêà Φ(W ) å Σ+
n+1 ôîðìóëà. Òîãàâà (A,B) |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñ-

òâóâà pαq ∈ Wan+1 è (A,B) |= α(W/t), êúäåòî Wan+1 å ïîëóðàçðåøèìî
ìíîæåñòâî, êîåòî ìîæåì äà îïðåäåëèì åôåêòèâíî îò êîäà íà ôîðìóëàòà
Φ.

Çíàåì, ÷å α(W ) = (∃Y )((¬)β1(W,Y ) & (¬)βk(W,Y )). Ôîðìóëèòå βi,
çà i = 1, . . . , k ïðåäñòàâëÿâàò Σ+

n ôîðìóëè îò âèäà Ψ(W,Y ) èëè àòîìè îò
âèäà Bn+1(Wi) èëè Bn+1(Yj). Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çíàåì,
÷å (A,B) |= βi(W/t, Y /u) ⇐⇒ 〈t, u〉 ∈ Wei

(Pn(B)), êúäåòî êîäà ei ñå
îïðåäåëÿ åôåêòèâíî îò Σ+

n ôîðìóëàòà βi.
Ìîæåì äà ïîñòðîèì êðàéíîòî ìíîæåñòâî Eα(t, u) = E ′α(t, u)⊕E ′′α(t, u),

êúäåòî:

E ′α(t, u) = {2〈ei, t, u〉 | βi ∈ {L1, . . . , Lp}} ∪
{2〈ei, t, u〉+ 1 | ¬βi ∈ {L1, . . . , Lp}}

E ′′α(t, u) = {ti | Bn+1(Wi) ∈ {L1, . . . , Lp}} ∪
{uj | Bn+1(Yj) ∈ {L1, . . . , Lp}}.

(A,B) |= Φ(W/t) ⇐⇒ ñúùåñòâóâà pαq ∈ Wan+1 è ÷èñëà u
(A,B) |= (¬)βi(W/t, Y /u) çà i = 1, . . . , k

⇐⇒ ñúùåñòâóâà pαq ∈ Wan+1 è ÷èñëà u çà êîèòî
E ′α(t, u)⊕ E ′′α(t, u) ⊆ Pn(B)′ ⊕Bn+1

⇐⇒ ñúùåñòâóâà êðàéíî ìíîæåñòâî
Eα = E ′α(t, u)⊕ E ′′α(t, u), çà êîåòî
〈Eα, t〉 ∈ Wa è Eα ⊆ Pn(B)′ ⊕Bn+1,
(êîäúò a ñå îïðåäåëÿ åôåêòèâíî îò an+1)

⇐⇒ 〈t〉 ∈ Wa(Pn+1(B))

Ñëåäñòâèå 5.3.3. Íåêà A = {x | (A,B) |= Φϕe(x)(W/t)}, ϕe å ðåêóðñèâíà
ôóíêöèÿ è t ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è çà âñÿêî x, Φϕe(x) å Σ+

k ôîðìóëà.
Ìîæåì åôåêòèâíî ïî êîäà e è ïî t äà íàìåðèì íîìåðàöèîíåí îïåðàòîð
Wek

, çà êîéòî x ∈ A ⇐⇒ x ∈ Wek
(Pk(B)).

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàìå èäåÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñò-
âèå 4.1.7. Îò Ëåìà 5.3.2 ïîëó÷àâàìå, ÷å

x ∈ A ⇐⇒ (A,B) |= Φϕe(x)(W/t) ⇐⇒ 〈t〉 ∈ Wg(x)(Pk(B)),

êúäåòî λx.g(x) å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîæåì äà îïðåäåëèì åôåê-
òèâíî îò λx.ϕe(x). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì êîä ek åôåêòèâíî
ïî t è ïî êîäà e, çà êîéòî :

x ∈ A ⇐⇒ x ∈ Wek
(Pk(B)) .
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Ñëåäñòâèå 5.3.4. Íåêà A å ôîðìàëíî îïðåäåëèìà ðåäèöà îò ìíîæåñ-
òâà â ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ðåäèöàòà B. Òîãàâà A ≤ω B.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàìå èäåÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñò-
âèå 4.1.8.

Íåêà A å ôîðìàëíî îïðåäåëèìà ðåäèöà çà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî
ðåäèöàòà B. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà t è òîòàëíà
èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λn, x.γ(n, x) òàêèâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N: x ∈ An ⇐⇒
(A,B) |= Φγ(n,x)(W/t), êúäåòî Φγ(n,x) å Σ+

n ôîðìóëà. Îò Ñëåäñòâèå 5.3.3
ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N èìàìå, ÷å :

(A,B) |= Φγ(n,x)(W/t) ⇐⇒ x ∈ Wan(Pn(B)),

êúäåòî êîäúò an ñå îïðåäåëÿ åôåêòèâíî îò ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ λx.γ(n, x).
λn, x.γ(n, x) å ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî ìîæåì åôåêòèâíî äà
íàìåðèì ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ λn.g(n), çà êîÿòî g(n) = an. Òàêà ïîëó÷à-
âàìå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî :

x ∈ An ⇐⇒ x ∈ Wg(n)(Pn(B)) .

Ëåìà 5.3.5. CS(A,B) ⊆ I(b).

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà çà ðåäèöàòàA å èçïúëíåíî, ÷å dω(A) ∈ CS(A,B).
Òîãàâà A å ôîðìàëíî îïðåäåëèìà ðåäèöà. Ïðèëàãàìå Ñëåäñòâèå 5.3.4 è
ïîëó÷àâàìå, ÷å A ≤ω B, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å dω(A) ∈ I(b).

Òåîðåìà 5.3.6. Çà âñåêè ãëàâåí èäåàë ãåíåðèðàí îò ñòåïåí b ∈ Dω

ñúùåñòâóâà ω-êî-ñïåêòúð CS(A,B) òàêúâ, ÷å I(b) = CS(A,B).

Äîêàçàòåëñòâî. Òåîðåìàòà ñëåäâà îò Ëåìà 5.3.1 è Ëåìà 5.3.5.

5.4 Òåîðåìà çà ìèíèìàëíèòå äâîéêè

Ñîñêîâ [11] äîêàçâà ñëåäíàòà òåîðåìà çà ìèíèìàëíè äâîéêè çà ñïåêòðè
îò e-ñòåïåíè:

Òåîðåìà 5.4.1. Íåêà A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà. Ñúùåñòâóâàò åëåìåíòè
f è g îò DS(A) òàêèâà, ÷å:

a ≤e f
(k) & a ≤e g

(k) ⇒ a ∈ CSk(A) è çà âñÿêî a ∈ De è çà âñÿêî k ∈ N.

Ùå äîêàæåì àíàëîã íà òàçè òåîðåìà çà ñïåêòðè îò ω-ñòåïåíè.
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Òåîðåìà 5.4.2. Çà âñÿêà èçáðîèìà ñòðóêòóðà A ñúùåñòâóâàò òîòàë-
íè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè f è g â DS(A) òàêèâà, ÷å çà âñÿêà ω-íîìå-
ðàöèîííà ñòåïåí a è k ∈ N:

a ≤e f(k) & a ≤e g(k) ⇒ a ∈ CSk(A) . (5.1)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî ùå ïîñòðîèì òîòàëíè íîìåðàöèîííè ñòåïåíè f
è g â DS(A), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò (5.1) çà k = 0 è ñëåä òîâà ùå ïîêàæåì,
÷å f è g óäîâëåòâîðÿâàò (5.1) çà âñÿêî k.

Íåêà f äà áúäå íîìåðàöèÿ íà A òàêàâà, ÷å f−1(A) å òîòàëíî ìíîæåñ-
òâî. Îò Òâúðäåíèå 3.0.4 çíàåì, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì òàêàâà íîìåðàöèÿ.
Äà îçíà÷èì Pf = {f−1(A)(n)}n<ω è F = f−1(A). ßñíî å, ÷å de(F ) ∈ DS(A).

Äà îçíà÷èì ñ X 0,X 1, . . .X r . . . âñè÷êè ðåäèöè, êîèòî ñà ω-ñâîäèìè
êúì Pf .

Äà ðàçãëåäàìå òåçè ðåäèöè C0, C1, . . . , Cr . . . îò X 0,X 1, . . .X r . . . , êîè-
òî íå ñà ôîðñèíã îïðåäåëèìè âúðõó A. Îò Ñëåäñòâèå 4.1.3 ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ h òàêàâà, ÷å Cr 6≤ω Ph çà âñÿêî r. Òîãàâà îò
Ñëåäñòâèå 2.2.2 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà òîòàëíî ìíîæåñòâî G òàêîâà, ÷å
Ph ≤ω {G(n)}n<ω è Cr 6≤ω {G(n)}n<ω çà âñÿêî r. Îò Òâúðäåíèå 3.0.4 ñú-
ùåñòâóâà íîìåðàöèÿ g íà A çà êîÿòî g−1(A) ≡e G. Òîãàâà de(G) ∈ DS(A).

Ñåãà íåêà äà äîïóñíåì, ÷å A å ðåäèöà çà êîÿòî A ≤ω {F (n)}n<ω è
A ≤ω {G(n)}n<ω. Òîãàâà A = X r çà íÿêîå r. Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å A íå å
ôîðñèíã îïðåäåëèìà âúðõó A òîãàâà A = Cl çà íÿêîå l è A 6≤ω {G(n)}n<ω.
Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî A å ôîðñèíã îïðåäåëèìà
âúðõó A è îò Òâúðäåíèå 4.1.11 dω(A) ∈ CS(A).

Àêî ïîëîæèì f = de(F ) è g = de(G) íèå ïîëó÷àâàìå òúðñåíàòà ìèíè-
ìàëíàòà äâîéêà.

Çà âñÿêî a ∈ De äà îçíà÷èì ñ I(a) = {b | b ∈ Dω & b ≤ω a} ãëàâíèÿ
èäåàë ãåíåðèðàí îò a. Íèå âå÷å äîêàçàõìå, ÷å I(f) ∩ I(g) ⊆ CS(A). Îò
f,g ∈ DS(A) ñëåäâà, ÷å I(f) ∩ I(g) = CS(A). Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å

I(f(k)) ∩ I(g(k)) = CSk(A) çà âñÿêî k .

Îò f(k),g(k) ∈ DSk(A) ñëåäâà, ÷å CSk(A) ⊆ I(f(k)) ∩ I(g(k)). Äà äîïóñíåì,
÷å A = {An}n<ω, A ≤ω F (k) ↑ ω è A ≤ω G(k) ↑ ω. Äà îçíà÷èì ñ C =
{Cn}n<ω ðåäèöàòà, çà êîÿòî Cn = ∅ çà n ≤ k, è Cn+k = An çà âñÿêî n.
ßñíî å, ÷å A ≤ω C(k) è C ≤ω {F (n)}n<ω, C ≤ω {G(n)}n<ω. Ñëåäîâàòåëíî,
dω(C) ∈ CS(A) è çà ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ h íà A, C ≤ω {h−1(A)(n)}n<ω.
C(k) ≤ω {h−1(A)(n+k)}n<ω è A ≤ω {h−1(A)(n)}(k)n<ω. Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å
dω(A) ∈ CSk(A), çàùîòî h å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà A.

Ñëåäñòâèå 5.4.3. CSk(A) å íàé-ìàëêèÿò èäåàë, êîéòî ñúäúðæà âñè÷êè
k-òè ñêîêîâå íà åëåìåíòèòå îò CS(A).
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Äîêàçàòåëñòâî. Ãàí÷åâ [5] äîêàçâà, ÷å àêî íîìåðàöèîííèòå ñòåïåíè f
è g ôîðìèðàòg òî÷íà äâîéêà çà èçáðîèìèÿ èäåàë I îò ω-íîìåðàöèîííè
ñòåïåíè, ò.å. I = I(f) ∩ I(g), òîãàâà çà âñÿêî k, äâîéêàòà f(k), g(k) îáðàçó-
âà òî÷íà äâîéêà çà íàé-ìàëêèÿ èäåàë I(k), êîéòî ñúäúðæà âñè÷êè k-òè
ñêîêîâå íà åëåìåíòèòå îò I, ò.å. I(k) = I(f(k))∩ I(g(k)). Íåêà f è g äà áúäå
ìèíèìàëíàòà äâîéêà îò Òåîðåìà 5.4.2. Îò ôàêòà, ÷å I = CS(A) å èçáðîèì
èäåàë, I ⊆ Dω è CS(A) = I(f)∩I(g), òîãàâà I(k) = I(f(k))∩I(g(k)) = CSk(A)
çà âñÿêî k.

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ãîðíîòî ñëåäñòâèå íå âèíàãè å èçïúëíåíî â
ñëó÷àÿ íà èäåàë è ñïåêòðè îò De. Ùå ïîêàæåì, ÷å íå å íåîáõîäèìî àêî
f è g å òî÷íà äâîéêà çà èäåàëà I, òî f ′ è g′ äà áúäå òî÷íà äâîéêà çà
ïúðâèÿ ñêîê íà èäåàëà I ′. Òàêà íàïðèìåð, íåêà äà âçåìåì ãëàâíèÿ èäåàë
I(0e) = {0e}. Ìîæåì äà èçáåðåì òî÷íà äâîéêà f è g çà I(0e) òàêàâà,
÷å 0′′e ≤e f ′ è 0′′e ≤e g′. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å àêî I å ãëàâåí èäåàë,
ãåíåðèðàí îò a, òî I ′ = I(a′). Òîãàâà I ′ = I(0′e) è î÷åâèäíî f ′ è g′ íå å
òî÷íà äâîéêà çà I

′
. Çà äà ñå óáåäèì, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì òàêàâà òî÷íà

äâîéêà, ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìà 2.1.1:
È òàêà, íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà B0 = ∅, B1 = ∅′′ çà k = 1. Îò

Òåîðåìà 2.1.1 èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò òîòàëíè ìíîæåñòâà F è G òàêèâà,
÷å

(i) ∅ <e F & ∅ <e G è ∅′′ <e F
′

& ∅′′ <e G
′
.

(ii) (∀A ⊆ N)(A ≤e F & A ≤e G⇒ A ≤e ∅) è (∀A ⊆ N)(A ≤e F
′

& A ≤e
G
′ ⇒ A ≤e ∅

′′
)

Ñåãà êàòî èçáåðåì íîìåðàöèîííèòå ñòåïåíè f è g òàêèâà, ÷å F ∈ f è
G ∈ g ïîëó÷àâàìå òúðñåíàòà òî÷íà äâîéêà.

Òåîðåìà 5.4.4 (Ñîñêîâ [11]). Çà âñåêè èçáðîèì èäåàë â ãîðíàòà ïîëóðå-
øåòêà íà De, ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà A, çà êîÿòî I = CS(A).

Òîâà òâúðäåíèå ñå îêàçâà òâúðäå ñèëíî â ñëó÷àÿ çà èçáðîèìè èäåàëè
â Dω. Ùå äàäåì ïðèìåð çà èçáðîèì èäåàë â ãîðíàòà ïîëóðåøåòêà íà Dω,
çà êîéòî íÿìà ðàâåí íà íåãî ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà.

Äåôèíèöèÿ 5.4.1. Åäíà ñòåïåí b å n-òàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà çà
ìíîæåñòâî îò ñòåïåíè A, àêî òÿ å íàé-ìàëêèÿò åëåìåíò íà ìíî-
æåñòâîòî:

{x(n) : (∀a ∈ A)(a ≤ x)}.

Ñïîðåä òàçè äåôèíèöèÿ, òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà å 0-âàòà òî÷íà ãîðíà
ãðàíèöà.
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Òåîðåìà 5.4.5 (Åíäåðòúí è Ïúòíúì [7]). ∅(ω) å âòîðàòà òî÷íà ãîðíà
ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî {∅(n)}n<ω â ñòðóêòóðàòà íà òþðèíãîâèòå
ñòåïåíè.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî B = {0ω,0′ω, . . . ,0(n)
ω , . . . }. Êàòî ñëåäñò-

âèå îò ãîðíàòà òåîðåìà ùå ïîêàæåì, ÷å èäåàëúò ãåíåðèðàí îò B äàâà
òúðñåíèÿ êîíòðà-ïðèìåð.

Ñëåäñòâèå 5.4.6. Çà èçáðîèìèÿò èäåàë I(B) íå ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà
A òàêàâà, ÷å I(B) = CS(A).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà A, çà êîÿòî
I(B) = CS(A). Îò òåîðåìàòà çà ìèíèìàëíèòå äâîéêè, ñëåäâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâàò òîòàëíè ñòåïåíè f ,g ∈ D1 òàêèâà, ÷å I(B) = CS(A) = I(f)∩I(g).
Òîãàâà îò òåîðåìàòà çà ìèíèìàëíè äâîéêè çíàåì, ÷å I ′′(B) = CS2(A) =
I(f ′′) ∩ I(g′′). Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî k ∈ N, 0(k+2)

ω ≤ω f ′′,g′′. Òîãàâà çà
âñÿêî k ∈ N, ∅(k+2) ≤e F ′′, G′′, êúäåòî F ↑ ω ∈ f è G ↑ ω ∈ g. Ìî-
æåì äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 5.4.5, îò êîÿòî ñëåäâà, ÷å ∅(ω) ≤e F ′′, G′′ è
dω(∅(ω) ↑ ω) ≤ω f ′′,g′′.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å dω(∅(ω) ↑ ω) ∈ I ′′(B), îòêúäåòî dω(∅(ω) ↑ ω) ∈
CS2(A). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å dω({∅, ∅, ∅(ω), ∅, . . . }) ∈ CS(A) = I(B). Ñëå-
äîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà k, çà êîåòî dω({∅, ∅, ∅(ω), ∅, . . . }) ≤ω 0(k)

ω . Òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å ∅(ω) ≤e ∅(k+2), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Òàêà äîêàçàõìå, ÷å çà
èäåàëà ñúñòàâåí îò B íå ñúùåñòâóâà ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà, çà êîé-
òî I(B) = CS(A).

Ñëåäñòâèå 5.4.7. Çà èçáðîèìèÿ èäåàë I(B) íå ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà
A è ω-ðåäèöà B òàêèâà, ÷å I(B) = CS(A,B).

Äîêàçàòåëñòâî. Â [18] Ñîñêîâà äîêàçâà òåîðåìàòà çà ìèíèìàëíà äâîé-
êà çà ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà îòíîñíî ðåäèöà. Äà äîïóñíåì, ÷å I(B) =
CS(A,B). Ñúùåñòâóâàò ñòåïåíè f ,g ∈ D1, çà êîèòî I(B) = CS(A,B) =
I(f) ∩ I(g) è I ′′(B) = I(f ′′) ∩ I(g′′). Ïðèëàãàìå àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ
êàêòî â Ñëåäñòâèå 5.4.6 è ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

5.5 Êâàçè-ìèíèìàëíè ñòåïíè

Ñîñêîâ [11] äàâà ñëåäíà äåôèíèöèÿ :

Äåôèíèöèÿ 5.5.1. Íåêà A ⊆ De. Íîìåðàöèîííàòà ñòåïåí q íàðè÷àìå
êâàçè-ìèíèìàëíà îòíîñíî A, àêî

(1) q /∈ A;
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(2) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≥e q, òî a ∈ A;

(3) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≤e q, òî a ∈ co(A) .

Ñîñêîâ [11] ïîêàçâà, ÷å çà âñÿêà ñòðóêòóðà A èìà êâàçè-ìèíèìàëíà
ñòåïåí q îòíîñíî DS(A), ò.å. q 6∈ CS(A) è àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è
a ≥e q, òîãàâà a ∈ DS(A) è àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≤e q, òîãàâà
a ∈ CS(A). Íèå ùå ôîðìóëèðàìå àíàëîã íà òàçè òåîðåìà çà ω-ñòåïåíè.

Òåîðåìà 5.5.1 (Ñîñêîâà [18]). Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A è B ∈ S, ñúùåñò-
âóâà ìíîæåñòâî F ⊆ N òàêîâà, ÷å çà q = dω(F ↑ ω) å èçïúëíåíî:

(1) q /∈ CS(A,B);

(2) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≥ω q, òî a ∈ DS(A,B);

(3) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≤ω q, òî a ∈ CS(A,B) .

Ñëåäñòâèå 5.5.2. Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A, ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî F ⊆
N òàêîâà, ÷å çà q = dω(F ↑ ω) å èçïúëíåíî:

(1) q /∈ CS(A);

(2) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≥ω q, òî a ∈ DS(A);

(3) Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≤ω q, òî a ∈ CS(A) .

Äîêàçàòåëñòâî. Äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà òåîðåìà, êàòî èçïîë-
çâàìå ôàêòà, ÷å DS(A, ∅ω) = DS(A).

5.6 Îòâîðåíè âúïðîñè

Ùå çàâúðøèì ñúñ ñïèñúê ñ íÿêîè âúïðîñè, êîèòî äàâàò ïåðñïåêòèâà çà
áúäåùà ðàáîòà â òàçè îáëàñò.

(i) Äà ñå õàðàêòåðèçèðàò ìíîæåñòâàòà îò íîìåðàöèîííè ñòåïåíè, êîè-
òî ñà ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè. Çíàåì, ÷å àêî åäíî ìíîæåñòâî å ñïåê-
òúð, òî å çàòâîðåíî íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè ñòåïåíè, íî íå âñÿêî
çàòâîðåíî íàãîðå ìíîæåñòâî å ñïåêòúð.

(ii) Ñîñêîâ õàðàêòåðèçèðà èçáðîèìèòå èäåàëè â De êàòî äîêàçâà ÷å òå
ñúâïàäàò ñ êî-ñïåêòðèòå íà ñòðóêòóðè. Çíàåì, ÷å àêî åäèí èäåàë
â Dω å ðàâåí íà ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà, òî ñúùåñòâóâà òî÷íà
äâîéêà çà íåãî. Èíòåðåñåí å îáðàòíèÿò âúïðîñ, ò.å. äàëè çà âñåêè
èçáðîèì èäåàë, çà êîéòî èìà òî÷íà äâîéêà ñúùåñòâóâà ðàâåí íà
íåãî ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðà?
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(iii) Íèå äîêàçàõìå, ÷å çà âñåêè ãëàâåí èäåàë I â Dω ñúùåñòâóâà ñòðóê-
òóðà A è ðåäèöà B, çà êîèòî I = CS(A,B). Åñòåñòâåíî âúçíèêâà
âúïðîñúò äàëè çà âñåêè ãëàâåí èäåàë â I â Dω ñúùåñòâóâà ñòðóê-
òóðà A, çà êîÿòî I = CS(A).

(iv) Çíàåì, ÷å èìà ñòðóêòóðè A è ðåäèöà B, çà êîèòîDS(A) 6= DS(A,B),
à ñúùî è ÷å CS(A) 6= CS(A,B). Îñòàâà îòâîðåí âúïðîñúò äàëè çà
âñÿêà ñòðóêòóðà A è ðåäèöà B ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà C, çà êîÿòî
DS(A,B) = DS(C).

(v) Â [12] Ñîñêîâà è Ñîñêîâ äîêàçâàò òåîðåìà çà îáðúùàíå íà ñêîêà çà
ñïåêòðè â DT . Èíòåðåñåí âúïðîñ å äàëè òàçè òåîðåìà ìîæå äà ñå
îáîáùè çà ñïåêòðè â De, ò.å. äàëè çà ñòðóêòóðè A è B, çà êîèòî
DS(A) ⊆ DS1(B) ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà C è DS(C) ⊆ DS(B) è
DS1(C) = DS(A).
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