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Àáñòðàêò. Â òîçè äîêóìåíò ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ëîãèêè îñíîâàíè íà
ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè.

Ïîíÿòèÿòà çà ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè ùå áúäàò ñòàíäàðòíî äå-
ôèíèðàíè, êàòî ñå ïðîñëåäÿò èçìåíåíèÿòà íà îñíîâíèòå ðåëàöèè â ìíîæåñ-
òâî îò ðåëàöèîííè ñòðóêòóðè. Ïî òîçè íà÷èí ìîæå äà ñå êàæå ÷å ñòàáèë-
íèòå è íåñòàáèëíèòå ðåëàöèè ñà, â èçâåñòåí ñìèñúë, äèíàìè÷íè âàðèàíòè
íà îñíîâíèòå. Òîçè ïîõâàò ùå áúäå ïðèëîæåí êúì òðè îò áàçîâèòå ðåëà-
öèè â ìåðåîëîãèÿòà - ÷àñò-îò (part-of), ïðèïîêðèâàíå (overlap) è íåéíàòà
äóàëíà ðåëàöèÿ (underlap). Îñâåí òîâà ñòàáèëíèòå è íåñòàáèëíè ðåëàöèè
ùå áúäàò àáñòðàêòíî õàðàêòåðèçèðàíè ÷ðåç íàáîð îò óñëîâèÿ (àêñèîìè).
Ùå áúäå äîêàçàíà òåîðåìà çà ïðåäñòàâÿíå íà àáñòðàêòíî äåôèíèðàíèòå
ðåëàöèè ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí, êîÿòî ñëåäâà ïðèíöèïà íà òåîðåìàòà íà
Ñòîóí çà ïðåäñòàâÿíå íà áóëåâè àëãåáðè è äèñòðèáóòèâíè ðåøåòêè.

Ïðåäñòàâåíèòå ëîãèêè âêëþ÷âàò áåçêâàíòîðíà ïðåäèêàòíà ëîãèêà è ìî-
äàëíà ëîãèêà, ÷èèòî ñåìàíòèêè ñà îñíîâàíè íà ñòðóêòóðè ñúñ ñòàáèëíè è
íåñòàáèëíè ðåëàöèè. Ùå áúäàò ïîêàçàíè àêñèîìàòèêè çà òåçè ëîãèêè è
÷ðåç ïðèëîæåíèå íà òåîðåìàòà çà ïðåäñòàâÿíå ùå ñå äîêàæå òÿõíàòà ïúë-
íîòà. Îñâåí òîâà ùå ñå äîêàæå ÷å òå ïðèòåæàâàò ñèëíîòî ñâîéñòâî íà
êðàéíèòå ìîäåëè, îò êîåòî ñëåäâà ðàçðåøèìîñòòà èì.

1. Âúâåäåíèå. Ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè è ñòðóêòóðè

Ïîíÿòèÿòà ñòàáèëíè ðåëàöèè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè ùå áúäàò äåôèíèðàíè
çà òðè îò îñíîâíèòå ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè - part-of, overlap è underlap, êîèòî
ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ ≤, O è U. Ïðåäè äà ïðèñòúïèì êúì äåôèíèðàíåòî
èì è òåîðåìèòå çà òÿõíîòî ïðåäñòàâÿíå ùå èçáðîèì íÿêîè ôàêòè çà ìåðåîëî-
ãè÷íèòå ðåëàöèè, êîèòî ùå áúäàò îò ïîìîù çà ðàçñúæäåíèÿòà çà ñòàáèëíèòå
è íåñòàáèëíèòå èì âàðèàíòè. Çà âåðíîñòòà íà òåçè ôàêòè è òâúðäåíèÿ ùå ñå
ïîçîâåì íà [1], êúäåòî òå ñà îïèñàíè ïî-ïîäðîáíî.

Ðåëàöèèòå ≤, O è U îáðàçóâàò åäíà îò îñíîâíèòå ìåðåîëîãè÷íè ñèñòåìè íà
Ëåøíåâñêè. Òàðñêè, êàêòî å îïèñàíî â [2], ïîêàçâà ÷å òÿ ìîæå åêâèâàëåíòíî äà
áúäå îïðåäåëåíà ÷ðåç áóëåâè àëãåáðè. Òàêà ïîä ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà ùå
ðàçáèðàìå ïîíÿòèåòî îïèñàíî ñúñ ñëåäíàòà

Äåôèíèöèÿ 1. Íåêà B = (B, 0, 1, .,+, ∗) å íåèçðîäåíà áóëåâà àëãåáðà (êàòî `.'
è `+' ñà äâóìåñòíèòå îïåðàöèè, à `∗' å äîïúëíåíèåòî). Íåêà W ⊆ B òàêà ÷å
W 6= ∅. Òîãàâà ñòðóêòóðàòà W = (W,≤,O,U) ùå íàðè÷àìå ìåðåîëîãè÷íà àêî
çà ∀x, y ∈W å èçïúëíåíî:

x ≤ y ⇐⇒ x.y∗ = 0, x O y ⇐⇒ x.y 6= 0, x U y ⇐⇒ x+ y 6= 1

Äðóã íà÷èí äà îïðåäåëèì ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè å ÷ðåç óñëîâèÿòà íà
êîèòî îòãîâàðÿò ðåëàöèèòå. ×ðåç äèðåêòíà ïðîâåðêà ñå âèæäà ÷å âúâ âñè÷-
êè ìåðåîëîãè÷íè ñòðóêòóðè çà âñåêè x, y è z îò íîñèòåëÿ íà ñòðóêòóðàòà ñà
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èçïúëíåíè:

x ≤ x(M1)

x ≤ y è y ≤ z =⇒ x ≤ z(M2)

x ≤ y è y ≤ x =⇒ x = y(M3)

x O y =⇒ y O x(M4)

x O y =⇒ x O x(M5)

x O y è y ≤ z =⇒ x O z(M6)

x O x èëè x ≤ y(M7)

x U y =⇒ y U x(M8)

x U y =⇒ x U x(M9)

x ≤ y è y U z =⇒ x U z(M10)

y U y èëè x ≤ y(M11)

x ≤ y èëè x O z èëè y U z(M12)

x O x èëè x U x(M13)

Òàêà ñå âèæäà ÷å ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà ñòðóêòóðè,
êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò èçáðîåíèòå òðèíàéñåò óñëîâèÿ.

Çà îáðàòíîòî ñúîòâåòñòâèå òðÿáâà äà ïîêàæåì ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâÿíå íà
ñòðóêòóðèòå, êîèòî îòãîâàðÿò íà òåçè óñëîâèÿ, ïî íà÷èíà ïî êîéòî ñà äåôè-
íèðàíè ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè â Äåôèíèöèÿ 1. Êàêòî â [1] å ïîêàçàíî,
òîâà ñå ïîñòèãà ÷ðåç êîíñòðóêöèÿ, ïîäîáíà íà êîíñòðóêöèÿòà íà Ñòîóí, çà
ïðåäñòàâÿíå íà áóëåâè àëãåáðè è äèñòðèáóòèâíè ðåøåòêè. Çà öåëòà ÷ðåç ìåðå-
îëîãè÷íèòå ðåëàöèè ùå äàäåì äåôèíèöèÿ çà ôèëòúð è èäåàë, ïîäîáíà íà òàçè
îò òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà. Îò òóê íàòàòúê ïîä (ïðîñò) ôèëòúð è (ïðîñò)
èäåàë ùå èìàìå ïðåä âèä ïîíÿòèÿòà äåôèíèðàíè ïî-äîëó, à íå ñòàíäàðòíèòå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíè ïîíÿòèÿ ñ òîâà èìå.

Äåôèíèöèÿ 2. Íåêà W = (W,≤,O,U) å ðåëàöèîííà ñòðóêòóðà, òàêàâà ÷å â
íåÿ ñà âÿðíè óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M13), è íåêà F ⊆W .

• F ùå íàðè÷àìå íàðàñòâàùî ìíîæåñòâî àêî çà ∀x, y ∈ W å âÿðíî ÷å:
x ∈ F è x ≤ y =⇒ y ∈ F ;

• F ùå íàðè÷àìå ôèëòúð àêî F å íàðàñòâàùî ìíîæåñòâî è çà ∀x, y ∈W
å âÿðíî ÷å: x ∈ F è y ∈ F =⇒ x O y;

• F ùå íàðè÷àìå ïðîñò ôèëòúð àêî F å ôèëòúð è çà ∀x, y ∈ W å âÿðíî
÷å: x /∈ F è y /∈ F =⇒ x U y.

Íåêà I ⊆W . Äóàëíèòå ïîíÿòèÿ çà èäåàë ñå äåôèíèðàò êàêòî ñëåäâà:

• I ùå íàðè÷àìå íàìàëÿâàùî ìíîæåñòâî àêî çà ∀x, y ∈ W å âÿðíî ÷å:
y ∈ I è x ≤ y =⇒ x ∈ I;

• I ùå íàðè÷àìå èäåàë àêî I å íàìàëÿâàùî ìíîæåñòâî è çà ∀x, y ∈ W
å âÿðíî ÷å: x ∈ I è y ∈ I =⇒ x U y;

• I ùå íàðè÷àìå ïðîñò èäåàë àêî I å èäåàë è çà ∀x, y ∈ W å âÿðíî ÷å:
x /∈ I è y /∈ I =⇒ x O y.

Èìåííî ÷ðåç ïðîñòèòå ôèëòðè (à è ñ ïîìîùòà íà òåõíèòå äóàëíè ïîíÿòèÿ -
ïðîñòèòå èäåàëè) ñå õàðàêòåðèçèðàò ìåðåîëîãè÷íèòå ðåëàöèè.

Îçíà÷åíèå. Ìíîæåñòâàòà îò ïðîñòè ôèëòðè è ïðîñòè èäåàëè íàä äàäåí
íîñèòåë W ùå áåëåæèì òàêà:

PF (W ) = { F | F ⊆W è F å ïðîñò ôèëòúð }
PI(W ) = { I | I ⊆W è I å ïðîñò èäåàë }
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Ïðè ðàáîòàòà ñ ôèëòðè è èäåàëè ùå èçïîëçâàìå îùå è ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

Îçíà÷åíèå. Íåêà W = (W,≤,O,U) å ñòðóêòóðà, â êîÿòî ñà âÿðíè (M1) ÷
(M13), F ⊆W , I ⊆W è a ∈W . Ñ [a), (a], F +a è a+I îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî:

[a) = { x | x ∈W è a ≤ x }
(a] = { x | x ∈W è x ≤ a }
F + a = F ∪ [a)

a+ I = I ∪ (a]

Äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèèòå O è U ÷ðåç áóëåâè àëãåáðè ïîêàçâà åäíà ïîëåçíà
çàâèñèìîñò ìåæäó òÿõ. Ò.ê. òå ñà äåôèíèðàíè ÷ðåç äóàëíè áóëåâè ôîðìóëè,
òî ìîæåì äà óñòàíîâèì ïðèíöèï íà äóàëíîñò ìåæäó òåçè äâå ðåëàöèè. Òîçè
ïðèíöèï, ñúùî òàêà, ñå çàïàçâà è êîãàòî ãè äåôèíèðàìå ÷ðåç òðèíàéñåòòå óñ-
ëîâèÿ. Íàïðèìåð çà âñÿêî åäíî îò óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M13), ñå íàìèðà äðóãî
óñëîâèå èçìåæäó òÿõ, êîåòî å äóàëíî íà ðàçãëåäàíîòî. Äóàëíîòî óñëîâèå ñå
ïîëó÷àâà êàòî çàìåíèì èçïîëçâàíåòî íà O ñ U è îáðàòíî è îáúðíåì ïîñîêàòà
íà ðåëàöèÿòà ≤ (ò.å. çàìåíèì ≤ ñ íåéíàòà ñèìåòðè÷íà ðåëàöèÿ ≥). Åâåíòóàëíî
ùå å íåîáõîäèìî è ïðåèìåíóâàíå íà ïðîìåíëèâèòå. Êàòî ñå èìà ïðåä âèä è
äóàëíîñòòà â äåôèíèöèèòå íà íàðàñòâàùè è íàìàëÿâàùè ìíîæåñòâà è ôèëòðè
è èäåàëè, òî ñúùèÿ ïðèíöèï íà äóàëíîñò ìîæå äà ñå óñòàíîâè è ìåæäó òÿõ.

Òîâà ïîçâîëÿâà êîãàòî èìàìå äà äîêàçâàìå äóàëíè òâúðäåíèÿ, äà äîêàæåì
ñàìî åäíîòî. Äîêàçàòåëñòâîòî íà äðóãîòî òâúðäåíèå ìîæå äà ñå ïîëó÷è ãëàâíî
îòíîâî ÷ðåç ðàçìÿíà íà ðåëàöèèòå O è U è îáðúùàíå íà ïîñîêàòà íà ≤.

Åòî íÿêîè ñâîéñòâà è ôàêòè çà ôèëòðèòå è èäåàëèòå, êîèòî ùå áúäàò èçïîë-
çâàíè ïî-íàòàòúê. Äîêàçàòåëñòâî íà òÿõ íÿìà äà áúäå ïðåäñòàâÿíî, ò.ê. âñè÷êè
òå ñà èçáðîåíè âå÷å â [1], íî àêî òî áúäå ïîäðîáíî ðàçïèñàíî, òî ìíîãî ÿñíî
ìîæå äà ñå âèäè äóàëíîñòòà íà äîêàçàòåëñòâàòà íà äâîéêèòå òâúðäåíèÿ 1) è
2), 3) è 4), 5) è 6), 7) è 8), 9) è 10).

Òâúðäåíèå 1.1. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà âÿðíè çà âñÿêà ñòðóêòóðà W =
(W,≤,O,U), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà (M1) ÷ (M13).

1) Îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå íà íàðàñòâàùè ìíîæåñòâà å íàðàñòâàùî ìíî-
æåñòâî;

2) Îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå íà íàìàëÿâàùè ìíîæåñòâà å íàìàëÿâàùî ìíî-
æåñòâî;

3) ∅ å ôèëòúð;
4) ∅ å èäåàë;

Íåêà a ∈W .

5) [a) å íàðàñòâàùî ìíîæåñòâî, ïðè òîâà å íàé-ìàëêîòî íàðàñòâàùî
ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî a;

6) (a] å íàìàëÿâàùî ìíîæåñòâî, ïðè òîâà å íàé-ìàëêîòî íàìàëÿâàùî
ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî a;

Íåêà a, b ∈W .

7) a O b⇐⇒ [a) ∪ [b) å ôèëòúð;
8) a U b⇐⇒ (a] ∪ (b] å èäåàë;

Íåêà a ∈W , F ⊆W è F å ôèëòúð, I ⊆W è I å èäåàë.

9) F + a å ôèëòúð ⇐⇒ a O a è (∀x ∈ F )(a O x);
10) a+ I å èäåàë ⇐⇒ a U a è (∀x ∈ I)(a U x).



4 ÂËÀÄÈÑËÀÂ ÍÅÍ×ÅÂ

Êàòî ïðèëîæèì êîíòðàïîçèöèÿ êúì 7) è 8) îò ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå è ò.ê.
[a) = [a) ∪ [a) è (a] = (a] ∪ (a], ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 1.1.

1) Àêî [a) íå å ôèëòúð òî a O a;
2) Àêî (a] íå å èäåàë òî a U a;

Äðóãî ïîëåçíî ñëåäñòâèå îò òåçè ñâîéñòâà å

Ñëåäñòâèå 1.2. Íåêà W = (W,≤,O,U) å ñòðóêòóðà, çà êîÿòî ñà âÿðíè (M1)
÷ (M13). Íåêà x, y, z ∈W . Òîãàâà:

1) Àêî y O z è [x) ∪ [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð, òî òîãàâà x O y èëè x O z;
2) Àêî y U z è (x] ∪ (y] ∪ (z] íå å èäåàë, òî òîãàâà x U y èëè x U z.

Äîêàçàòåëñòâî.
Ùå äîêàæåì ñàìî 1), ò.ê. 2) å äóàëíî íà 1).
Íåêà y O z è [x) ∪ [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð. Íåêà äîïóñíåì ÷å x O y è x O z.

y O z
ïî 7) îò Òâúðäåíèå 1.1
================⇒ [y) ∪ [z) å ôèëòúð.

Íåêà F = [y) ∪ [z). Òîãàâà [x) ∪ [y) ∪ [z) = F + x.
Íåêà t ∈ F . Òîãàâà t ∈ [y) èëè t ∈ [z).

Àêî t ∈ [y) =⇒ y ≤ t. x O y è y ≤ t ïî (M6)
=====⇒ x O t.

Àíàëîãè÷íî àêî t ∈ [y) òî x O t. Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å x O t çà ∀t ∈ F .
x O y

ïî (M5)
=====⇒ x O x.

Òàêà èìàìå ÷å x O x è x O t çà ∀t ∈ F . Ñëåäîâàòåëíî ïî 9) îò Òâúðäåíèå 1.1
èçëèçà ÷å F + x å ôèëòúð. Ò.å. [x) ∪ [y) ∪ [z) å ôèëòúð, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è òîãàâà x O y èëè x O z. �

Çà äà ñå îïðåäåëÿò ìåðåîëîãè÷íèòå ðåëàöèè, ñå íàëàãà äà ñå êîíñòðóèðàò
ñïåöèôè÷íè ïðîñòè ôèëòðè è èäåàëè, ïî äàäåíè íàðî÷íè åëåìåíòè è ïîäì-
íîæåñòâà íà íîñèòåëÿ íà ñòðóêòóðàòà. Òàêèâà ïîñòðîåíèÿ ñå èçâúðøâàò ÷ðåç
ïðèëàãàíå íà ñëåäíàòà îñíîâíà òåîðåìà â ïðåäñòàâÿíåòî íà ìåðåîëîãè÷íè ðå-
ëàöèè:

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè). Íåêà F ′ å ôèëòúð,
à I ′ å èäåàë íàä ñòðóêòóðàòàW ñ íîñèòåëW , â êîÿòî ñà âÿðíè (M1) ÷ (M13),
êàòî F ′ ∩ I ′ = ∅.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I íàä W , òàêèâà ÷å:

F ′ ⊆ F , I ′ ⊆ I, F ∩ I = ∅ è F ∪ I = W .

Òàêà ðåëàöèèòå ≤, O è U â íÿêîÿ ñòðóêòóðà, îòãîâàðÿùà íà òðèíàéñåòòå
óñëîâèÿ, ñå õàðàêòåðèçèðàò òàêà:

Òâúðäåíèå 1.2. Íåêà W = (W,≤,O,U) è x, y ∈W . Òîãàâà

1) x ≤ y ⇐⇒ (∀F ∈ PF (W ))(x ∈ F =⇒ y ∈ F );
2) x O y ⇐⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x ∈ F è y ∈ F );
3) x U y ⇐⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x /∈ F è y /∈ F ).

Îçíà÷åíèå. Ò.ê. òàêà ïîñòðîåíèòe â Òâúðäåíèå 1.2 ôèëòðè ùå ñà íåîáõî-
äèìè è ïðè ñëåäâàùè ðàçñúæäåíèÿ, òî çà òÿõ ùå âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

F (x O y) çà ôèëòúðà ïîñòðîåí â 2)

F (x U y) çà ôèëòúðà ïîñòðîåí â 3)

Ïîíåæå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè è Òâúðäåíèå 1.2 ñà
ïîñî÷åíè â [1], òå íÿìà äà áúäàò äîêàçâàíè â íàñòîÿùèÿ äîêóìåíò.
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2. Ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè

Òåðìèíèòå ñòàáèëíà è íåñòàáèëíà ïðèëîæåíè êúì ðåëàöèè ìîãàò äà ñå
èíòåðïðåòèðàò êàòî òåðìèíè çà ïîñòîÿíñòâî è íåïîñòîÿíñòâî íà ðåëàöèèòå.
Íàïðèìåð àêî âçåìåì åäíà äâóìåñòíà ðåëàöèÿ ìîæåì äà ñ÷èòàìå ÷å äâà îáåê-
òà ñòàáèëíî ñà â ðåëàöèÿòà àêî òå ñå íàìèðàò â òàçè ðåëàöèÿ âúâ âñè÷êè ñëó÷àè
(èëè ïðåç ïîâå÷åòî ñëó÷àè, èëè ïðåç öÿëîòî âðåìå). Ñúîòâåòíî ìîæåì äà ïðè-
åìåì ÷å ñà íåñòàáèëíî â ðåëàöèÿòà àêî òå ñà â íåÿ â ïîíå åäèí ñëó÷àé, íî òîâà
ìîæå è äà íå å èçïúëíåíî çà âñè÷êè ñëó÷àè.

Òàêà åñòåñòâåíî èçíèêâà èäåÿòà äà äåôèíèðàìå ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëà-
öèè êàòî âçåìåì ìíîæåñòâî ñòðóêòóðè, â êîèòî å îïðåäåëåíà äàäåíà ðåëàöèÿ,
è ñòàáèëíèÿò (èëè íåñòàáèëíèÿò) âàðèàíò íà ðåëàöèÿòà å â ñèëà êîãàòî òÿ å â
ñèëà âúâ âñè÷êè ñòðóêòóðè (èëè å â ñèëà â ïîíå åäíà ñòðóêòóðà).

2.1. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ è äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 3. Íåêà I å íåïðàçíî èíäåêñíî ìíîæåñòâî. Íåêà çà ∀i ∈ I: Wi =
(Wi,≤i,Oi,Ui) å ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà. Íåêà W ⊆

∏
i∈I Wi, êàòî W 6= ∅. Ñ

xi ùå îçíà÷àâàìå i-òàòà êîîðäèíàòà íà âåêòîðà x ∈W .
Äâóìåñòíèòå ðåëàöèè ≤, o, u, �, O è U íàä W ùå äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

x ≤ y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi ≤i yi) çà x, y ∈W
x o y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Oi yi) çà x, y ∈W
x u y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Ui yi) çà x, y ∈W

, êîèòî ùå íàðè÷àìå ñòàáèëíè ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè, à çà

x � y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi ≤i yi) çà x, y ∈W
x O y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Oi yi) çà x, y ∈W
x U y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Ui yi) çà x, y ∈W

ùå êàçâàìå ÷å ñà íåñòàáèëíè ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè.
Òàêà ïîëó÷åíàòà ñòðóêòóðà W = (W,≤, o, u,�,O,U) ùå íàðè÷àìå ñòàíäàðòíà
ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà ñúñ ñòàáèëíè ðåëàöèè, èëè çà êðàòêîñò - ñòàíäàðòíà
ñòðóêòóðà.

Äðóã ïîäõîä çà äåôèíèðàíåòî íà ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè å àêñèî-
ìàòè÷íèÿ. Ò.å. äà ðàçãëåäàìå W êàòî ìíîæåñòâî îò àáñòðàêòíè îáåêòè è äà
îïðåäåëèì íà êàêâè óñëîâèÿ (àêñèîìè) òðÿáâà äà îòãîâàðÿò ðåëàöèèòå ≤, o, u,
�, O è U çà äà ïîëó÷èì àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðà.

Íàïðèìåð ìîæåì äà çàáåëåæèì ÷å ò.ê. äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà áóëåâè
àëãåáðè ñúùî å áóëåâà àëãåáðà, òî ðåëàöèèòå ≤, O è U ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò
â W ÷ðåç îïåðàöèèòå íà àëãåáðàòà, ñúùî êàêòî ðåëàöèèòå ≤i, Oi è Ui ñå äå-
ôèíèðàò â Wi çà ∀i ∈ I. Òàêà çà äà îïðåäåëèì àêñèîìàòè÷íî íîâàòà ñòðóêòóðà
ùå ñà íè íóæíè òðèíàéñåòòå óñëîâèÿ çà ìåðåîëîãè÷íè ñòðóêòóðè ñïîìåíàòè
âúâ âúâåäåíèåòî. Îñâåí òîâà ùå ñà íåîáõîäèìè è îùå ñëåäíèòå ñåäåìíàéñåò
óñëîâèÿ:

x � x(M14)

x ≤ y è y � z =⇒ x � z(M15)

x � y è y ≤ z =⇒ x � z(M16)

x o y =⇒ y o x(M17)

x o y =⇒ x o x(M18)
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x o y è y ≤ z =⇒ x o z(M19)

x o y è y � z =⇒ x O z(M20)

x o x èëè x � y(M21)

x o z èëè y U z èëè x � y(M22)

x u y =⇒ y u x(M23)

x u y =⇒ x u x(M24)

x ≤ y è y u z =⇒ x u z(M25)

x � y è y u z =⇒ x U z(M26)

x O z èëè y u z èëè x � y(M27)

y u y èëè x � y(M28)

x o x èëè x U x(M29)

x O x èëè x u x(M30)

Òàêà ìîæåì äà äàäåì ñëåäíàòà

Äåôèíèöèÿ 4. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å ñòðóêòóðà, êàòî W 6= ∅, à ≤,
o, u, �, O è U ñà äâóìåñòíè ðåëàöèè íàä W .
Òîãàâà W íàðè÷àìå (àáñòðàêòíà) ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà ñúñ ñòàáèëíè ðåëà-
öèè àêî òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M30). Çà êðàòêîñò ùå èçïîë-
çâàìå è èìåòî àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà.

Òàêà ñòðóêòóðèòå îïèñàíè â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñà ïî-óäîáíè ïðè èçãðàæ-
äàíåòî íà àêñèîìàòèêèòå íà ëîãèêè, ÷èÿòî ñåìàíòèêà å áàçèðàíà íà òÿõ, ò.ê. ïî
óñëîâèÿòà íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿò ðåëàöèèòå ëåñíî ìîãàò äà ñå îòêðèÿò
ôîðìóëè, êîèòî ãè îïðåäåëÿò è äà ñëóæàò êàòî àêñèîìè.

Ñúùî êàêòî ïðè îñíîâíèòå ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè, òàêà è ïðè òåõíèòå ñòà-
áèëíè è íåñòàáèëíè âàðèàíòè ìîæåì äà óñòàíîâèì ïðèíöèï íà äóàëíîñò - ñúîò-
âåòíî ìåæäó o è u è ìåæäó O è U. Äóàëíîñòòà â äåôèíèöèÿòà íà ñòàíäàðòíèòå
ñòðóêòóðè ñëåäâà îò èçïîëçâàíåòî íà äóàëíèòå îðèãèíàëíè ìåðåîëîãè÷íè ðå-
ëàöèè Oi è Ui. Äóàëíîñòòà â äåôèíèöèÿòà íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè ñëåäâà
îòíîâî îò ôàêòà ÷å óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M30) ñà çàòâîðåíè îòíîñíî äóàëíè ïðå-
îáðàçóâàíèÿ (ò.å. çà âñÿêî åäíî îò òÿõ èìà äóàëíî óñëîâèå, êîåòî ñúùî å ñðåä
(M1) ÷ (M30)). Òàêà òîçè ïðèíöèï çà äóàëíîñò îòíîâî ñúùåñòâåíî ùå ñïîìîãíå
çà ñúêðàùàâàíå íà äîêàçàòåëñòâàòà. Íàïðèìåð èçìåæäó (M1) ÷ (M30) ñå âèæ-
äàò ñëåäíèòå åäèíàéñåò äâîéêè äóàëíè óñëîâèÿ - (M4) è (M8), (M5) è (M9),
(M6) è (M10), (M7) è (M11), (M17) è (M23), (M18) è (M24), (M19) è (M25),
(M20) è (M26), (M22) è (M27), (M21) è (M28), (M29) è (M30). Òàêà â íÿêîè
äîêàçàòåëñòâà êîãàòî òðÿáâà äà ñå ïîêàæå ÷å 30-òå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè, òîâà
ìîæå äà ñå ïîêàæå ñàìî çà 19 îò òÿõ, êàòî çà âñÿêà äóàëíà äâîéêà äîêàçàòåë-
ñòâîòî ñå ðàçïèñâà ñàìî çà åäíîòî óñëîâèå, à âåðíîñòòà íà äðóãîòî ñëåäâà îò
ïðèíöèïà çà äóàëíîñò.

Íÿêîè ïîëåçíè òâúðäåíèÿ çà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè, ñëåäñòâèÿ îò óñëîâè-
ÿòà (M1) ÷ (M30), ñà èçáðîåíè â ñëåäíîòî
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Òâúðäåíèå 2.1. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Òî-
ãàâà çà ∀x, y ∈W å âÿðíî ÷å:

x ≤ y =⇒ x � y(M≤)
x o y =⇒ x O y(Mo)

x u y =⇒ x U y(Mu)

Äîêàçàòåëñòâî.

(M≤): Íåêà x ≤ y. Ïî (M14) èìàìå y � y. x ≤ y è y � y ïî (M15)
=====⇒ x � y.

(Mo): Íåêà x o y. Ïî (M14) èìàìå y � y. x o y è y � y ïî (M20)
=====⇒ x O y.

(Mu): Äîêàçàòåëñòâîòî íà (Mu) å äóàëíî íà òîâà íà (Mo).

�

×ðåç äèðåêòíà ïðîâåðêà ìîæåì äà óñòàíîâèì, ÷å âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóê-
òóðà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà îò ãîðíàòà äåôèíèöèÿ. Ò.å.

Òâúðäåíèå 2.2. Âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.
Êàêòî å ñïîìåíàòî ïî-íàïðåä âÄåôèíèöèÿ 3,W ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç äåêàðòî-

âîòî ïðîèçâåäåíèå íà ìåðåîëîãè÷íè ñòðóêòóðè, êîèòî ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç áóëåâè
àëãåáðè. È ò.ê. äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà áóëåâè àëãåáðè ñúùî å áóëåâà àë-
ãåáðà, òî ðåëàöèèòå ≤, O è U â ñòàíäàðòíàòà ñòðóêòóðà W ùå èçïúëíÿâàò
ñúùèòå óñëîâèÿ êàêòî è îðèãèíàëíèòå ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè ≤i, Oi è Ui.

Òîâà îñèãóðÿâà ÷å ñòàíäàðòíàòà ñòðóêòóðà W å è ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà,
à ñëåäîâàòåëíî çà íåÿ ñà â ñèëà óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M13). Îñòàâà ñàìî äà äî-
êàæåì ÷å è óñëîâèÿòà (M14) ÷ (M30) ñúùî ñà â ñèëà çà W . Äîêàçàòåëñòâîòî å
òðèâèàëíà ïðîâåðêà ñïîðåä äåôèíèöèèòå è çàòîâà ùå áúäå ðàçïèñàíî ïîäðîáíî
ñàìî çà íÿêîè îò óñëîâèÿòà - (M14), (M20) è (M27) íàïðèìåð. Äîêàçâàíåòî íà
îñòàíàëèòå å àíàëîãè÷íî è ùå áúäå ïðîïóñíàòî.

ÍåêàWi = (Wi,≤i,Oi,Ui) çà ∀i ∈ I ñà ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè, ÷ðåç êîèòî
å äåôèíèðàíà W . Òàêà â ñëåäâàùèòå ÷àñòè îò äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçïîëçâàìå
òîâà ÷å óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M13) ñà èçïúëíåíè çà Wi çà ∀i ∈ I.

(M14): I 6= ∅ =⇒ ∃i ∈ I. Íåêà ôèêñèðàìå åäíî òàêîâà i.
Ò.ê. (M1) å â ñèëà çà Wi èìàìå ÷å xi ≤i xi.
Òàêà (∃i ∈ I)(xi ≤i xi) è ïî äåôèíèöèÿ x � x.

(M20): Íåêà x o y è y � z.
x o y

ïî äåôèíèöèÿ
=========⇒ (∀i ∈ I)(xi Oi yi).

y � z ïî äåôèíèöèÿ
=========⇒ (∃i ∈ I)(yi ≤i zi). Íåêà ôèêñèðàìå åäíî òàêîâà i.

Çà íåãî èìàìå ÷å xi Oi yi è yi ≤i zi. Òîãàâà ïî (M6) çà Wi ïîëó÷àâàìå
÷å xi Oi zi.
Òàêà (∃i ∈ I)(xi Oi zi) è ñëåäîâàòåëíî x O z.

(M27): Íåêà x, y, z ∈W è íåêà äîïóñíåì ÷å x O z è y u z è x 6� y.
x O z

ïî äåôèíèöèÿ
=========⇒ (∀i ∈ I)(xi Oi zi).

x 6� y ïî äåôèíèöèÿ
=========⇒ (∀i ∈ I)(xi �i yi).

y u z
ïî äåôèíèöèÿ
=========⇒ (∃i ∈ I)(yi Ui zi). Íåêà ôèêñèðàìå åäíî òàêîâà i.

Çà íåãî èìàìå ÷å xi Oi zi, yi Ui zi è xi �i yi. Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå
ñ (M12) çà Wi. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è òàêà x O z èëè
y u z èëè x � y.

È òàêà ò.ê. W óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M30), òî ïî Äåôèíèöèÿ
4 òÿ å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà è ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî. �
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Îçíà÷åíèå. Çà óäîáñòâî è ïî-êðàòúê çàïèñ ùå âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ
çà êëàñîâåòå îò äåôèíèðàíèòå äî òóê ñòðóêòóðè:

Σstd - êëàñúò íà âñè÷êè ñòàíäàðòíè ñòðóêòóðè;

Σabst - êëàñúò íà âñè÷êè àáñòðàêòíè ñòðóêòóðè;

2.2. Ôèëòðè è èäåàëè çà ñòðóêòóðè ñúñ ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëà-
öèè.

Ïîíåæå óñëîâèÿòà çà îïðåäåëÿíå íà ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè ñà ÷àñò îò
óñëîâèÿòà îò äåôèíèöèÿòà íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè, òî å ÿñíî ÷å âñè÷êè
ñòàíäàðòíè ñòðóêòóðè è âñè÷êè àáñòðàêòíè ñòðóêòóðè ñà ìåðåîëîãè÷íè. Çà-
òîâà ìîæåì è çà òÿõ äà ïðåíåñåì áåç èçìåíåíèÿ äåôèíèöèèòå è äîêàçàíèòå
òâúðäåíèÿ çà (ïðîñòè) ôèëòðè è (ïðîñòè) èäåàëè. Îòíîâî áëàãîäàðåíèå íà äó-
àëíîñòòà íà òåçè ïîíÿòèÿ è óñòàíîâåíàòà äóàëíîñò ìåæäó ñòàáèëíèòå è íåñ-
òàáèëíè ðåëàöèè ùå ìîæå äà ñúêðàòèì è îïðîñòèì íÿêîè äúëãè è ìîíîòîííè
äîêàçàòåëñòâà.

Ñúîòâåòíî òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà äîêàæåì è íÿêîè òâúðäåíèÿ çà íî-
âèòå ðåëàöèè êîèòî èçïîëçâàìå - o, u è � - êàòî ñå ïîçîâåì íà ñúùèòå êîíñò-
ðóêöèè:

Òâúðäåíèå 2.3. Íåêà W ∈ Σabst, êàòî W = (W,≤, o, u,�,O,U). Òîãàâà
1) x 6� y =⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x ∈ F è y /∈ F );
2) x o y =⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x ∈ F è y ∈ F );
3) x u y =⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x /∈ F è y /∈ F ).

Äîêàçàòåëñòâî.

1) x 6� y ïî (M≤)
=====⇒ x � y

ïî Òâúðäåíèå 1.2
============⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x ∈ F è y /∈ F );

2) x o y
ïî (Mo)
=====⇒ x O y

ïî Òâúðäåíèå 1.2
============⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x ∈ F è y ∈ F );

3) x u y
ïî (Mu)
=====⇒ x U y

ïî Òâúðäåíèå 1.2
============⇒ (∃F ∈ PF (W ))(x /∈ F è y /∈ F ).

�

Îçíà÷åíèå. Òàêà ïîñòðîåíèòe â Òâúðäåíèå 2.3 ôèëòðè ùå áåëåæèì ñú-
îòâåòíî:

F (x 6� y) çà ôèëòúðà ðàçãëåäàí â 1)

F (x o y) çà ôèëòúðà ðàçãëåäàí â 2)

F (x u y) çà ôèëòúðà ðàçãëåäàí â 3)

Îñâåí òîâà å âÿðíî è ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî ùå å îò ïîëçà ïî-íàòàòúê â
òîçè äîêóìåíò:

Òâúðäåíèå 2.4. Íåêà W ∈ Σabst, êàòî W = (W,≤, o, u,�,O,U) è z, v ∈ W .
Òîãàâà

1) àêî z o v òî òîãàâà s o t çà ∀s, t ∈ [z) ∪ [v);
2) àêî z u v òî òîãàâà s u t çà ∀s, t ∈ (z] ∪ (v].

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì ñàìî 1), ò.ê. 2) å äóàëíî íà 1) è íåãîâîòî äîêà-
çàòåëñòâî ìîæå äà ñå ïîëó÷è àíàëîãè÷íî.

Íåêà z o v è s, t ∈ [z) ∪ [v). Ùå ðàçãëåäàìå ÷åòèðèòå âúçìîæíè ñëó÷àÿ çà
ïðèíàäëåæíîñòòà íà z è v:

- s, t ∈ [z) : Òîãàâà z ≤ s è z ≤ t. z o v
ïî (M18)
=====⇒ z o z.

z o z è z ≤ s ïî (M19)
=====⇒ z o s

ïî (M17)
=====⇒ s o z.

s o z è z ≤ t =⇒ s o t.
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- s ∈ [z), t ∈ [v) : Òîãàâà z ≤ s è v ≤ t. z o v =⇒ v o z.
v o z è z ≤ s =⇒ v o s =⇒ s o v.
s o v è v ≤ t =⇒ s o t.

- t ∈ [z), s ∈ [v) : Òîãàâà z ≤ t è v ≤ s.
z o v è v ≤ s =⇒ z o s =⇒ s o z.
s o z è z ≤ t =⇒ s o t.

- s, t ∈ [v) : Òîãàâà v ≤ s è v ≤ t. z o v =⇒ v o z =⇒ v o v.
v o v è v ≤ s =⇒ v o s =⇒ s o v.
s o v è v ≤ t =⇒ s o t.

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷èõìå s o t. �

2.3. Ïîäñòðóêòóðè íà ñòðóêòóðè ñúñ ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè.

Äåôèíèöèÿ 5. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å ñòàíäàðòíà èëè àáñòðàêòíà
ñòðóêòóðà. Òîãàâà ùå êàçâàìå ÷å ñòðóêòóðàòà W ′ = (W ′,≤′, o′, u′,�′,O′,U′)
å ïîäñòðóêòóðà íà W àêî W ′ ⊆ W è W ′ 6= ∅ è ðåëàöèèòå ≤′, o′, u′, �′, O′ è
U′ ñà ðåñòðèêöèè íà ≤, o, u, �, O è U íàä W ′ ×W ′.

Çà ïîäñòðóêòóðè ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 2.5.

1) Âñÿêà ïîäñòðóêòóðà íà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà ñúùî å àáñòðàêòíà
ñòðóêòóðà;

2) Âñÿêà ïîäñòðóêòóðà íà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà ñúùî å ñòàíäàðòíà
ñòðóêòóðà.

Äîêàçàòåëñòâî.

1) Íåêà W å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà ñ íîñèòåë W , à W ′ å íåéíà ïîäñòðóê-
òóðà, êîÿòî èìà íîñèòåë W ′.

Ò.ê. âñè÷êèòå 30 óñëîâèÿ, íà êîèòî îòãîâàðÿ W , ñà óíèâåðñàëíè, ò.å.
ñà èçïúëíåíè çà âñè÷êè åëåìåíòè íàW , òîâà îçíà÷àâà â ÷àñòíîñò ÷å ùå
ñà èçïúëíåíè è çà âñè÷êè åëåìåíòè íàW ′, ò.ê.W ′ ⊆W . Òàêà ïîëó÷àâà-
ìå ÷å ïîäñòðóêòóðàòàW ′ ñúùî îòãîâàðÿ íà òåçè óñëîâèÿ è ñëåäîâàòåëíî
å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà.

2) Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà, à W ′ = (W ′,≤′
, o′, u′,�′,O′,U′) å íåéíà ïîäñòðóêòóðà. Íåêà çà Wi = (Wi,≤i,Oi,Ui) çà
∀i ∈ I ñà ìåðåîëîãè÷íèòå ñòðóêòóðè ÷ðåç êîèòî å äåôèíèðàíà W .

Òîãàâà èìàìå ÷å W ′ ⊆W ⊆
∏

i∈I Wi. Îñâåí òîâà çà ∀x, y ∈W ′

x ≤′ y ⇐⇒ x ≤ y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi ≤i yi)

x o′ y ⇐⇒ x o y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Oi yi)

x u′ y ⇐⇒ x u y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Ui yi)

x �′ y ⇐⇒ x � y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi ≤i yi)

x O′ y ⇐⇒ x O y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Oi yi)

x U′ y ⇐⇒ x U y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Ui yi)

Òàêà ñå óâåðÿâàìå ÷å ïî äåôèíèöèÿ W ′ å ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.

�

3. Ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâÿíå íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè

Â òîçè äîêóìåíò ùå ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íè ëîãèêè, ñúñ ñåìàíòèêà äåôè-
íèðàíà çà ñòðóêòóðèòå îò êëàñîâåòå Σstd è Σabst. Çà âñÿêà îò òÿõ ùå ïîñî÷èì
àêñèîìàòèêà è ùå äîêàæåì òåîðåìà çà ïúëíîòà. È äîêàòî òîâà ùå å ïî-ëåñíî çà
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àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè, òî çà ñòàíäàðòíèòå ñòðóêòóðè ùå òðÿáâà äà íàìåðèì
ïîäõîäÿùà âðúçêà ñ ïî-óäîáíèÿ êëàñ.

Çà öåëòà ùå ïîêàæåì åäèí íà÷èí çà ïðåäñòàâÿíå íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè
êàòî ñòàíäàðòíè, èëè ïî-òî÷íî ùå ïîêàæåì åäíî èçîìîðôíî âëàãàíå íà ñòðóê-
òóðèòå îò Σabst â ñòðóêòóðèòå îò Σstd. Êîíñòðóêöèÿòà, êîÿòî ùå èçïîëçâàìå,
ùå å ðåëàòèâèçèðàí âàðèàíò íà êîíñòðóêöèÿòà íà Ñòîóí çà ïðåäñòàâÿíå íà áó-
ëåâè àëãåáðè.

3.1. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ è òåîðåìà çà ïðåäñòàâÿíå.
Ïîíÿòèÿòà çà ôèëòðè è èäåàëè ñà äîñòàòú÷íè çà äà áúäàò îïðåäåëåíè îñ-

íîâíèòå ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè, íî íå ïîçâîëÿâàò äà ñå õàðàêòåðèçèðàò è ðå-
ëàöèèòå o, u è �. Çàòîâà ñå íàëàãà äåôèíèðàíåòî íà äîïúëíèòåëíè ïîíÿòèÿ, ñ
÷èÿòî ïîìîù äà ïîñòèãíåì òîâà.

Äåôèíèöèÿ 6. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Íåêà
F ⊆ PF (W ). Ùå êàçâàìå ÷å F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ àêî F 6= ∅ è F
èçïúëíÿâà ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ çà ∀x, y ∈W :

(1) àêî (∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) òî òîãàâà x � y
(2) àêî x o y òî òîãàâà (∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )
(3) àêî x u y òî òîãàâà (∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

Îçíà÷åíèå. Ìíîæåñòâîòî îò ñòàáèëíè ôèëòúðíè ôàìèëèè çà äàäåí íîñè-
òåë íà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà W ùå áåëåæèì òàêà:

SFF (W ) = { F | F ⊆ PF (W ) è F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ }

Òàêà èçïîëçâàéêè íîâîòî ïîíÿòèå ñå ïîêàçâà, ÷å çà äàäåíà àáñòðàêòíà ñòðóê-
òóðà W = (W,≤, o, u,�,O,U) çà ∀x, y ∈W :

x ≤ y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

x o y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

x u y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

x � y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

x O y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

x U y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

À ÷ðåç òîâà ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöèèòå ñå äîêàçâà è

Òåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà çà ïðåäñòàâÿíå íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè).

Íåêà WA å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ñòàíäàðòíà ñòðóê-
òóðà W è èçîáðàæåíèå h îò íîñèòåëÿ íà WA â íîñèòåëÿ íà W òàêèâà ÷å h
å èçîìîðôíî âëàãàíå íà WA â W .

À êàòî ñå âúçïîëçâàìå è îò çíàíèÿòà çà ïîäñòðóêòóðè íà ñòàíäàðòíè ñòðóê-
òóðè, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ïî-ñèëíî

Ñëåäñòâèå 3.1. Íåêà WA å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà W è èçîáðàæåíèå h îò íîñèòåëÿ íà WA â íîñèòåëÿ
íà W , òàêèâà ÷å h å èçîìîðôèçúì.

Äîêàçàòåëñòâî.
Îò Òåîðåìà 3.1 èìàìå ÷å ñúùåñòâóâà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà W ′ è èçîìîð-

ôíî âëàãàíå h íà WA â W ′. Íåêà W å ïîäñòðóêòóðàòà íà W ′, òàêà îïðåäåëåíà
÷å çà íîñèòåëÿ �è W å èçïúëíåíî ÷å W = range(h). Òàêà h å ñúùî è èçîìîðôíî

âëàãàíå íà WA â W .
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Çíàåì ÷å W å ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà, à W = range(h) ïîäñèãóðÿâà ÷å h
å îáðàòèìà, ò.å. ÷å h å áèåêöèÿ. Òàêà h å èçîìîðôèçúì ìåæäó àáñòðàêòíàòà
ñòðóêòóðà WA è ñòàíäàðòíàòà ñòðóêòóðà W . �

Îñòàâà ñàìî äà äîêàæåì ïðåäñòàâÿíåòî íà ðåëàöèèòå ÷ðåç ñòàáèëíè ôèë-
òúðíè ôàìèëèè è ñëåä òîâà è Òåîðåìà 3.1.

3.2. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ñòàáèëíèòå è íåñòàáèëíèòå ðåëàöèè.
È òàêà ïúðâà ñòúïêà ùå å äà äîêàæåì ïðåäñòàâÿíåòî íà øåñòòå ðåëàöèè.

Ò.å. ÷å çà âñÿêà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà W = (W,≤, o, u,�,O,U) è çà ∀x, y ∈W :

x ≤ y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

x o y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

x u y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

x � y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

x O y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

x U y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

3.2.1. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà ≤.

Òâúðäåíèå 3.1 (Ïðåäñòàâÿíå íà ≤).
x ≤ y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x ≤ y. Íåêà F ∈ SFF (W ), F ∈ F è x ∈ F . Òîãàâà îò Òâúðäåíèå
1.2 èìàìå ÷å, ò.ê. x ≤ y è F ∈ PF (W ) òî y ∈ F . Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å
(∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ).

(⇐=) Íåêà (∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ).
Íåêà äîïóñíåì ÷å x � y. Òîãàâà îò Òâúðäåíèå 1.2 èìàìå ÷å ñúùåñòâó-
âà ïðîñò ôèëòúð F òàêúâ ÷å x ∈ F è y /∈ F . Íåêà òîçè ôèëòúð îçíà÷èì
ñ F (x � y), à ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

F = { F (x � y) } ∪
{ F (z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (z u v) | z, v ∈W è z u v }

Ñåãà ùå äîêàæåì ÷å F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ.
Ò.ê. F (x � y) ∈ F ñëåäîâàòåëíî F 6= ∅.
Îñòàâà äà ïðîâåðèì è äðóãèòå òðè óñëîâèÿ îò äåôèíèöèÿòà:
(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).

Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (z 6� v) è
v /∈ F (z 6� v) è F (z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈ W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (z o v) è v ∈ F (z o v) è
F (z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈ W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (z u v) è v /∈ F (z u v) è
F (z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà âèäÿõìå ÷å F ∈ SFF (W ) è F (x � y) ∈ F êàòî: x ∈ F (x � y) è y /∈
F (x � y). Ò.å. èìàìå ÷å (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y /∈ F ), êîåòî
îáà÷å å ïðîòèâîðå÷èå ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå ÷å (∀F ∈ SFF (W ))(∀F ∈
F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ). Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è x ≤ y.
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3.2.2. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà O.

Òâúðäåíèå 3.2 (Ïðåäñòàâÿíå íà O).
x O y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x O y.
Íåêà òîãàâà ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

F = { F (x O y) } ∪
{ F (z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (z u v) | z, v ∈W è z u v }

Ñåãà ùå äîêàæåì ÷å F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ.
Ò.ê. F (x O y) ∈ F ñëåäîâàòåëíî F 6= ∅.
Âÿðíîñòòà íà îñòàíàëèòå òðè óñëîâèÿ îò äåôèíèöèÿòà ñå äîêàçâà òàêà:
(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).

Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (z 6� v) è
v /∈ F (z 6� v) è F (z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈ W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (z o v) è v ∈ F (z o v) è
F (z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈ W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (z u v) è v /∈ F (z u v) è
F (z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà èìàìå ÷å F ∈ SFF (W ) è F (x O y) ∈ F òàêà ÷å: x ∈ F (x O y) è
y ∈ F (x O y). Ò.å. (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F ).

(⇐=) Íåêà ñúùåñòâóâà F ∈ SFF (W ) è èìà F ∈ F òàêèâà ÷å: x ∈ F è y ∈ F .
Òîãàâà ò.ê. F ∈ PF (W ) òî ïî Òâúðäåíèå 1.2 ïîëó÷àâàìå ÷å x O y.
Òàêà îò (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F ) ñëåäâà ÷å x O y.

�

3.2.3. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà U.

Òâúðäåíèå 3.3 (Ïðåäñòàâÿíå íà U).
x U y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x U y.
Íåêà òîãàâà ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

F = { F (x U y) } ∪
{ F (z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (z u v) | z, v ∈W è z u v }

Ñåãà ùå äîêàæåì ÷å F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ.
Ò.ê. F (x U y) ∈ F ñëåäîâàòåëíî F 6= ∅.
Âÿðíîñòòà íà îñòàíàëèòå òðè óñëîâèÿ îò äåôèíèöèÿòà ñå äîêàçâà òàêà:
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(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (z 6� v) è
v /∈ F (z 6� v) è F (z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈ W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (z o v) è v ∈ F (z o v) è
F (z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈ W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (z u v) è v /∈ F (z u v) è
F (z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà èìàìå ÷å F ∈ SFF (W ) è F (x U y) ∈ F òàêà ÷å: x /∈ F (x U y) è
y /∈ F (x U y). Ò.å. (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F ).

(⇐=) Íåêà ñúùåñòâóâà F ∈ SFF (W ) è èìà F ∈ F òàêèâà ÷å: x /∈ F è y /∈ F .
Òîãàâà ò.ê. F ∈ PF (W ) òî ïî Òâúðäåíèå 1.2 ïîëó÷àâàìå ÷å x U y.
Òàêà îò (∃F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F ) ñëåäâà ÷å x U y.

�

3.2.4. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà �.

Òâúðäåíèå 3.4 (Ïðåäñòàâÿíå íà �).
x � y ⇐⇒ (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x � y.
Ùå ðàç÷èòàìå ÷å ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñà èçïúëíåíè:
� àêî z, v ∈ W è z o v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x � y, z o v).

� àêî z, v ∈ W è z u v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x � y, z u v).

� àêî z, v ∈ W è z 6� v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x � y, z 6� v).

Âåðíîñòòà íà òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ ùå áúäå äîêàçàíà ñúîòâåòíî ñ ëåìè
3.1, 3.2 è 3.3.

Íåêà òîãàâà ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

F ′ = { F (x � y, z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (x � y, z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (x � y, z u v) | z, v ∈W è z u v }

Àêî F ′ 6= ∅ òî òîãàâà íåêà F = F ′.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé îò òîâà ÷å F ′ = ∅ ñëåäâà ÷å z o v çà ∀z, v ∈ W , à

â ÷àñòíîñò è x o x. Òîãàâà x o x
ïî (M29)
=====⇒ x U x è â òîçè ñëó÷àé íåêà

F = F ′ ∪ { F (x U x) }.
Ïúðâî ùå îòáåëåæèì ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ F 6= ∅.
Îñâåí òîâà ïî ïîñòðîåíèå íà åëåìåíòèòå íà F , çà íåãî å èçïúëíåíî ÷å:
(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ).
Ñåãà ùå äîêàæåì è îñòàíàëèòå óñëîâèÿ çà ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìè-
ëèÿ:
(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).

Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (x � y, z 6� v)
è v /∈ F (x � y, z 6� v) è F (x � y, z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈
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F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (x � y, z o v) è v ∈ F (x �
y, z o v) è F (x � y, z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (x � y, z u v) è v /∈ F (x �
y, z u v) è F (x � y, z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F ).
(⇐=) Íåêà èìà F ∈ SFF (W ) òàêîâà ÷å, çà ∀F ∈ F : x ∈ F =⇒ y ∈ F . Òîãàâà

ò.ê. F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìèëèÿ, òî ïî óñëîâèå (1) îò äåôèíèöèÿòà
çà F èìàìå ÷å x � y.

�

Ëåìà 3.1 (Ôèëòúð çà x � y è z o v). Íåêà x � y è z o v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ïðåðàáîòèì èñêàíîòî ñâîéñòâî çà òúðñåíèÿ ïðîñò ôèë-
òúð F ùå ïîëó÷èì ÷å, çà F òðÿáâà äà å èçïúëíåíî

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.
Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z ∈ F è v ∈ F
èëè y ∈ F è z ∈ F è v ∈ F

Çà äà êîíñòðóèðàìå òàêúâ ïðîñò ôèëòúð ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëè-
ìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè. Çà öåëòà ùå ïîäñèãóðèì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå
äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

- èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è v è èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî;

- èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà y, z è v. Â òîçè ñëó÷àé çà èäåàë ùå èçïîë-
çâàìå ∅ è òàêà åñòåñòâåíî ñå÷åíèåòî èì ùå å ïðàçíî.

Òàêà âúâ âñåêè åäèí îò òåçè äâà ñëó÷àÿ, êàòî ðàçøèðèì îñèãóðåíèÿ ôèëòúð
äî ïðîñò ôèëòúð F , òî òîé ùå ïðèòåæàâà èñêàíèòå ñâîéñòâà.

Íàëè÷èåòî íà ôèëòúð â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñå ïîäñèãóðÿâà îò óñëîâèåòî ÷å z o v.

Òîãàâà z o v
ïî (Mo)
=====⇒ z O v =⇒ [z) ∪ [v) å ôèëòúð. À [z) ∪ [v) ñúäúðæà z è v ò.ê.

[z) ñúäúðæà z, à [v) ñúäúðæà v.

Îñòàâà äà äîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë

èëè [y) ∪ [z) ∪ [v) å ôèëòúð

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè. Ò.å.

([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ èëè (x] íå å èäåàë

è [y) ∪ [z) ∪ [v) íå å ôèëòúð

Ùîì [y)∪ [z)∪ [v) íå å ôèëòúð è ïîíåæå z O v òîãàâà ïî Ñëåäñòâèå 1.2 èìàìå
÷å y O z èëè y O v. Òàêà

([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ èëè (x] íå å èäåàë

è y O z èëè y O v

Ùå ðàçãëåäàìå äâàòà ñëó÷àÿ íà êîèòî ñå ðàçïàäà ïúðâîòî òâúðäåíèå:
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1) ([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅.
Òîãàâà [z) ∩ (x] 6= ∅ èëè [v) ∩ (x] 6= ∅.
Àêî [z) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ z ≤ x.
z o v

ïî (M17)
=====⇒ v o z. v o z è z ≤ x ïî (M19)

=====⇒ v o x.

z o v
ïî (M18)
=====⇒ z o z. z o z è z ≤ x =⇒ z o x.

Àêî [v) ∩ (x] 6= ∅ àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå ÷å v o x è z o x.

v o x è x � y ïî (M20)
=====⇒ v O y

ïî (M4)
=====⇒ y O v.

z o x è x � y =⇒ z O y =⇒ y O z.
Íî òàêà èìàìå ÷å y O v è y O z, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà ÷å y O z
èëè y O v.

2) (x] íå å èäåàë. Òîãàâà x U x.

x U x
ïî (M9)
=====⇒ x U y.

x U y è x � y ïî (M26)
=====⇒ y u y

ïî (M28)
=====⇒ z � y è v � y.

z o v è v � y =⇒ z O y =⇒ y O z.
z o v =⇒ v o z. v o z è z � y =⇒ v O y =⇒ y O v.
Íî òàêà èìàìå ÷å y O v è y O z, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà ÷å y O z
èëè y O v.

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêà-
íåòî íè å ïîãðåøíî è òàêà:

([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë

èëè [y) ∪ [z) ∪ [v) å ôèëòúð

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî ([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë:
Èìàìå ÷å [z)∪ [v) å ôèëòúð. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå
÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ∪ [v) ⊆ F è (x] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: z, v ∈ F è x ∈ I ò.å. x /∈ F .

- àêî [y)∪[z)∪[v) å ôèëòúð. ∅ å èäåàë. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò
èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
[y) ∪ [z) ∪ [v) ⊆ F .
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: y, z, v ∈ F .

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.
Ò.å.

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.
�

Ëåìà 3.2 (Ôèëòúð çà x � y è z u v). Íåêà x � y è z u v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Ò.ê. óñëîâèÿòà òóê ñà ìíîãî ïîäîáíè íà óñëîâèÿòà â ïðåäèø-
íàòàËåìà 3.1 (âìåñòî ðåëàöèÿòà o ïðèñúñòâà íåéíàòà äóàëíà ðåëàöèÿ u, ñúùî
òàêà âìåñòî ïðèíàäëåæíîñò êúì ôèëòúðà, êîåòî ñå àñîöèèðà ñ o, ñå èñêà z è
v äà íå ïðèíàäëåæàò íà F , êîåòî å ïðèñúùî çà u), òî è äîêàçàòåëñòâîòî ùå
å àíàëîãè÷íî. Çàòîâà ïúëíîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåêóùàòà ëåìà íÿìà äà áúäå
îïèñâàíî, êàòî íÿêîè ÷àñòè îò íåãî ùå áúäàò ïðîïóñíàòè, ò.ê. ñà äóàëíè íà
ðàçñúæäåíèÿ îò Ëåìà 3.1.
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Èñêàíîòî ñâîéñòâî çà òúðñåíèÿ ïðîñò ôèëòúð F å åêâèâàëåíòíî íà

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z /∈ F è v /∈ F
èëè y ∈ F è z /∈ F è v /∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x, z è v. Â òîçè ñëó÷àé çà ôèëòúð ùå èçïîë-
çâàìå ∅ è òàêà åñòåñòâåíî ñå÷åíèåòî èì ùå å ïðàçíî;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà z è v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà y è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî.

Òàêà âúâ âñåêè åäèí îò òåçè äâà ñëó÷àÿ, êàòî ðàçøèðèì îñèãóðåíèÿ ôèëòúð
äî ïðîñò ôèëòúð F , òî òîé ùå ïðèòåæàâà èñêàíèòå ñâîéñòâà.

Íàëè÷èåòî íà èäåàë â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñå ïîäñèãóðÿâà îò óñëîâèåòî ÷å z u v.

Òîãàâà z u v
ïî (Mu)
=====⇒ z U v =⇒ (z] ∪ (v] å èäåàë. À (z] ∪ (v] ñúäúðæà z è v.

Îñòàâà äà äîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

(x] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë

èëè [y) ∩ ((z] ∪ (v]) = ∅ è [y) å ôèëòúð

Àêî äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè, àíàëîãè÷íî íà Ëåìà 3.1, íåèçìåííî ùå
äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî - x 6� y èëè z u v.
(Àíàëîãè÷íîñòòà íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçðàçÿâà â òîâà ÷å ìîæåì äà èçïîëç-
âàìå ñúùîòî äîêàçàòåëñòâî êàêòî â Ëåìà 3.1, êàòî ñàìî òðÿáâà äà ðàçìåíèì
èçïîëçâàíèÿòà íà ðåëàöèèòå o è u, äà çàìåíèì óïîòðåáàòà íà àêñèîìíèòå óñëî-
âèÿ èçìåæäó (M1) ÷ (M30) çà òåçè ðåëàöèè ñ òåõíèòå äóàëíè âåðñèè è äà çàìå-
íèì èçïîëçâàíåòî íà ôèëòðè è íàðàñòâàùè ìíîæåñòâà ñ èäåàëè è íàìàëÿâàùè
ìíîæåñòâà è îáðàòíî. Òàêà ùå ïîëó÷èì âàëèäíî äîêàçàòåëñòâî íà èñêàíèÿ òóê
ðåçóëòàò.)

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî (x]∪(z]∪(v] å èäåàë. ∅ å ôèëòúð. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò
èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅ è (x] ∪ (z] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: x, z, v ∈ I ò.å. x, z, v /∈ F .

- àêî [y) ∩ ((z] ∪ (v]) = ∅ è [y) å ôèëòúð:
Çíàåì ÷å (z]∪ (v] å èäåàë. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å
ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [y) ⊆ F è (z] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: y ∈ F è z, v ∈ I ò.å. z, v /∈ F .

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

Ò.å.

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

�
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Ëåìà 3.3 (Ôèëòúð çà x � y è z 6� v). Íåêà x � y è z 6� v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Èñêàíîòî ñâîéñòâî çà òúðñåíèÿ ïðîñò ôèëòúð F å åêâèâàëåí-
òíî íà

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.
Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z ∈ F è v /∈ F
èëè y ∈ F è z ∈ F è v /∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x è v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà y è z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî.

Íàëè÷èåòî íà ôèëòúð â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñå ïîäñèãóðÿâà òàêà:

z 6� v ïî (M21)
=====⇒ z o z

ïî (Mo)
=====⇒ z O z =⇒ [z) å ôèëòúð.

Íàëè÷èåòî íà èäåàë âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñå ïîäñèãóðÿâà òàêà:

z 6� v ïî (M28)
=====⇒ v u v

ïî (Mu)
=====⇒ v U v =⇒ (v] å èäåàë.

Òîãàâà îñòàâà äà ñå ïîêàæå ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúë-
íåíî:

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) = ∅ è (x] ∪ (v] å èäåàë

èëè ([y) ∪ [z)) ∩ (v] = ∅ è [y) ∪ [z) å ôèëòúð

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè. Ò.å.

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) 6= ∅ èëè (x] ∪ (v] íå å èäåàë

è ([y) ∪ [z)) ∩ (v] 6= ∅ èëè [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð

Ñëåä åêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóâàíèå ïîëó÷àâàìå

[z) ∩ (x] 6= ∅ èëè [z) ∩ (v] 6= ∅ èëè (x] ∪ (v] íå å èäåàë

è [y) ∩ (v] 6= ∅ èëè [z) ∩ (v] 6= ∅ èëè [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð

Íåêà îòáåëåæèì ÷å àêî [z)∩ (v] 6= ∅, òî òîãàâà ùå ïîëó÷èì ÷å z ≤ v, à ñëåäîâà-
òåëíî è z � v.
È ò.ê. ïî óñëîâèå èìàìå ÷å z 6� v, òîãàâà [z) ∩ (v] = ∅ è òàêà äîïóñêàíåòî ñå
ñâåæäà äî

[z) ∩ (x] 6= ∅ èëè (x] ∪ (v] íå å èäåàë

è [y) ∩ (v] 6= ∅ èëè [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð

1) [z) ∩ (x] 6= ∅ è [y) ∩ (v] 6= ∅.
[z) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ z ≤ x.
[y) ∩ (v] 6= ∅ =⇒ y ≤ v.
z ≤ x è x � y ïî (M15)

=====⇒ z � y. z � y è y ≤ v ïî (M16)
=====⇒ z � v.

2) [z) ∩ (x] 6= ∅ è [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð.
[z) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ z ≤ x.
z ≤ x è x � y =⇒ z � y.
[y) ∪ [z) íå å ôèëòúð =⇒ y O z

ïî (M4)
=====⇒ z O y.
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z O y è z � y ïî (M20)
=====⇒ z o z.

z o z
ïî (M21)
=====⇒ z � v.

3) (x] ∪ (v] íå å èäåàë è [y) ∩ (v] 6= ∅.
(x] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ x U v.
[y) ∩ (v] 6= ∅ =⇒ y ≤ v.
x � y è y ≤ v =⇒ x � v.
x U v è x � v ïî (M26)

=====⇒ v u v.

v u v
ïî (M28)
=====⇒ z � v.

4) (x] ∪ (v] íå å èäåàë è [y) ∪ [z) íå å ôèëòúð.
(x] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ x U v.

x U v è x � y =⇒ y u v
ïî (M23)
=====⇒ v u y.

[y) ∪ [z) íå å ôèëòúð =⇒ y O z =⇒ z O y.

z O y è v u y
ïî (M27)
=====⇒ z � v

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ÷å z � v, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëî-
âèåòî ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è òàêà:

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) = ∅ è (x] ∪ (v] å èäåàë

èëè ([y) ∪ [z)) ∩ (v] = ∅ è [y) ∪ [z) å ôèëòúð

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî [z)∩((x]∪(v]) = ∅ è (x]∪(v] å èäåàë. [z) å ôèëòúð è òàêà ïî Òåîðåìàòà
çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I
òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ⊆ F è (x] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: z ∈ F è x, v ∈ I ò.å. x, v /∈ F .

- àêî ([y)∪[z))∩(v] = ∅ è [y)∪[z) å ôèëòúð. (v] å èäåàë è òàêà ïî Òåîðåìàòà
çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I
òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [y) ∪ [z) ⊆ F è (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: y, z ∈ F è v ∈ I ò.å. v /∈ F .

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

Ò.å.

(x ∈ F =⇒ y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.
�

3.2.5. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà o.

Òâúðäåíèå 3.5 (Ïðåäñòàâÿíå íà o).
x o y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x o y. Íåêà F ∈ SFF (W ). Òîãàâà ò.ê. F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà
ôàìèëèÿ, òî ïî óñëîâèå (2) îò äåôèíèöèÿòà çà F èìàìå ÷å (∃F ∈ F)(x ∈
F è y ∈ F ).
Ò.å. îò x o y ñëåäâà ÷å (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F ).

(⇐=) Íåêà (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F ).
Íåêà äîïóñíåì ÷å x o y.
Ùå ðàç÷èòàìå ÷å ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñà èçïúëíåíè:
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� àêî z, v ∈ W è z o v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x o y, z o v).

� àêî z, v ∈ W è z u v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x /∈ F èëè y /∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x o y, z u v).

� àêî z, v ∈ W è z 6� v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x o y, z 6� v).

Âåðíîñòòà íà òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ ùå áúäå äîêàçàíà ñúîòâåòíî ñ ëåìè
3.4, 3.5 è 3.6.

Íåêà òîãàâà ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå òàêà:

F ′ = { F (x o y, z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (x o y, z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (x o y, z u v) | z, v ∈W è z u v }

Àêî F ′ 6= ∅ òî òîãàâà íåêà F = F ′.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé îò òîâà ÷å F ′ = ∅ ñëåäâà ÷å z o v çà ∀z, v ∈ W , à

â ÷àñòíîñò è x o x. Òîãàâà x o x
ïî (M29)
=====⇒ x U x è â òîçè ñëó÷àé íåêà

F = F ′ ∪ { F (x U x) }.
Ïúðâî ùå îòáåëåæèì ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ F 6= ∅.
Îñâåí òîâà ïî ïîñòðîåíèå íà åëåìåíòèòå íà F , çà íåãî å èçïúëíåíî ÷å:
(∀F ∈ F)(x /∈ F èëè y /∈ F ).
Ñåãà ùå äîêàæåì è îñòàíàëèòå óñëîâèÿ çà ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìè-
ëèÿ:
(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).

Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (x o y, z 6� v)
è v /∈ F (x o y, z 6� v) è F (x o y, z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈
F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈ W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (x o y, z o v) è v ∈
F (x o y, z o v) è F (x o y, z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈ W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (x o y, z u v) è v /∈
F (x o y, z u v) è F (x o y, z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà ïîëó÷èõìå ÷å (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x /∈ F èëè y /∈ F ), êîåòî
îáà÷å å ïðîòèâîðå÷èå ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå ÷å (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈
F)(x ∈ F è y ∈ F ). Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è x o y.

�

Ëåìà 3.4 (Ôèëòúð çà x o y è z o v). Íåêà x o y è z o v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåä-
íèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z ∈ F è v ∈ F
èëè y /∈ F è z ∈ F è v ∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:
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- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è v è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà y è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è v è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî.

Íàëè÷èåòî íà ôèëòúð è â äâàòà ñëó÷àÿ ñå ïîêàçâà òàêà:

z o v
ïî (Mo)
=====⇒ z O v =⇒ [z) ∪ [v) å ôèëòúð.

Îñòàâà ñàìî äà äîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë

èëè ([z) ∪ [v)) ∩ (y] = ∅ è (y] å èäåàë

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè. Ò.å.

([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ èëè (x] íå å èäåàë

è ([z) ∪ [v)) ∩ (y] 6= ∅ èëè (y] íå å èäåàë

Çà òîâà èìàìå ÷åòèðè âúçìîæíîñòè:

1) ([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ è ([z) ∪ [v)) ∩ (y] 6= ∅.
([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ ∃s ∈W : s ∈ [z) ∪ [v) è s ∈ (x] =⇒ s ≤ x.
([z) ∪ [v)) ∩ (y] 6= ∅ =⇒ ∃t ∈W : t ∈ [z) ∪ [v) è t ∈ (y] =⇒ t ≤ y.
s, t ∈ [z) ∪ [v) è s ≤ x è t ≤ y è [z) ∪ [v) å íàðàñòâàùî ìíîæåñòâî =⇒
x, y ∈ [z) ∪ [v).

2) ([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ è (y] íå å èäåàë.
([z) ∪ [v)) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ ∃s ∈W : s ∈ [z) ∪ [v) è s ∈ (x] =⇒ s ≤ x.
s ∈ [z) ∪ [v) è s ≤ x =⇒ x ∈ [z) ∪ [v).

(y] íå å èäåàë =⇒ y U y
ïî (M11)
=====⇒ x ≤ y =⇒ y ∈ [z) ∪ [v).

3) (x] íå å èäåàë è ([z) ∪ [v)) ∩ (y] 6= ∅.
([z) ∪ [v)) ∩ (y] 6= ∅ =⇒ ∃s ∈W : s ∈ [z) ∪ [v) è s ∈ (y] =⇒ s ≤ y.
s ∈ [z) ∪ [v) è s ≤ y =⇒ y ∈ [z) ∪ [v).
(x] íå å èäåàë =⇒ x U x =⇒ y ≤ x =⇒ x ∈ [z) ∪ [v).

4) (x] íå å èäåàë è (y] íå å èäåàë.
(x] íå å èäåàë =⇒ x U x =⇒ z ≤ x =⇒ x ∈ [z) ∪ [v).
(y] íå å èäåàë =⇒ y U y =⇒ v ≤ y =⇒ y ∈ [z) ∪ [v).

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷èõìå ÷å x, y ∈ [z) ∪ [v).

x, y ∈ [z) ∪ [v) è z o v
ïî Òâúðäåíèå 2.4
============⇒ x o y.

Íî òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî x o y. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å
ïîãðåøíî è òàêà:

([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë

èëè ([z) ∪ [v)) ∩ (y] = ∅ è (y] å èäåàë

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî ([z) ∪ [v)) ∩ (x] = ∅ è (x] å èäåàë. [z) ∪ [v) å ôèëòúð è òîãàâà ïî Òå-
îðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ∪ [v) ⊆ F è (x] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: z ∈ F , v ∈ F è x ∈ I ò.å. x /∈ F .

- àêî ([z)∪ [v))∩ (y] = ∅ è (y] å èäåàë. [z)∪ [v) å ôèëòúð è òîãàâà ïî Òåî-
ðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ∪ [v) ⊆ F è (y] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å z ∈ F , v ∈ F è y ∈ I ò.å. y /∈ F .
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Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.
�

Ëåìà 3.5 (Ôèëòúð çà x o y è z u v). Íåêà x o y è z u v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåä-
íèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z /∈ F è v /∈ F
èëè y /∈ F è z /∈ F è v /∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x, z è v. Â òîçè ñëó÷àé çà ôèëòúð ùå èçïîë-
çâàìå ∅;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà y, z è v. Â òîçè ñëó÷àé çà ôèëòúð ùå èçïîë-
çâàìå ∅.

Îñòàâà äà ïîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

(x] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë

èëè (y] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè. Ò.å.

(x] ∪ (z] ∪ (v] íå å èäåàë

è (y] ∪ (z] ∪ (v] íå å èäåàë

Ùîì (x] ∪ (z] ∪ (v] íå å èäåàë è ïîíåæå z u v òîãàâà ïî Ñëåäñòâèå 1.2 èìàìå
÷å x U z èëè x U v. Àíàëîãè÷íî ùîì (y]∪ (z]∪ (v] íå å èäåàë òî y U z èëè y U v.
Òàêà ïîëó÷àâàìå:

x U z èëè x U v

è y U z èëè y U v

Ùå ðàçãëåäàìå äâàòà ñëó÷àÿ íà êîèòî ñå ðàçïàäà ïúðâîòî òâúðäåíèå:

1) x U z.

x U z
ïî (M8)
=====⇒ z U x. x o y

ïî (M17)
=====⇒ y o x.

z U x è y o x
ïî (M22)
=====⇒ y � z.

z u v
ïî (M24)
=====⇒ z u z.

y � z è z u v
ïî (M26)
=====⇒ y U v.

y � z è z u z =⇒ y U z.
Íî òàêà èìàìå ÷å y U v è y U z, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà ÷å y U z
èëè y U v.

2) x U v. Àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå y U v è y U z, êîåòî
å â ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà ÷å y U z èëè y U v.

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå è ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî
íè å ïîãðåøíî è òàêà:

(x] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë

èëè (y] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë
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Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî (x] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë:
∅ å ôèëòúð. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò
ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅ è (x] ∪ (z] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: x, z, v ∈ I ò.å. x, z, v /∈ F .

- àêî (y] ∪ (z] ∪ (v] å èäåàë:
∅ å ôèëòúð. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò
ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅ è (y] ∪ (z] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: y, z, v ∈ I ò.å. y, z, v /∈ F .

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

�

Ëåìà 3.6 (Ôèëòúð çà x o y è z 6� v). Íåêà x o y è z 6� v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåä-
íèòå äâà ñëó÷àÿ:

x /∈ F è z ∈ F è v /∈ F
èëè y /∈ F è z ∈ F è v /∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà x è v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà y è v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî.

Íàëè÷èåòî íà ôèëòúð è â äâàòà ñëó÷àÿ ñå ïîêàçâà òàêà:

z 6� v ïî (M≤)
=====⇒ z � v

ïî (M7)
=====⇒ z O z =⇒ [z) å ôèëòúð.

Îñòàâà ñàìî äà äîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) = ∅ è (x] ∪ (v] å èäåàë

èëè [z) ∩ ((y] ∪ (v]) = ∅ è (y] ∪ (v] å èäåàë

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè. Ò.å.

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) 6= ∅ èëè (x] ∪ (v] íå å èäåàë

è [z) ∩ ((y] ∪ (v]) 6= ∅ èëè (y] ∪ (v] íå å èäåàë

Ñëåä åêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóâàíèå ïîëó÷àâàìå

[z) ∩ (x] 6= ∅ èëè [z) ∩ (v] 6= ∅ èëè (x] ∪ (v] íå å èäåàë

è [z) ∩ (y] 6= ∅ èëè [z) ∩ (v] 6= ∅ èëè (y] ∪ (v] íå å èäåàë

Íåêà îòáåëåæèì ÷å àêî [z)∩ (v] 6= ∅, òî òîãàâà ùå ïîëó÷èì ÷å z ≤ v, à ñëåäîâà-
òåëíî è z � v.
È ò.ê. ïî óñëîâèå èìàìå ÷å z 6� v, òîãàâà [z) ∩ (v] = ∅ è òàêà äîïóñêàíåòî ñå
ñâåæäà äî ñëåäíèòå ÷åòèðè ñëó÷àÿ:
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1) [z) ∩ (x] 6= ∅ è [z) ∩ (y] 6= ∅.
[z) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ z ≤ x.
x o y

ïî (M17)
=====⇒ y o x.

y o x è z ≤ x ïî (M19)
=====⇒ y o z =⇒ z o y.

[z) ∩ (y] 6= ∅ =⇒ z ≤ y.
z o y è z ≤ y =⇒ z o z.

z o z
ïî (M21)
=====⇒ z � v.

2) [z) ∩ (x] 6= ∅ è (y] ∪ (v] íå å èäåàë.
[z) ∩ (x] 6= ∅ =⇒ z ≤ x.
x o y

ïî (M17)
=====⇒ y o x.

y o x è z ≤ x ïî (M19)
=====⇒ y o z =⇒ z o y.

(y] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ y U v
ïî (M8)
=====⇒ v U y.

z o y è v U y
ïî (M22)
=====⇒ z � v.

3) (x] ∪ (v] íå å èäåàë è [z) ∩ (y] 6= ∅.
(x] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ x U v =⇒ v U x.
[z) ∩ (y] 6= ∅ =⇒ z ≤ y.
x o y è z ≤ y =⇒ x o z =⇒ z o x.
z o x è v U x =⇒ z � v.

4) (x] ∪ (v] íå å èäåàë è (y] ∪ (v] íå å èäåàë.
(x] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ x U v =⇒ v U x.

x o y
ïî (M17)
=====⇒ y o x.

y o x è v U x =⇒ y � v.
(y] ∪ (v] íå å èäåàë =⇒ y U v.

y U v è y � v ïî (M26)
=====⇒ v u v.

v u v
ïî (M28)
=====⇒ z � v.

Òàêà âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ÷å z � v, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëî-
âèåòî ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è òàêà:

[z) ∩ ((x] ∪ (v]) = ∅ è (x] ∪ (v] å èäåàë

èëè [z) ∩ ((y] ∪ (v]) = ∅ è (y] ∪ (v] å èäåàë

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî [z) ∩ ((x] ∪ (v]) = ∅ è (x] ∪ (v] å èäåàë. [z) å ôèëòúð è òîãàâà ïî Òå-
îðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ⊆ F è (x] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: z ∈ F è x, v ∈ I ò.å. x, v /∈ F .

- àêî [z)∩ ((y]∪ (v]) = ∅ è (y]∪ (v] å èäåàë. [z) å ôèëòúð è òîãàâà ïî Òåî-
ðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [z) ⊆ F è (y] ∪ (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: z ∈ F è y, v ∈ I ò.å. y, v /∈ F .

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x /∈ F èëè y /∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

�

3.2.6. Õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåëàöèÿòà u.
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Òâúðäåíèå 3.6 (Ïðåäñòàâÿíå íà u).
x u y ⇐⇒ (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà x u y. Íåêà F ∈ SFF (W ). Òîãàâà ò.ê. F å ñòàáèëíà ôèëòúðíà
ôàìèëèÿ, òî ïî óñëîâèå (3) îò äåôèíèöèÿòà çà F èìàìå ÷å (∃F ∈ F)(x /∈
F è y /∈ F ).
Ò.å. îò x u y ñëåäâà ÷å (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F ).

(⇐=) Íåêà (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F ).
Íåêà äîïóñíåì ÷å x u y.
Ùå ðàç÷èòàìå ÷å ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñà èçïúëíåíè:
� àêî z, v ∈ W è z o v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x u y, z o v).

� àêî z, v ∈ W è z u v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F èëè y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x u y, z u v).

� àêî z, v ∈ W è z 6� v, òî åäíîçíà÷íî ìîæåì äà ïîñòðîèì ïðîñò
ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å (x ∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F .
Òîçè ôèëòúð ùå áåëåæèì ñ F (x u y, z 6� v).

Âåðíîñòòà íà òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ ùå áúäå äîêàçàíà ñúîòâåòíî ñ ëåìè
3.7, 3.8 è 3.9.

Íåêà òîãàâà ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè ôèëòðè F îáðàçóâàìå òàêà:

F ′ = { F (x u y, z 6� v) | z, v ∈W è z 6� v } ∪
{ F (x u y, z o v) | z, v ∈W è z o v } ∪
{ F (x u y, z u v) | z, v ∈W è z u v }

Àêî F ′ 6= ∅ òî òîãàâà íåêà F = F ′.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé îò òîâà ÷å F ′ = ∅ ñëåäâà ÷å z u v çà ∀z, v ∈ W , à

â ÷àñòíîñò è x u x. Òîãàâà x u x
ïî (M30)
=====⇒ x O x è â òîçè ñëó÷àé íåêà

F = F ′ ∪ { F (x O x) }.
Ïúðâî ùå îòáåëåæèì ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ F 6= ∅.
Îñâåí òîâà ïî ïîñòðîåíèå íà åëåìåíòèòå íà F , çà íåãî å èçïúëíåíî ÷å:
(∀F ∈ F)(x ∈ F èëè y ∈ F ).
Ñåãà ùå äîêàæåì è îñòàíàëèòå óñëîâèÿ çà ñòàáèëíà ôèëòúðíà ôàìè-
ëèÿ:
(1) Íåêà z, v ∈W ñà òàêèâà ÷å (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).

Íåêà äîïóñíåì ÷å z 6� v. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ÷å z ∈ F (x u y, z 6� v)
è v /∈ F (x u y, z 6� v) è F (x u y, z 6� v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈
F è v /∈ F ).
Íî òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñêàíåòî (∀F ∈ F)(z ∈ F =⇒ v ∈ F ).
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è z � v.

(2) Íåêà z, v ∈ W : z o v. Ñëåäîâàòåëíî z ∈ F (x u y, z o v) è v ∈
F (x u y, z o v) è F (x u y, z o v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z ∈ F è v ∈ F ).

(3) Íåêà z, v ∈ W : z u v. Ñëåäîâàòåëíî z /∈ F (x u y, z u v) è v /∈
F (x u y, z u v) è F (x u y, z u v) ∈ F . Ò.å. (∃F ∈ F)(z /∈ F è v /∈ F ).

Òàêà ïîëó÷èõìå ÷å (∃F ∈ SFF (W ))(∀F ∈ F)(x ∈ F èëè y ∈ F ), êîåòî
îáà÷å å ïðîòèâîðå÷èå ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå ÷å (∀F ∈ SFF (W ))(∃F ∈
F)(x /∈ F è y /∈ F ). Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è x u y.

�
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Ëåìà 3.7 (Ôèëòúð çà x u y è z o v). Íåêà x u y è z o v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v ∈ F.

Ëåìà 3.8 (Ôèëòúð çà x u y è z u v). Íåêà x u y è z u v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F èëè y ∈ F ) è z /∈ F è v /∈ F.

Ïîíåæå äîêàçàòåëñòâàòà íà ëåìè 3.7 è 3.8 ñà íàïúëíî äóàëíè ñúîòâåòíî íà
òåçè íà ëåìè 3.5 è 3.4, çàòîâà òå íÿìà äà áúäàò ïðåäñòàâÿíè, êàòî ùå ñ÷èòàìå
÷å âåðíîñòòà íà ëåìèòå ñå ïîäñèãóðÿâà îò ñúîáðàæåíèÿ çà äóàëíîñò.

Ñúùî òàêà äîêàçàòåëñòâîòî íàËåìà 3.9 å àíàëîãè÷íî íà òîâà íàËåìà 3.6,
ñúùî êàêòî äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 3.2 å àíàëîãè÷íî íà òîâà íà Ëåìà 3.1.
Çàòîâà è Ëåìà 3.9 ùå áúäå äîêàçàíà â ñúêðàòåí âèä, êàòî íÿêîè ðàçñúæäåíèÿ
áúäàò ïðîïóñíàòè ïîðàäè äóàëíîñò.

Ëåìà 3.9 (Ôèëòúð çà x u y è z 6� v). Íåêà x u y è z 6� v. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ïðîñò ôèëòúð F íàä W , òàêúâ ÷å:

(x ∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà îçíà÷àâà ÷å çà F òðÿáâà äà å â ñèëà ïîíå åäèí îò ñëåä-
íèòå äâà ñëó÷àÿ:

x ∈ F è z ∈ F è v /∈ F
èëè y ∈ F è z ∈ F è v /∈ F

Çà äà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà îòäåëèìîñò íà ôèëòðè è èäåàëè ùå èñêàìå ïîíå
åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ äà å èçïúëíåíî:

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà x è z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî;

- èìà èäåàë êîéòî ñúäúðæà v è èìà ôèëòúð êîéòî ñúäúðæà y è z è
ñå÷åíèåòî èì å ïðàçíî.

Íàëè÷èåòî íà èäåàë è â äâàòà ñëó÷àÿ ñå ïîêàçâà òàêà:

z 6� v ïî (M≤)
=====⇒ z � v

ïî (M11)
=====⇒ v U v =⇒ (v] å èäåàë.

Îñòàâà ñàìî äà äîêàæåì ÷å ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å èçïúëíåíî:

([x) ∪ [z)) ∩ (v] = ∅ è [x) ∪ [z) å ôèëòúð

èëè ([y) ∪ [z)) ∩ (v] = ∅ è [y) ∪ [z) å ôèëòúð

Àêî äîïóñíåì ÷å è äâåòå íå ñà âÿðíè òî, àíàëîãè÷íî íà Ëåìà 3.6, âúâ âñè÷êè
ñëó÷àè ùå äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå z 6� v.

Òàêà ïðîñòèÿ ôèëòúð F ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

- àêî ([x) ∪ [z)) ∩ (v] = ∅ è [x) ∪ [z) å ôèëòúð. (v] å èäåàë è òîãàâà ïî Òå-
îðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [x) ∪ [z) ⊆ F è (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: x, z ∈ F è v ∈ I ò.å. v /∈ F .

- àêî ([y)∪ [z))∩ (v] = ∅ è [y)∪ [z) å ôèëòúð. (v] å èäåàë è òîãàâà ïî Òåî-
ðåìàòà çà îòäåëèìîñò èìàìå ÷å ñúùåñòâóâàò ïðîñò ôèëòúð F è ïðîñò
èäåàë I òàêèâà ÷å:
F ∩ I = ∅, [y) ∪ [z) ⊆ F è (v] ⊆ I.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å: y, z ∈ F è v ∈ I ò.å. v /∈ F .
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Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ âèæäàìå ÷å çà ïðîñòèÿ ôèëòúð F å èçïúëíåíî ÷å:

(x ∈ F èëè y ∈ F ) è z ∈ F è v /∈ F.

�

3.3. Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâÿíå íà àáñò-
ðàêòíèòå ñòðóêòóðè.

Òåîðåìà (Òåîðåìà çà ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâÿíå íà àáñòðàêòíèòå ñòðóêòóðè).

Íåêà WA å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ñòàíäàðòíà ñòðóê-
òóðà W è èçîáðàæåíèå h îò íîñèòåëÿ íà WA â íîñèòåëÿ íà W òàêèâà ÷å h
å èçîìîðôíî âëàãàíå íà WA â W .

Äîêàçàòåëñòâî.
Íåêà WA = (WA,≤A, oA, uA,�A,OA,UA).
SFF (WA) ñà ñòàáèëíèòå ôèëòúðíè ôàìèëèè íàä WA.
Çà ∀F ∈ SFF (WA) ùå äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî fF : WA −→ P(F) òàêà:

fF (x) = { F | F ∈ F è x ∈ F } çà ∀x ∈WA

Íåêà SFF (WA) îçíà÷èì îùå è ñ I.
ÏîÄåôèíèöèÿ 4 çíàåì ÷åWA å íåïðàçíî ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëíî ∃x ∈WA.
Òîãàâà ïî óñëîâèå (M14) çà WA ïîëó÷àâàìå ÷å x �A x.

x �A x
ïî Òâúðäåíèå 3.4
============⇒ (∃F ∈ SFF (WA))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ x ∈ F ).

Òàêà ñå óâåðÿâàìå ÷å SFF (WA) 6= ∅ ò.å. I 6= ∅.

Íåêà äåôèíèðàìå ñòðóêòóðèòå Wi = (Wi,≤i,Oi,Ui) çà ∀i ∈ I òàêà:

Wi = P(i)
a ≤i b⇐⇒ a ⊆ b çà ∀a, b ∈Wi

a Oi b⇐⇒ a ∩ b 6= ∅ çà ∀a, b ∈Wi

a Ui b⇐⇒ a ∪ b 6= i çà ∀a, b ∈Wi

Òàêà íà ïðàêòèêà ðåëàöèèòå ≤i,Oi è Ui ñà äåôèíèðàíè ÷ðåç áóëåâàòà àëãåáðà
(P(i), ∅, i,∩,∪, \) íàä ïîäìíîæåñòâàòà íà i. Îò äåôèíèöèÿòà íà ñòàáèëíè ôèë-
òúðíè ôàìèëèè èìàìå ÷å i 6= ∅, ñëåäîâàòåëíî áóëåâàòà àëãåáðà å íåèçðîäåíà.
Òàêà ïî äåôèíèöèÿ èìàìå ÷å Wi å ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà çà ∀i ∈ I.

Òîãàâà ñòðóêòóðàòà W = (W,≤, o, u,�,O,U) ùå äåôèíèðàìå òàêà:
Íåêà W =

∏
i∈I Wi å äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâàòà Wi. Ñ xi ùå

îçíà÷àâàìå i-òàòà êîîðäèíàòà íà âåêòîðà x ∈W .
Ðåëàöèèòå ≤, o, u, �, O è U äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x ≤ y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi ≤i yi) çà x, y ∈W
x o y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Oi yi) çà x, y ∈W
x u y ⇐⇒ (∀i ∈ I)(xi Ui yi) çà x, y ∈W
x � y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi ≤i yi) çà x, y ∈W
x O y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Oi yi) çà x, y ∈W
x U y ⇐⇒ (∃i ∈ I)(xi Ui yi) çà x, y ∈W

Òàêà ïî Äåôèíèöèÿ 3 ïîëó÷åíàòà ñòðóêòóðà W å ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.

È íàêðàÿ èçîáðàæåíèåòî h : WA −→
∏

i∈I Wi äåôèíèðàìå çà ∀x ∈ WA, êàòî
îïðåäåëèì i-òàòà êîîðäèíàòà íà h(x) çà ∀i ∈ I òàêà: (h(x))i = fi(x).
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Ñåãà ùå âèäèì ÷å h çàïàçâà ðåëàöèèòå ≤A, oA, uA, �A, OA è UA çà ∀x, y ∈WA.
Çà ðåëàöèÿòà ≤A:

x ≤A y
ïî Òâúðäåíèå 3.1⇐===========⇒

(∀F ∈ SFF (WA))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(∀F ∈ F)(F ∈ fF (x) =⇒ F ∈ fF (y))⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(fF (x) ⊆ fF (y))⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i ⊆ (h(y))i)⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i ≤i (h(y))i)⇐⇒
h(x) ≤ h(y)

Çà ðåëàöèÿòà oA:

x oA y
ïî Òâúðäåíèå 3.5⇐===========⇒

(∀F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(F ∈ fF (x) è F ∈ fF (y))⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(fF (x) ∩ fF (y) 6= ∅)⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i ∩ (h(y))i 6= ∅)⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i Oi (h(y))i)⇐⇒
h(x) o h(y)

Çà ðåëàöèÿòà uA:

x uA y
ïî Òâúðäåíèå 3.6⇐===========⇒

(∀F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(F /∈ fF (x) è F /∈ fF (y))⇐⇒
(∀F ∈ SFF (WA))(fF (x) ∪ fF (y) 6= F)⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i ∪ (h(y))i 6= i)⇐⇒
(∀i ∈ I)((h(x))i Ui (h(y))i)⇐⇒
h(x) u h(y)

Çà ðåëàöèÿòà �A:

x �A y
ïî Òâúðäåíèå 3.4⇐===========⇒

(∃F ∈ SFF (WA))(∀F ∈ F)(x ∈ F =⇒ y ∈ F )⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(∀F ∈ F)(F ∈ fF (x) =⇒ F ∈ fF (y))⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(fF (x) ⊆ fF (y))⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i ⊆ (h(y))i)⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i ≤i (h(y))i)⇐⇒
h(x) � h(y)
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Çà ðåëàöèÿòà OA:

x OA y
ïî Òâúðäåíèå 3.2⇐===========⇒

(∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(x ∈ F è y ∈ F )⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(F ∈ fF (x) è F ∈ fF (y))⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(fF (x) ∩ fF (y) 6= ∅)⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i ∩ (h(y))i 6= ∅)⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i Oi (h(y))i)⇐⇒
h(x) O h(y)

Çà ðåëàöèÿòà UA:

x UA y
ïî Òâúðäåíèå 3.3⇐===========⇒

(∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(x /∈ F è y /∈ F )⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(F /∈ fF (x) è F /∈ fF (y))⇐⇒
(∃F ∈ SFF (WA))(fF (x) ∪ fF (y) 6= F)⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i ∪ (h(y))i 6= i)⇐⇒
(∃i ∈ I)((h(x))i Ui (h(y))i)⇐⇒
h(x) U h(y)

Òàêà ïîêàçàõìå ÷å x ≤A y ⇐⇒ h(x) ≤ h(y), x oA y ⇐⇒ h(x) o h(y), x uA y ⇐⇒
h(x) u h(y), x �A y ⇐⇒ h(x) � h(y), x OA y ⇐⇒ h(x) O h(y) è x UA y ⇐⇒
h(x) U h(y) çà ∀x, y ∈WA.

Îñòàâà ñàìî äà äîêàæåì ÷å h å èíåêòèâíî èçîáðàæåíèå.
Íåêà x, y ∈WA êàòî x 6= y. Òîãàâà îò (M3) çà WA ñëåäâà ÷å x � y èëè y � x.
Íåêà íàïðèìåð x � y.
Òîãàâà ïî Òâúðäåíèå 3.1 ïîëó÷àâàìå ÷å (∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(x ∈
F è y /∈ F ).
À òîâà å åêâèâàëåíòíî íà (∃F ∈ SFF (WA))(∃F ∈ F)(F ∈ fF (x) è F /∈ fF (y)).
Òàêà ∃F ∈ SFF (WA): fF (x) 6= fF (y) ò.å. (h(x))F 6= (h(y))F .
Ñëåäîâàòåëíî h(x) 6= h(y) ò.ê. h(x) è h(y) ñå ðàçëè÷àâàò ïî F-òàòà êîîðäèíàòà.
Ñëó÷àÿò ïðè êîéòî y � x ñå ïðîâåðÿâà àíàëîãè÷íî.

È ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî ÷å h å èçîìîðôíî âëàãàíå íà WA â W å çàâúðøåíî.
�

4. Áåçêâàíòîðíà ïðåäèêàòíà ëîãèêà çà ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè

ìåðåîëîãè÷íè ðåëàöèè - PSUMRL

4.1. Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà.
Åçèêà íà ëîãèêàòà ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ñèìâîëè:

• èçáðîèìî ìíîãî îáåêòíè ïðîìåíëèâè - Obj;
• ïðåäèêàòíè ñèìâîëè - ≤, o, u, �, O, U è =;
• ëîãè÷åñêè îïåðàöèè - ¬, ∧, ∨, → è ↔;
• ñêîáè - ( è ).

Ôîðìóëèòå â òîçè åçèê ñà:

• àòîìàðíè ôîðìóëè: x P y, êúäåòî x, y ∈ Obj, à P å íÿêîé îò ïðåäèêàò-
íèòå ñèìâîëè;
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• ñúñòàâíè ôîðìóëè: ¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) è (A ↔ B), êúäåòî
A è B ñà ôîðìóëè.

Ñåìàíòèêàòà íà òàçè ïðåäèêàòíà ëîãèêà ùå äåôèíèðàìå ÷ðåç ñòàíäàðòíè
ìåðåîëîãè÷íè ñòðóêòóðè ñúñ ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè.

Íåêà W ∈ Σstd, êàòî W å íîñèòåëÿ íà W . Îöåíêè íàä W ùå äåôèíèðàìå,
êàòî âñÿêà îáåêòíà ïðîìåíëèâà îöåíèì ñ åëåìåíò îò íîñèòåëÿ íà W . Ò.å. âñÿêà
îöåíêà v å èçîáðàæåíèå îò Obj â W .

Âåðíîñòòà íà ôîðìóëè ïðè îöåíêà v ùå äåôèíèðàìå, êàòî èíäóêòèâíî ðàç-
øèðèì äåôèíèöèÿòà çà îöåíêè íà îáåêòíè ïðîìåíëèâè.
Íåêà A å ôîðìóëà. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ çàïèñ
v(A) = 1, êîãàòî ôîðìóëàòà å âÿðíà â W ïðè îöåíêà v è
v(A) = 0, êîãàòî ôîðìóëàòà íå å âÿðíà â W ïðè îöåíêà v.

Èíòåðïðåòàöèÿòà íà âñåêè åäèí îò ïðåäèêàòíèòå ñèìâîëè ùå ñúâïàäà ñúñ
ñúîòâåòíàòà ðåëàöèÿ, êîÿòî ñå îçíà÷àâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàòî ïðåäèêàòíèÿ
ñèìâîë. Òàêà çà âñÿêà àòîìàðíà ôîðìóëà x P y èìàìå ÷å òÿ å âÿðíà â W ïðè
îöåíêà v, êîãàòî â W å èçïúëíåíî ÷å v(x) P v(y) å â ñèëà çà ðåëàöèÿòà P .

Âåðíîñòòà íà ñúñòàâíèòå ôîðìóëè îïðåäåëÿìå ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí:

• v(¬A) = 1⇐⇒ v(A) = 0;
• v(A ∧B) = 1⇐⇒ v(A) = 1 è v(B) = 1;
• v(A ∨B) = 1⇐⇒ v(A) = 1 èëè v(B) = 1;
• çà îïðåäåëÿíåòî íà âåðíîñòòà íà A → B èëè A ↔ B ùå èçïîëçâàìå
åêâèâàëåíòíèòå èì ôîðìóëè ¬A ∨B è (A→ B) ∧ (B → A).

4.2. Àêñèîìè íà ëîãèêàòà.
Çà àêñèîìè íà PSUMRL ùå èçïîëçâàìå:

I. Àêñèîìè íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå
II. Âñÿêî åäíî îò ïðàâèëàòà (M1) ÷ (M30), ðàçãëåäàíî êàòî ôîðìóëà, êàê-

òî è àêñèîìà çà îáðàòíàòà ïîñîêà íà àíòèñèìåòðè÷íîñòòà íà ≤:

(M=) x = y → (x ≤ y ∧ y ≤ x)

Êàòî ïðàâèëî çà èçâîä ùå èçïîëçâàìå Modus Ponens: A→B,A
B .

Ïîíÿòèÿòà ôîðìàëåí èçâîä, äîêàçàòåëñòâî, òåîðåìà, òåîðèÿ è ìàêñèìàëíà
òåîðèÿ ùå äåôèíèðàìå ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí.

4.3. Êàíîíè÷íè ìîäåëè è òåîðåìà çà ïúëíîòà.
Êàíîíè÷íè ìîäåëè ùå ñòðîèì ïî äàäåíà ìàêñèìàëíà òåîðèÿ íà PSUMRL.

Íåêà íàïðèìåð Γ å åäíà òàêàâà ìàêñèìàëíà òåîðèÿ.
Çà äà äåôèíèðàìå íîñèòåëÿ íà ìîäåëà ùå èçïîëçâàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâà-

ëåíòíîñò ≡, êîÿòî ñå îïðåäåëÿ òàêà

Äåôèíèöèÿ 7. Íåêà x è y ñà îáåêòíè ïðîìåíëèâè. Òîãàâà x ≡ y ⇐⇒ x = y ∈
Γ. Ïðîâåðêàòà ÷å ≡ å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò å òðèâèàëíà.

Ñ |x| (èëè |x|≡) ùå îçíà÷àâàìå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà x (çà x ∈ Obj)
îòíîñíî ðåëàöèÿòà ≡.
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Òàêà êàíîíè÷íàòà ñòðóêòóðà WC = (WC ,≤C , oC , uC ,�C ,OC ,UC) äåôèíè-
ðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

WC = { |x|≡ | x ∈ Obj }
|x| ≤C |y| ⇐⇒ (x ≤ y ∈ Γ)

|x| oC |y| ⇐⇒ (x o y ∈ Γ)

|x| uC |y| ⇐⇒ (x u y ∈ Γ)

|x| �C |y| ⇐⇒ (x � y ∈ Γ)

|x| OC |y| ⇐⇒ (x O y ∈ Γ)

|x| UC |y| ⇐⇒ (x U y ∈ Γ)

Çà äà ïîêàæåì êîðåêòíîñò íà äåôèíèöèÿòà ùå äîêàæåì ÷å ïðè îïðåäåëÿíåòî
íà ðåëàöèèòå íÿìà çíà÷åíèå êîè åëåìåíòè íà |x| è |y| èçáèðàìå.
Íåêà PC å íÿêîÿ îò ðåëàöèèòå. Íåêà |x|, |y| ∈ WC è x′ ∈ |x| è y′ ∈ |y|. Ùå
ïîêàæåì ÷å |x| PC |y| ⇐⇒ x′ P y′ ∈ Γ.
Ïî äåôèíèöèÿ íà ðåëàöèèòå |x| PC |y| ⇐⇒ x P y ∈ Γ.
x′ ∈ |x| =⇒ x′ ≡ x =⇒ x′ = x ∈ Γ. Àíàëîãè÷íî è y′ = y ∈ Γ.
Ò.ê. (M=) å àêñèîìà òî è ñëåäíèòå íåéíè ÷àñòíè ñëó÷àè ïðèíàäëåæàò íà Γ:

x′ = x→ (x′ ≤ x ∧ x ≤ x′) ∈ Γ è y′ = y → (y′ ≤ y ∧ y ≤ y′) ∈ Γ

Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å x′ ≤ x ∧ x ≤ x′ ∈ Γ è y′ ≤ y ∧ y ≤ y′ ∈ Γ, à îò òàì è
x′ ≤ x ∈ Γ, x ≤ x′ ∈ Γ, y′ ≤ y ∈ Γ è y ≤ y′ ∈ Γ.
Íåêà íàïðèìåð P å ≤. Òîãàâà ñëåäíèòå ÷àñòíè ñëó÷àè íà àêñèîìàòà (M3) ïðè-
íàäëåæàò íà Γ:

(x′ ≤ x ∧ x ≤ y)→ x′ ≤ y è (x′ ≤ y ∧ y ≤ y′)→ x′ ≤ y′

×ðåç òÿõ ïîëó÷àâàìå ÷å àêî x ≤ y ∈ Γ, òî è x′ ≤ y′ ∈ Γ. Çà îáðàòíîòî ñëåäâàíå
èçïîëçâàìå ÷àñòíèòå ñëó÷àè:

(x ≤ x′ ∧ x′ ≤ y′)→ x ≤ y′ è (x ≤ y′ ∧ y′ ≤ y)→ x ≤ y

Òàêà ïîëó÷àâà ìå ÷å x ≤ y ∈ Γ⇐⇒ x′ ≤ y′ ∈ Γ, à ñëåäîâàòåëíî è |x| ≤C |y| ⇐⇒
x′ ≤ y′ ∈ Γ. Çà äà äîêàæåì ÷å |x| �C |y| ⇐⇒ x′ � y′ ∈ Γ ùå èçïîëçâàìå ÷àñòíè
ñëó÷àè ñúîòâåòíî íà àêñèîìè (M15) è (M16), à çà ðåëàöèèòå oC , uC , OC è UC

ñúîòâåòíî íà (M19), (M25), (M6) è (M10).

Çà äà äîïúëíèì ìîäåëà (WC , vC), îöåíêàòà vC äåôèíèðàìå òàêà:

vC(x) = |x| çà ∀x ∈ Obj

Âå÷å ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 4.1 (Ëåìà çà èñòèííîñò). vC(A) = 1⇐⇒ A ∈ Γ çà âñÿêà ôîðìóëà A.

Äîêàçàòåëñòâî.
Äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèåòî íà A.

• A å àòîìàðíà.
Àêî A å x = y òîãàâà vC(x = y) = 1 ⇐⇒ vC(x) = vC(y) ⇐⇒ |x| =
|y| ⇐⇒ x ≡ y ⇐⇒ x = y ∈ Γ.
Àêî A å x P y, êúäåòî P å íÿêîÿ îò ðåëàöèèòå ≤, o, u, �, O èëè U, òîãàâà
ïî äåôèíèöèÿ vC(x P y) = 1 ⇐⇒ vC(x) PC vC(y) ⇐⇒ |x| PC |y| ⇐⇒
x P y ∈ Γ.

Çà ñúñòàâíèòå ôîðìóëè å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì ëåìàòà ñàìî çà òåçè îáðàçó-
âàíè ÷ðåç ¬ è ∧.
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• A å îò âèäà ¬B, êàòî çà B ëåìàòà å â ñèëà.

Òîãàâà vC(¬B) = 1 ⇐⇒ vC(B) = 0
ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå⇐=====================⇒ B /∈

Γ
ò.ê. Γ å ìàêñèìàëíà òåîðèÿ⇐================⇒ ¬B ∈ Γ.

• A å îò âèäà B ∧ C, êàòî çà B è C ëåìàòà å â ñèëà.

vC(B ∧C) = 1⇐⇒ vC(B) = 1 è vC(C) = 1
ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå⇐=====================⇒

B ∈ Γ è C ∈ Γ
ò.ê. Γ å ìàêñèìàëíà òåîðèÿ⇐================⇒ B ∧ C ∈ Γ.

�

Ñëåäñòâèå 4.1.

Ñòðóêòóðàòà WC îò êàíîíè÷íèÿ ìîäåë å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà ùå äîêàæåì êàòî ïîêàæåì ÷åWC èçïúëíÿâà âñÿêî åäíî
îò óñëîâèÿòà (M1) ÷ (M30). Íàïðèìåð ùå äîêàæåì ÷å WC èçïúëíÿâà (M1).
Óäîâëåòâîðåíèåòî íà îñòàíàëè óñëîâèÿ ñå ïîêàçâà àíàëîãè÷íî.
Íåêà äîïóñíåì ÷å (M1) íå å âÿðíî çà WC .

Òîãàâà ∃|x| ∈WC òàêîâà ÷å |x|�C |x|.
Íåêà ðàçãëåäàìå ñúîòâåòíàòà íà (M1) àêñèîìà x ≤ x. Òàêà èçëèçà ÷å |x| å
ñâèäåòåë ÷å vC(x ≤ x) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ïî Ëåìàòà çà èñòèííîñò ïîëó÷àâàìå
÷å x ≤ x /∈ Γ, íî òîâà å íåâúçìîæíî ò.ê. x ≤ x å àêñèîìà.
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è WC èçïúëíÿâà (M1). �

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà çà ïúëíîòà íà PSUMRL). Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åê-
âèâàëåíòíè çà âñÿëà ôîðìóëà A:

(1) A å òåîðåìà íà PSUMRL
(2) A å âÿðíà âúâ âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà

Äîêàçàòåëñòâî.

((1) =⇒ (2)) Àêñèîìèòå íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå ñà âåðíè âúâ âñè÷êè ñòàíäàðòíè
ñòðóêòóðè è Modus Ponens çàïàçâà âåðíîñòòà.
À îò Òâúðäåíèå 2.2 èìàìå ÷å àêñèîìèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà óñëîâèÿòà
(M1) ÷ (M30), ñúùî ñà âÿðíè âúâ âñÿêà W ∈ Σstd.
Òîâà ïîäñèãóðÿâà êîðåêòíîñòòà íà àêñèîìàòèêàòà ñïðÿìî êëàñà íà ñòàí-
äàðòíèòå ñòðóêòóðè, à òàêà è ïîñîêàòà îò (1) êúì (2).

((2) =⇒ (1)) Íåêà A å âÿðíà âúâ âñÿêà W ∈ Σstd è íåêà äîïóñíåì ÷å A íå å òåîðåìà.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà òåîðèÿ Γ, òàêàâà ÷å A /∈ Γ.
Íåêà (WC , vC) å êàíîíè÷íèÿ ìîäåë çà Γ.
Òîãàâà ïî Ëåìàòà çà èñòèííîñò ïîëó÷àâàìå ÷å vC(A) = 0.
ÎòÑëåäñòâèå 4.1 çíàåì ÷åWC å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà, à îò Òåîðåìà
3.1 èìàìå ÷å ñúùåñòâóâà W ∈ Σstd è èçîìîðôíî âëàãàíå h íà W

C â W .
Íåêà v å îöåíêà â W , òàêàâà ÷å v(x) = h(vC(x)) çà ∀x ∈ Obj.
Òîãàâà ò.ê. h å èçîìîðôíî âëàãàíå íà WC â W ïîëó÷àâàìå ÷å v(A) = 0.
Íî òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å A íå å âÿðíà âW , êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà
÷å A å âÿðíà âúâ âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è A å òåîðåìà.

�

4.4. Ðàçðåøèìîñò íà PSUMRL.

Ðàçðåøèìîñòòà íà PSUMRL ùå îñèãóðèì êàòî äîêàæåì ÷å ëîãèêàòà ïðè-
òåæàâà ñèëíîòî ñâîéñòâî íà êðàéíèòå ìîäåëè. Çà öåëòà ïî äàäåí ïðîèçâîëåí
ìîäåë è äàäåíà ïðîèçâîëíà ôîðìóëà ùå ïîñòðîèì êðàåí ïîäìîäåë, êîéòî çà-
ïàçâà âÿðíîñòòà íà ôîðìóëàòà.

Òàêà íåêà (W, v) å ìîäåë, à A å ôîðìóëà îò åçèêà.
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Îçíà÷åíèå. Ñ V ar(A) ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè îáåêòíè ïðî-
ìåíëèâè, êîèòî ó÷àñòâàò â A.

Íåêà W ′ å ïîäñòðóêòóðàòà íà W îïðåäåëåíà îò îöåíêèòå íà åëåìåíòèòå íà
V ar(A) ÷ðåç v. Ò.å. àêî W ′ å íîñèòåëÿ íà W ′ òî W ′ = { v(x) | x ∈ V ar(A) }.
Ò.ê V ar(A) 6= ∅ çà âñÿêà ôîðìóëà A, òî è W ′ 6= ∅.

Íåêà α å íÿêîé ôèêñèðàí åëåìåíò îò W ′. Òîãàâà îöåíêàòà v′ â W ′ ùå îïðå-
äåëèì òàêà:

v′(x) =

{
v(x) àêî x ∈ V ar(A)
α àêî x ∈ Obj \ V ar(A)

Íà÷èíúò ïî êîéòî ôèêñèðàìå/èçáèðàìå α íå å îò çíà÷åíèå ò.ê. â äîêàçàòåëñò-
âàòà ùå íè òðÿáâàò ñàìî îöåíêèòå íà ïðîìåíëèâèòå îò V ar(A).

Òàêà ùå êàçâàìå ÷å (W ′, v′) å ïîäìîäåë íà (W, v) ïîðîäåí îò A.

Ëåìà 4.2 (Ëåìà çà çàïàçâàíå íà èñòèííîñòòà). v(A) = 1⇐⇒ v′(A) = 1.

Äîêàçàòåëñòâî.
Äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèåòî íà A.

• A å àòîìàðíà. Òîâà îçíà÷àâà ÷å A å îò âèäà x P y è ñëåäîâàòåëíî
V ar(A) = {x, y}. Òîãàâà v(x) = v′(x) è v(y) = v′(y).
Àêî A å x = y òîãàâà v(x = y) = 1 ⇐⇒ v(x) = v(y) ⇐⇒ v′(x) =
v′(y)⇐⇒ v′(x = y) = 1.
Àêî A å x P y, êúäåòî P å íÿêîÿ îò ðåëàöèèòå ≤, o, u, �, O èëè U, òîãàâà

v(x P y) = 1⇐⇒ v(x) P v(y)⇐⇒ v′(x) P v′(y)
ò.ê. W ′ å ïîäñòðóêòóðà íà W⇐=================⇒

v′(x) P ′ v′(y)⇐⇒ v′(x P y) = 1.
Çà ñúñòàâíèòå ôîðìóëè å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì ëåìàòà ñàìî çà òåçè îáðàçó-
âàíè ÷ðåç ¬ è ∧.

• A å îò âèäà ¬B, êàòî çà B ëåìàòà å â ñèëà.

Òîãàâà v(¬B) = 1 ⇐⇒ v(B) = 0
ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå⇐=====================⇒ v′(B) =

0⇐⇒ v′(¬B) = 1.
• A å îò âèäà B ∧ C, êàòî çà B è C ëåìàòà å â ñèëà.

v(B ∧ C) = 1 ⇐⇒ v(B) = 1 è v(C) = 1
ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå⇐=====================⇒

v′(B) = 1 è v′(C) = 1⇐⇒ v′(B ∧ C) = 1.
�

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà äîêàæåì ñëåäíàòà òåîðåìà, êîÿòî íè ãàðàíòèðà ÷å
PSUMRL ïðèòåæàâà ñèëíîòî ñâîéñòâî íà êðàéíèòå ìîäåëè.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà A å ôîðìóëà, êàòî |V ar(A)| = n. Ñëåäîâàòåëíî A íå å
òåîðåìà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ìîäåë (W, v) ñ íîñèòåë
W , òàêèâà ÷å |W | = n è v(A) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà A íå å òåîðåìà. Òîãàâà îò Òåîðåìàòà çà ïúëíîòà íà PSUMRL
ñúùåñòâóâà ìîäåë (W ′, v′) â êîéòî v′(A) = 0.
Íåêà (W, v) å ïîäìîäåëà íà (W ′, v′) ïîðîäåí îò A. Òîãàâà èìàìå ÷å àêî
íîñèòåëÿ íà W å W , òî |W | = |V ar(A)| = n. À îò Ëåìàòà çà çàïàçâàíå
íà èñòèííîñòòà èìàìå ÷å v(A) = 0.

(⇐=) Íåêà (W, v) å ìîäåë ñ íîñèòåë W , òàêúâ ÷å |W | = n è v(A) = 0.
ÏîíåæåW ∈ Σstd, òîãàâà èìàìå ÷å A íå å âÿðíà âúâ âñè÷êè ñòàíäàðòíè
ñòðóêòóðè è òîãàâà îò Òåîðåìàòà çà ïúëíîòà íà PSUMRL ïîëó÷àâàìå
÷å A íå å òåîðåìà.

�
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5. Ìîäàëíà ëîãèêà çà ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ìåðåîëîãè÷íè

ðåëàöèè - MSUMRL

Ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêàòà íà ëîãèêàòà ùå äåôèíèðàìå ïî êëàñè÷åñêèÿ íà-
÷èí çà ñòðóêòóðèòå îò êëàñîâåòå Σstd è Σabst. Ñúùî òàêà ùå âúâåäåì è îùå
åäèí êëàñ ñòðóêòóðè, êîèòî ñà ïîäîáíè íà àáñòðàêòíèòå, íî óäîâëåòâîðÿâàò
ïî-ñëàáè óñëîâèÿ è òàêà ñà ïî-ëåñíè çà àêñèîìàòèçèðàíå.

Ùå èìàìå ïî åäíà ìîäàëíîñò çà âñÿêà îò øåñòòå ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè
ðåëàöèè. Îñâåí òîâà ùå èçïîëçâàìå è ìîäàëíîñò îòíîñíî óíèâåðñàëíàòà äâó-
ìåñòíà ðåëàöèÿ íàä íîñèòåëèòå íà ñòðóêòóðèòå, êîÿòî ùå áåëåæèì ñ W2, êàêòî
è ìîäàëíîñòè çà ñèìåòðè÷íèòå íà ≤ è � ðåëàöèè - ≥ è �.

5.1. Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà.
Åçèêà íà ëîãèêàòà ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ñèìâîëè:

• èçáðîèìî ìíîãî ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè - V ar;
• ëîãè÷åñêè îïåðàöèè - ¬, ∧, ∨, → è ↔;
• ìîäàëíè îïåðàòîðè - [≤], 〈≤〉, [≥], 〈≥〉, [o], 〈o〉, [u], 〈u〉, [�], 〈�〉, [�], 〈�〉,

[O], 〈O〉, [U], 〈U〉, [W2] è 〈W2〉;
• ñêîáè - ( è ).

Ôîðìóëèòå â òîçè åçèê ñà êàêòî ñëåäâà:

• àòîìàðíè ôîðìóëè: p, êúäåòî p ∈ V ar;
• ñúñòàâíè ôîðìóëè: ¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B), (A ↔ B) è [R]A,
êúäåòî A è B ñà ôîðìóëè, à R å íÿêîÿ îò ìîäàëíîñòèòå;

• ñúêðàòåíè ôîðìóëè: 〈R〉A å ñúêðàùåíèå çà ¬[R]¬A, êúäåòî A å ôîðìó-
ëà, à R å íÿêîÿ îò ìîäàëíîñòèòå.

Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíàòà Êðèïêå ñåìàíòèêà, ïðèëîæåíà âúðõó ñòðóêòó-
ðè ñúñ ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè.

Íåêà W ∈ Σ (êúäåòî Σ å íÿêîé îò êëàñîâåòå Σstd èëè Σabst), êàòî W å
íîñèòåëÿ íà W . Îöåíêè â W ùå äåôèíèðàìå, êàòî îïðåäåëèì ñòîéíîñòòà íà
âñÿêà ñúæäèòåëíà ïðîìåíëèâà p ∈ V ar çà ∀x ∈W .

Òàêà çà îöåíêà v ùå ïèøåì ñúîòâåòíî:
v(x, p) = 1, êîãàòî ñòîéíîñòòà íà ïðîìåíëèâàòà p â x å èñòèíà è
v(x, p) = 0, êîãàòî ñòîéíîñòòà íà p â x å ëúæà.

Âåðíîñòòà íà ôîðìóëè ïðè îöåíêà v ùå äåôèíèðàìå, êàòî èíäóêòèâíî ðàç-
øèðèì äåôèíèöèÿòà çà îöåíêè íà ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè. Íåêà A å ôîðìóëà.
Îòíîâî ùå ïèøåì
v(x,A) = 1, êîãàòî ôîðìóëàòà å âÿðíà â x è
v(x,A) = 0, êîãàòî ôîðìóëàòà íå å âÿðíà â x.
È òàêà âåðíîñòòà íà ôîðìóëàòà A ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• àêî A å àòîìàðíà ôîðìóëà, ò.å. A = p çà íÿêîÿ ñúæäèòåëíà ïðîìåíëèâà
p, òîãàâà v(x,A) = v(x, p);

• àêî A = ¬B, òîãàâà v(x,A) = 1⇐⇒ v(x,B) = 0;
• àêî A = B ∧ C, òîãàâà v(x,A) = 1⇐⇒ v(x,B) = 1 è v(x,C) = 1;
• àêî A = B ∨ C, òîãàâà v(x,A) = 1⇐⇒ v(x,B) = 1 èëè v(x,C) = 1;
• çà îïðåäåëÿíåòî íà âåðíîñòòà íà A ïðè A = B → C èëè A = B ↔ C ùå
èçïîëçâàìå åêâèâàëåíòíèòå èì ôîðìóëè ¬B ∨C è (B → C)∧ (C → B);
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• àêî A = [R]B, òîãàâà:

v(x,A) = 1⇐⇒ (∀y ∈W )(xRy =⇒ v(x,B) = 1),

è ñúîòâåòíî v(x,A) = 0⇐⇒ (∃y ∈W )(xRy è v(x,B) = 0).

Òàêà ñåìàíòèêàòà íà MSUMRL äåôèíèðàíà ÷ðåç ñòàíäàðòíèòå ñòðóêòóðè
îò Σstd ùå íàðè÷àìå ñòàíäàðòíà ñåìàíòèêà, à òàçè äåôèíèðàíà ÷ðåç ñòðóê-
òóðèòå îò Σabst - àáñòðàêòíà ñåìàíòèêà.

5.2. Åêâèâàëåíòíîñò íà ñòàíäàðòíàòà è àáñòðàêòíàòà ñåìàíòèêè íà

MSUMRL.

Çà äà ñå óáåäèì ÷å ñòàíäàðòíàòà è àáñòðàêòíàòà ñåìàíòèêè ïîðàæäàò åäíà
è ñúùà ìîäàëíà ëîãèêà òðÿáâà äà äîêàæåì ÷å L(Σstd) = L(Σabst).

Òåîðåìà 5.1. L(Σstd) = L(Σabst)

Äîêàçàòåëñòâî. B Òâúðäåíèå 2.2 ïîêàçàõìå, ÷å Σstd ⊆ Σabst. Ñëåäîâàòåëíî
L(Σabst) ⊆ L(Σstd).

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå íå å èçïúëíåíî. Ñëåäîâàòåëíî
èìà ôîðìóëà A, òàêàâà ÷å:

A ∈ L(Σstd) , íî A /∈ L(Σabst).

Òîâà îçíà÷àâà ÷å èìà ñòðóêòóðà W ∈ Σabst, â êîÿòî A íå å âÿðíà. Ò.å. èìà
îöåíêà v â W è îáåêò x îò íîñèòåëÿ íà W , òàêà ÷å:

v(x,A) = 0.

Îò Ñëåäñòâèå 3.1 èìàìå ÷å ñúùåñòâóâà W ′ ∈ Σstd, êîÿòî å èçîìîðôíà íà W
÷ðåç èçîáðàæåíèåòî h. Òîãàâà àêî äåôèíèðàìå îöåíêàòà v′ â W ′ òàêàâà ÷å

v′(h(y), p) = 1⇐⇒ v(y, p) = 1

çà âñÿêà ñúæäèòåëíà ïðîìåíëèâà p è çà âñåêè åëåìåíò y îò íîñèòåëÿ íà W , ùå
ïîëó÷èì ÷å:

v′(h(x), A) = 0.
Íî òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å A /∈ L(Σstd), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî. Ñëå-
äîâàòåëíî L(Σstd) ⊆ L(Σabst), à òàêà è L(Σstd) = L(Σabst). �

5.3. Íåñòàíäàðòíà ñåìàíòèêà çà MSUMRL è åêâèâàëåíòíîñò ñ àáñò-

ðàêòíàòà �è ñåìàíòèêà.

Ñòðóêòóðèòå îïèñàíè â Äåôèíèöèÿ 4 ñà ïî-óäîáíè ïðè èçãðàæäàíåòî íà
àêñèîìàòèêè íà ëîãèêè. Íàïðèìåð ïðè àêñèîìàòèçèðàíåòî íà ìîäàëíè ëîãèêè
âñè÷êè óñëîâèÿ, áåç (M3), ñà ìîäàëíî îïðåäåëèìè. Çà äà êîìïåíñèðàìå íåîï-
ðåäåëèìîñòòà íà (M3), ìîæåì äà ñå îòêàæåì îò òîâà óñëîâèå è äà ãî çàìåíèì ñ
ïîäõîäÿùè íåãîâè (è íà îñòàíàëèòå óñëîâèÿ) ñëåäñòâèÿ, êîèòî äà ñà äîñòàòú÷íè
çà äà ïîëó÷èì íîâ êëàñ îò ñòðóêòóðè, ñ åêâèâàëåíòíà ñåìàíòèêà çà MSUMRL.

Òâúðäåíèå 5.1. Íåêà W å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà. Òîãàâà çà íåÿ ñà èçïúë-
íåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

x O x è y ≤ x =⇒ x = y(M3′)

x U x è x ≤ y =⇒ x = y(M3′′)

z O x è z U y è y ≤ x =⇒ x = y(M3′′′)

Äîêàçàòåëñòâî.
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(M3′): Íåêà x O x è y ≤ x.
x O x

ïî (M7)
=====⇒ x ≤ y. x ≤ y è y ≤ x ïî (M3)

=====⇒ x = y.
(M3′′): Äîêàçàòåëñòâîòî íà (M3′′) å äóàëíî íà òîâà íà (M3′).

(M3′′′): Íåêà z O x, z U y è y ≤ x. z O x
ïî (M4)
=====⇒ x O z. z U y

ïî (M8)
=====⇒ y U z.

x O z è y U z
ïî (M12)
=====⇒ x ≤ y. x ≤ y è y ≤ x =⇒ x = y.

�

Äåôèíèöèÿ 8. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U) å ñòðóêòóðà, êàòî W 6= ∅, à ≤,
o, u, �, O è U ñà äâóìåñòíè ðåëàöèè íàä W .
Òîãàâà W íàðè÷àìå íåñòàíäàðòíà ìåðåîëîãè÷íà ñòðóêòóðà ñúñ ñòàáèëíè ðåëà-
öèè (èëè íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà çà ïî-êðàòêî) àêî òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëî-
âèÿòà (M1), (M2), (M3′) ÷ (M3′′′), (M4) ÷ (M30).

Îçíà÷åíèå. Êëàñúò íà âñè÷êè íåñòàíäàðòíè ñòðóêòóðè ùå îçíà÷àâàìå ñ
Σnonstd.

Òàêà Òâúðäåíèå 5.1 íè ïîêàçâà, ÷å âñÿêà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà å íåñòàí-
äàðòíà ñòðóêòóðà, ò.ê. èçïúëíÿâà âñè÷êè óñëîâèÿ îò Äåôèíèöèÿ 8.

Îò òóê íàòàòúê ïîä íåñòàíäàðòíà ñåìàíòèêà ùå ðàçáèðàìå ñåìàíòèêà íà
MSUMRL, äåôèíèðàíà ñúùî êàêòî ñòàíäàðòíàòà è àáñòðàêòíàòà �è ñåìàíòèêè,
ñàìî ÷å ÷ðåç ñòðóêòóðèòå îò êëàñà Σnonstd.

Ïðåäè äà äàäåì àêñèîìàòèêà íà ìîäàëíàòà ëîãèêà è äà äîêàæåì ïúëíîòàòà
�è, îñòàâà äà ïîêàæåì ñàìî ÷å íåñòàíäàðòíàòà �è ñåìàíòèêà å åêâèâàëåíòíà íà
àáñòðàêòíàòà �è ñåìàíòèêà. Ò.å. L(Σabst) = L(Σnonstd).

Âêëþ÷âàíåòî L(Σabst) ⊆ L(Σnonstd) ùå äîêàæåì, êàòî äåìîíñòðèðàìå ÷å èìà
êîïèðàíå, íà ñòðóêòóðèòå îò Σnonstd â ñòðóêòóðè îò Σabst.

Ò.å. ïî äàäåíà ñòðóêòóðà W îò Σnonstd, ùå òúðñèì íåïðàçíî ìíîæåñòâî I, îò
èçîáðàæåíèÿ îò W â W ′ (êàòî W ′ ∈ Σabst), çà êîåòî äà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå
óñëîâèÿ:

(∀x′ ∈W ′)(∃x ∈W )(∃f ∈ I)(f(x) = x′)(I1)

(∀x, y ∈W )(∀f, g ∈ I)(f(x) = g(y) =⇒ x = y)(I2)

Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà èçïúëíåíè çà ∀x ∈W, ∀y′ ∈W ′,∀f ∈ I :(R1)

f(x) ≤′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x ≤ y)

f(x) o′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x o y)

f(x) u′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x u y)

f(x) �′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x � y)

f(x) O′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x O y)

f(x) U′ y′ =⇒ (∃y ∈W )(∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x U y)

Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà èçïúëíåíè çà ∀x, y ∈W, ∀f ∈ I :(R2)

x ≤ y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) ≤′ g(y))

x o y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) o′ g(y))

x u y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) u′ g(y))

x � y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) �′ g(y))

x O y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) O′ g(y))

x U y =⇒ (∃g ∈ I)(f(x) U′ g(y))
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(êúäåòî W = (W,≤, o, u,�,O,U), à W ′ = (W ′,≤′, o′, u′,�′,O′,U′))

Çà äà êîíñòðóèðàìå èçîáðàæåíèÿòà îò I ùå ñè ïîìîãíåì ñúñ ñëåäíèòå

Äåôèíèöèÿ 9. Íåêà W ∈ Σnonstd, êàòî W = (W,≤, o, u,�,O,U). Íåêà ≡ å
äâóìåñòíà ðåëàöèÿ íàä W , òàêàâà ÷å çà ∀x, y ∈W :

x ≡ y ⇐⇒ x ≤ y è y ≤ x

Ëåñíî ñå âèæäà ÷å ≡ å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.
Ñ |x| (èëè |x|≡) ùå îçíà÷àâàìå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà x (çà x ∈ W )

îòíîñíî ðåëàöèÿòà ≡. Ùå êàçâàìå ÷å |x| å èçðîäåí àêî òîé å ñèíãëåòîí, ò.å.:

|x| å èçðîäåí ⇐⇒ |x| = {x}

Ëåìà 5.1. ÍåêàW ∈ Σnonstd èW = (W,≤, o, u,�,O,U). Òîãàâà ñëåäíèòå òâúð-
äåíèÿ ñà âÿðíè çà ∀x, y, z ∈W :

1) x O x =⇒ |x| å èçðîäåí
2) x U x =⇒ |x| å èçðîäåí
3) x O z è x U z =⇒ |x| å èçðîäåí

Äîêàçàòåëñòâî.

1) Íåêà x O x è y ∈ |x|. Òîãàâà y ≡ x è ñëåäîâàòåëíî y ≤ x. Òîãàâà ïî
óñëîâèå (M3′) èìàìå ÷å x = y. Òàêà |x| å ñèíãëåòîí, ò.å. |x| å èçðîäåí.

2) Íåêà x U x è y ∈ |x|. Òîãàâà x ≡ y è ñëåäîâàòåëíî x ≤ y. Òîãàâà ïî
(M3′′) èìàìå ÷å x = y. Ñëåäîâàòåëíî |x| å èçðîäåí.

3) Íåêà x O z, x U z è y ∈ |x|. Òîãàâà x ≡ y è ñëåäîâàòåëíî x ≤ y. ×ðåç
êîíòðàïîçèöèÿ íà (M10) âèæäàìå ÷å ò.ê. x U z è x ≤ y òî òîãàâà y U z.
Ò.ê. x O z è y U z, òî îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà O è U ((M4) è (M8)),
ïîëó÷àâàìå ÷å z O x è z U y.
Òàêà èìàìå z O x, z U y è y ≤ x (ò.ê. x ≡ y) è îò (M3′′′) ïîëó÷àâàìå ÷å
x = y. Ñëåäîâàòåëíî |x| å èçðîäåí.

�

Òâúðäåíèå 5.2. Íåêà W ∈ Σnonstd. Òîãàâà ñúùåñòâóâà W
′ ∈ Σabst è êîïèðàíå

I îò W â W ′.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà W = (W,≤, o, u,�,O,U), a � å äîáðà íàðåäáà íà W .
Àáñòðàêòíàòà ñòðóêòóðà W ′ ùå ïîñòðîèì ÷ðåç èçáðîèìî ìíîãî èçîáðàæåíèÿ.
Çà óäîáñòâî, èçîáðàæåíèÿòà ùå îçíà÷àâàìå ñ åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.

Òàêà íåêà I = N è íåêà ω å òàêîâà ÷å ω /∈ I. Òîãàâà èçîáðàæåíèÿòà ùå
äåôèíèðàìå òàêà:

f(x) =

{
(x, ω) , àêî |x| å èçðîäåí
(x, f) , â ïðîòèâåí ñëó÷àé

çà ∀f ∈ I è çà ∀x ∈W .
Òîãàâà ñ W ′ ùå îçíà÷èì ñòðóêòóðàòà (W ′,≤′, o′, u′,�′,O′,U′), êúäåòî:

W ′ = { f(x) | f ∈ I, x ∈W }

êàòî ðåëàöèÿòà ≤′ ñå äåôèíèðà çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W òàêà:

- àêî x 6≡ y èëè |x| å èçðîäåí èëè |y| å èçðîäåí, òî: f(x) ≤′ g(y)⇐⇒ x ≤ y;
- â ïðîòèâåí ñëó÷àé: f(x) ≤′ g(y)⇐⇒ f < g èëè (f = g è x� y).
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à ðåëàöèèòå o′, u′, �′, O′ è U′ ñà äåôèíèðàíè òàêà:

f(x) o′ g(y)⇐⇒ x o y çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W
f(x) u′ g(y)⇐⇒ x u y çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W
f(x) �′ g(y)⇐⇒ x � y çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W
f(x) O′ g(y)⇐⇒ x O y çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W
f(x) U′ g(y)⇐⇒ x U y çà ∀f, g ∈ I, ∀x, y ∈W

Ñåãà ùå ïîêàæåì ÷å I îòãîâàðÿ íà óñëîâèÿòà (I1), (I2), (R1) è (R2), ò.å. ÷å I
å êîïèðàíå.

(I1): Íåêà x′ ∈ W ′. Òîãàâà òðèâèàëíî ïî äåôèíèöèÿòà íà W ′ èìàìå ÷å
∃x ∈W, ∃f ∈ I : f(x) = x′.

(I2): Íåêà x, y ∈W , f, g ∈ I è f(x) = g(y).
Àêî |x| å èçðîäåí è |y| å èçðîäåí, òîãàâà èìàìå ÷å (x, ω) = f(x) = g(y) =
(y, ω) è ñëåäîâàòåëíî x = y;
àêî |x| íå å èçðîäåí è |y| íå å èçðîäåí, èìàìå ÷å (x, f) = f(x) = g(y) =
(y, g) è ñëåäîâàòåëíî x = y (à ñúùî è f = g);
äðóãèòå äâà ñëó÷àÿ, ïðè êîèòî åäèíèÿ îò êëàñîâåòå å èçðîäåí, à äðóãèÿ
íå å, íå ñà âúçìîæíè, ò.ê. òîãàâà íÿìà äà èìàìå ðàâåíñòâîòî f(x) = g(y).
Òàêà âúâ âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå x = y.

(R1): Íåêà x ∈W , y′ ∈W ′ è f ∈ I.
Àêî f(x) ≤′ y′, òî òîãàâà ïî (I1) èìà y ∈W è g ∈ I : g(y) = y′.

- àêî x 6≡ y èëè |x| å èçðîäåí èëè |y| å èçðîäåí, òî x ≤ y ïî äåôèíè-
öèÿòà íà ≤′;

- â ïðîòèâåí ñëó÷àé èìàìå ÷å x ≡ y è ñëåäîâàòåëíî x ≤ y.
Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷èõìå: (∃g ∈ I)(g(y) = y′ è x ≤ y).
Àêî f(x) o′ y′, òî òîãàâà ïî (I1) èìà y ∈W è g ∈ I, òàêèâà ÷å g(y) = y′,
à ïî äåôèíèöèÿòà íà o′ èìàìå ÷å x ≤ y.
Óñëîâèåòî (R1) çà ðåëàöèèòå u′, �′, O′ è U′ ñå ïîêàçâà ïî ñúùèÿ íà÷èí,
êàêòî çà o′.

(R2): Íåêà x, y ∈W è f ∈ I.
Àêî x ≤ y:

- àêî x 6≡ y èëè |x| å èçðîäåí èëè |y| å èçðîäåí, òî ïî äåôèíèöèÿ
f(x) ≤′ g(y) çà ïðîèçâîëíî g ∈ I;

- â ïðîòèâåí ñëó÷àé ïî äåôèíèöèÿ èìàìå ÷å f(x) ≤′ g(y) çà ïðîèç-
âîëíî g > f (íàïðèìåð g = f + 1).

Àêî x o y (èëè àíàëîãè÷íî x u y, x � y, x O y èëè x U y) òîãàâà
f(x) o′ g(y) çà ïðîèçâîëíî g ∈ I (ñúîòâåòíî f(x) u′ g(y), f(x) �′ g(y),
f(x) O′ g(y) èëè f(x) U′ g(y) çà ïðîèçâîëíî g ∈ I).

Îñòàâà äà äîêàæåì ÷å ïîëó÷åíàòà ñòðóêòóðà W ′ íàèñòèíà å àáñòðàêòíà
ñòðóêòóðà. Òîâà ùå íàïðàâèì êàòî ïîêàæåì ÷å W ′ óäîâëåòâîðÿâà àêñèîìèòå
(M1) ÷ (M30):

(M1): Íåêà x′ ∈W ′. Òîãàâà ïî (I1) èìà x ∈W è f ∈ I : f(x) = x′.
- àêî |x| å èçðîäåí, òî ò.ê. x ≤ x òîãàâà f(x) ≤′ f(x) (ò.å. x′ ≤′ x′);
- â ïðîòèâåí ñëó÷àé ò.ê. x ≡ x è x� x è f = f èìàìå ÷å f(x) ≤′ f(x)
(ò.å. x′ ≤′ x′).

(M2): Íåêà x′, y′, z′ ∈W ′, êàòî x′ ≤′ y′ è y′ ≤′ z′.
Ïî (I1) èìà x ∈ W è f ∈ I : f(x) = x′. Ïî (R1) èìà y ∈ W è g ∈ I :



38 ÂËÀÄÈÑËÀÂ ÍÅÍ×ÅÂ

g(y) = y′ è x ≤ y. Ñúùî ïî (R1) èìà z ∈ W è h ∈ I : h(z) = z′ è y ≤ z.
Òàêà ïî (M2) çà ñòðóêòóðàòà W èìàìå ÷å x ≤ z.

- àêî x 6≡ z èëè |x| å èçðîäåí èëè |z| å èçðîäåí, òîãàâà f(x) ≤′ h(z),
ò.å. x′ ≤′ z′;

- â ïðîòèâåí ñëó÷àé èìàìå ÷å x ≡ z (ñëåäîâàòåëíî è x ≡ y ≡ z), à
îò äåôèíèöèÿòà íà ≤′ ñëåäâà ÷å f ≤ g ≤ h.
Àêî f < h, òîãàâà f(x) ≤′ h(z) (ò.å. x′ ≤′ z′). À àêî f = g = h, òî
îòíîâî ïî äåôèíèöèÿòà íà ≤′ âèæäàìå ÷å x � y è y � z. Òîãàâà
x� z è ïî äåôèíèöèÿ f(x) ≤′ h(z).

(M3): Íåêà x′, y′ ∈ W ′, êàòî x′ ≤′ y′ è y′ ≤′ x′. Ñúùåñòâóâàò x, y ∈
W è f, g ∈ I : f(x) = x′ è g(y) = y′.
Àêî x � y èëè y � x, òîãàâà ùå ñå ïîëó÷è ÷å f(x) �′ g(y) èëè g(y) �′
f(x), êîåòî ùå å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî x ≡ y (ò.å. |x| = |y|).

- àêî |x| å èçðîäåí, òîãàâà x = y, à ñëåäîâàòåëíî è x′ = f(x) =
(x, ω) = (y, ω) = g(y) = y′;

- àêî |x| (à è |y|) íå å èçðîäåí, òî ïî äåôèíèöèÿòà íà ≤′ ñëåäâà ÷å
ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà èçïúëíåíè:

f < g èëè (f = g è x� y)

g < f èëè (g = f è y � x)

Àêî f < g èëè g < f , òî íÿìà êàê äà ñà èçïúëíåíè è äâåòå. Ñëå-
äîâàòåëíî èìàìå ÷å f = g è x � y è y � x. Òîãàâà x = y è êàòî
ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà x′ = f(x) = (x, f) = (y, g) = g(y) = y′.

(M4): x′ O′ y′
ïî (I1)
====⇒ ∃x, y ∈W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è y′ = g(y).

Òàêà f(x) O′ g(y) =⇒ x O y
ïî (M4) çà W
=========⇒ y O x =⇒ g(y) O′ f(x) =⇒

y′ O′ x′.
(M5): x′ O′ y′ =⇒ ∃x, y ∈W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è y′ = g(y).

Òàêà f(x) O′ g(y) =⇒ x O y
ïî (M5) çà W
=========⇒ x O x =⇒ f(x) O′ f(x) =⇒

x′ O′ x′.

(M6): x′ O′ y′ è y′ ≤′ z′ ïî (I1) è (R1)
=========⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ =

f(x) è y′ = g(y) è z′ = h(z) è f(x) O′ g(y) è g(y) ≤′ h(z) =⇒
x O y è y ≤ z ïî (M6) çà W

=========⇒ x O z =⇒ f(x) O′ h(z) =⇒ x′ O′ z′

(M7): Ùå äîêàæåì ÷å x′ O′ x′ =⇒ x′ ≤′ y′.
x′ O′ x′ =⇒ ∃x, y ∈ W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è f(x) O′ f(x) è y′ =

g(y) =⇒ x O x
ïî (M7) çà W
=========⇒ x ≤ y. Îò 1) îò Ëåìà 5.1, âèæäàìå ÷å ò.ê.

x O x òî |x| å èçðîäåí. È òàêà îò òîâà ÷å |x| å èçðîäåí è x ≤ y ñëåäâà ÷å
f(x) ≤′ g(y). Òàêà x′ O′ x′ =⇒ x′ ≤′ y′ (à òîãàâà è x′ O′ x′ èëè x′ ≤′ y′).

(M12): Ùå äîêàæåì ÷å x′ O′ z′ è y′ U′ z′ =⇒ x′ ≤′ y′.
x′ O′ z′ è y′ U′ z′

ïî (I1) è (R1)
=========⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =

g(y) è z′ = h(z) è f(x) O′ g(y) è g(y)U′ h(z) =⇒ x O z è y U z
ïî (M12) çà W
=========⇒ x ≤ y.

- àêî y ≤ x òîãàâà x ≡ y.
x O z è y ≤ x ïî (M4) è (M6) çà W

=============⇒ y O z.

Òàêà y O z è y U z
ïî 3) îò Ëåìà 5.1
============⇒ |y| å èçðîäåí ò.ê. x≤y

=====⇒ f(x) ≤′
g(y) =⇒ x′ ≤′ y′;

- àêî y � x =⇒ x 6≡ y ò.ê. x≤y
=====⇒ f(x) ≤′ g(y) =⇒ x′ ≤′ y′.

(M13): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′ ∈W ′, òàêîâà ÷å: x′ O′ x′ è x′ U′ x′. Òîãà-
âà x′ O′ x′ è x′ U′ x′ =⇒ ∃x ∈W, ∃f ∈ I : x′ = f(x) è f(x) O′ f(x)
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è f(x) U′ f(x) =⇒ x O x è x U x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ (M13)
çà W . Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å
x′ O′ x′ èëè x′ U′ x′.

(M14): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′ ∈ W ′, òàêîâà ÷å: x′ 6�′ x′. Òîãàâà ∃x ∈
W, ∃f ∈ I : x′ = f(x) è f(x) 6�′ f(x) è ñëåäîâàòåëíî x 6� x. Íî òîâà å
ïðîòèâîðå÷èå ñ (M14) çà W , ñëåäîâàòåëíî x′ �′ x′ çà ∀x′ ∈W ′.

(M15): x′ ≤′ y′ è y′ �′ z′ =⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =
g(y) è z′ = h(z) è f(x) ≤′ g(y) è g(y) �′ h(z) =⇒ x ≤ y è y � z
ïî (M15) çà W
=========⇒ x � z =⇒ f(x) �′ h(z) =⇒ x′ �′ z′.

(M16): x′ �′ y′ è y′ ≤′ z′ =⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =
g(y) è z′ = h(z) è f(x) �′ g(y) è g(y) ≤′ h(z) =⇒ x � y è y ≤ z
ïî (M16) çà W
=========⇒ x � z =⇒ f(x) �′ h(z) =⇒ x′ �′ z′.

(M17): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′, y′ ∈W ′, òàêèâà ÷å: x′ o′ y′ è y′ o′ x′. Òîãà-
âà ∃x, y ∈W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è y′ = g(y) è f(x) o′ g(y) è g(y) o′ f(x)
è òàêà x o y è y o x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ (M17) çà W . Ñëåäîâàòåëíî
x′ o′ y′ =⇒ y′ o′ x′ çà ∀x′, y′ ∈W ′.

(M18): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′, y′ ∈ W ′, òàêèâà ÷å: x′ o′ y′ è x′ o′ x′.
Òîãàâà ∃x, y ∈W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è y′ = g(y) è f(x) o′ g(y)
è f(x) o′ f(x) è òàêà x o y è x o x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ (M18) çà W .
Ñëåäîâàòåëíî x′ o′ y′ =⇒ x′ o′ x′ çà ∀x′, y′ ∈W ′.

(M19): x′ o′ y′ è y′ ≤′ z′ =⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =
g(y) è z′ = h(z) è f(x) o′ g(y) è g(y) ≤′ h(z) =⇒ x o y è y ≤ z
ïî (M19) çà W
=========⇒ x o z =⇒ f(x) o′ h(z) =⇒ x′ o′ z′.

(M20): x′ o′ y′ è y′ �′ z′ =⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =
g(y) è z′ = h(z) è f(x) o′ g(y) è g(y) �′ h(z) =⇒ x o y è y � z
ïî (M20) çà W
=========⇒ x O z =⇒ f(x) O′ h(z) =⇒ x′ O′ z′.

(M21): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′, y′ ∈W ′, òàêèâà ÷å: x′ o′ x′ è x′ 6�′ y′. Òî-
ãàâà ∃x, y ∈ W, ∃f, g ∈ I : x′ = f(x) è y′ = g(y) è f(x) o′ f(x) è f(x) 6�′
g(y) è òàêà x o x è x 6� y, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ (M21) çà W . Ñëåäî-
âàòåëíî x′ o′ x′ èëè x′ �′ y′ çà ∀x′, y′ ∈W ′.

(M22): Ùå äîêàæåì ÷å x′ o′ z′ è y′ U′ z′ =⇒ x′ �′ y′.
x′ o′ z′ è y′ U′ z′ =⇒ ∃x, y, z ∈ W, ∃f, g, h ∈ I : x′ = f(x) è y′ =
g(y) è z′ = h(z) è f(x) o′ h(z) è g(y) U′ h(z) =⇒ x o z è y U z
ïî (M22) çà W
=========⇒ x � y =⇒ f(x) �′ g(y) =⇒ x′ �′ y′.

(M29): Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà x′ ∈W ′, òàêîâà ÷å: x′ o′ x′ è x′ U′ x′. Òîãàâà
x′ o′ x′ è x′ U′ x′ =⇒ ∃x ∈W, ∃f ∈ I : x′ = f(x) è f(x) o′ f(x) è
f(x) U′ f(x) =⇒ x o x è x U x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ (M29) çà W .
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è òàêà ïîëó÷àâàìå ÷å
x′ o′ x′ èëè x′ U′ x′.

Âåðíîñòòà íà (M8), (M9), (M10), (M11), (M23), (M24), (M25), (M26), (M27),
(M28) è (M30) ñëåäâà îò âåðíîñòòà íà (M4), (M5), (M6), (M7), (M17), (M18),
(M19), (M20), (M22), (M21) è (M29) îò ñúîáðàæåíèÿ çà äóàëíîñò.

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å W ′ å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî íà
òâúðäåíèåòî çàâúðøâà. �

Òàêà çíàåéêè ÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà êîïèðàíå I, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà (I1),
(I2), (R1) è (R2), ïîëó÷àâàìå è ñëåäíàòà



40 ÂËÀÄÈÑËÀÂ ÍÅÍ×ÅÂ

Ëåìà 5.2 (Ëåìà çà êîïèðàíåòî). ÍåêàW ∈ Σnonstd, v å îöåíêà âW ,W ′ ∈ Σabst

è I å êîïèðàíå îò W â W ′. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îöåíêà v′ â W ′, òàêàâà ÷å:

v(x,A) = 1⇐⇒ v′(f(x), A) = 1

(v(x,A) = 0⇐⇒ v′(f(x), A) = 0 ñúîòâåòíî)

çà ∀x ∈W , ∀f ∈ I è çà âñÿêà ôîðìóëà A.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà äîêàæåì

Òåîðåìà 5.2. L(Σabst) = L(Σnonstd).

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèå 5.1 ïîêàçà, ÷å Σabst ⊆ Σnonstd. Òàêà ïîëó÷àâàìå
êàòî ñëåäñòâèå âêëþ÷âàíåòî L(Σnonstd) ⊆ L(Σabst).

Íåêà äà äîïóñíåì ÷å îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå íå å èçïúëíåíî. Ñëåäîâàòåëíî
èìà ôîðìóëà A, òàêàâà ÷å:

A ∈ L(Σabst) , íî A /∈ L(Σnonstd).

Òîâà îçíà÷àâà ÷å èìà ñòðóêòóðà W ∈ Σnonstd, â êîÿòî A íå å âÿðíà. Ò.å. èìà
îöåíêà v â W è îáåêò x îò íîñèòåëÿ íà W , òàêà ÷å:

v(x,A) = 0.

Òîãàâà ïî Òâúðäåíèå 5.2 ñúùåñòâóâà W ′ ∈ Σabst è êîïèðàíå I îò W â W ′.
Íåêà f ∈ I. Ïî ëåìàòà çà êîïèðàíåòî èìàìå îöåíêà v′ â W ′, òàêàâà ÷å:

v(x,A) = 0⇐⇒ v′(f(x), A) = 0.

Ò.å. èìàìå v′(f(x), A) = 0 êàòî ðåçóëòàò. Òîãàâà A íå å âÿðíà â W ′. Íî òàêà
ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî ÷å A ∈ L(Σabst). Ñëåäîâàòåëíî äî-
ïóñêàíåòî å ïîãðåøíî è L(Σabst) ⊆ L(Σnonstd), à òàêà ïîëó÷àâàìå è èñêàíîòî
òâúðäåíèå L(Σabst) = L(Σnonstd). �

6. Àêñèîìàòèêà è òåîðåìà çà ïúëíîòà íà MSUMRL

Ùå äàäåì àêñèîìàòèêà íà ëîãèêàòà è ùå äîêàæåì òåîðåìà çà ïúëíîòà çà
ñåìàíòèêàòà �è îòíîñíî íåñòàíäàðòíèòå ñòðóêòóðè. Ïúëíîòàòà íà òàçè àêñèî-
ìàòèêà îòíîñíî ñåìàíòèêèòå çà äðóãèòå êëàñîâå îò ñòðóêòóðè ùå ñëåäâà îò
äîêàçàíèòå òåîðåìè çà åêâèâàëåíòíîñò íà ñåìàíòèêèòå.

6.1. Àêñèîìè íà ëîãèêàòà.
Àêñèîìàòèêàòà ùå ñúñòàâèì êàòî êúì îáè÷àéíèòå çà ìîäàëíàòà ëîãèêà àê-

ñèîìè äîáàâèì òàêèâà çà âñÿêî åäíî îò óñëîâèÿòà îò äåôèíèöèÿòà çà íåñòàí-
äàðòíè ñòðóêòóðè, êàêòî è àêñèîìè çà óíèâåðñàëíàòà ðåëàöèÿ, ïðåäñòàâÿùè ÿ
êàòî ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, êîÿòî ñúäúðæà âñè÷êè îñòàíàëè ðåëàöèè.
Çà ñèìåòðè÷íèòå íà ≤ è � ðåëàöèè, ùå èçïîëçâàìå àêñèîìèòå

〈R〉[R−1]A→ A è 〈R−1〉[R]A→ A,

êîèòî ìîäàëíî îïðåäåëÿò óñëîâèÿòà xRy =⇒ yR−1x è xR−1y =⇒ yRx.

Òàêà àêñèîìèòå ñà êàêòî ñëåäâà:

I. Àêñèîìè íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå
II. Àêñèîìè çà âñÿêà åäíà îò ðåëàöèèòå ≤, o, u, �, O, U, ≥, � è W2:

(K[R]) [R](A→ B)→ ([R]A→ [R]B), êàòî R çàìåñòâà ñúîòâåòíàòà ðåëàöèÿ;

III. Àêñèîìè çà W2, ≥, � è (M1), (M2), (M3′) ÷ (M3′′′), (M4) ÷ (M30):

[W2]A→ A(W21)

〈W2〉[W2]A→ A(W22)
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[W2]A→ [W2][W2]A(W23)

[W2]A→ [R]A, çà âñÿêà ìîäàëíîñò R(W24)

〈≤〉[≥]A→ A(≥1)
〈≥〉[≤]A→ A(≥2)
〈�〉[�]A→ A(�1)
〈�〉[�]A→ A(�2)
[≤]A→ A(AM1)

[≤]A→ [≤][≤]A(AM2)

〈≤〉([O]A ∧ ¬A ∧B)→ B(AM3′)

〈≥〉([U]A ∧ ¬A ∧B)→ B(AM3′′)

〈W2〉(B ∧ ¬C ∧ 〈≤〉(A ∧ C))→ 〈O〉A ∨ 〈U〉B(AM3′′′)

〈O〉[O]A→ A(AM4)

〈O〉T ∧ [O]A→ A(AM5)

[O]A→ [O][≤]A(AM6)

[O]A ∧ [≤]B → A ∨ [W2]B(AM7)

〈U〉[U]A→ A(AM8)

〈U〉T ∧ [U]A→ A(AM9)

[U]A→ [≤][U]A(AM10)

[U]A ∧ [≥]B → A ∨ [W2]B(AM11)

[≤]A ∧ [O]B ∧ 〈W2〉([U]C ∧ ¬A)→ [W2](B ∨ C)(AM12)

([O]A→ A) ∨ ([U]B → B)(AM13)

[�]A→ A(AM14)

[�]A→ [≤][�]A(AM15)

[�]A→ [�][≤]A(AM16)

〈o〉[o]A→ A(AM17)

〈o〉T ∧ [o]A→ A(AM18)

[o]A→ [o][≤]A(AM19)

[O]A→ [o][�]A(AM20)

[o]A ∧ [�]B → A ∨ [W2]B(AM21)

[�]A ∧ [o]B ∧ 〈W2〉([U]C ∧ ¬A)→ [W2](B ∨ C)(AM22)

〈u〉[u]A→ A(AM23)

〈u〉T ∧ [u]A→ A(AM24)

[u]A→ [≤][u]A(AM25)

[U]A→ [�][u]A(AM26)

[�]A ∧ [O]B ∧ 〈W2〉([u]C ∧ ¬A)→ [W2](B ∨ C)(AM27)

[u]A ∧ [�]B → A ∨ [W2]B(AM28)

([o]A→ A) ∨ ([U]B → B)(AM29)

([O]A→ A) ∨ ([u]B → B)(AM30)

êúäåòî A, B è C ñà ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè, à T å ïðîèçâîëíà ôèêñè-
ðàíà ìîäàëíà òàâòîëîãèÿ (íàïðèìåð T = A ∨ ¬A).
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Ïðàâèëàòà çà èçâîä ñà:

A→ B,A

B
(Modus Ponens)

A

[R]A
çà âñÿêà ìîäàëíîñò R(Necessitation)

Äåôèíèöèèòå çà ôîðìàëåí èçâîä, äîêàçàòåëñòâî, òåîðåìà, òåîðèÿ è ìàê-
ñèìàëíà òåîðèÿ îñòàâàò ñúùèòå êàêòî è â êëàñè÷åñêàòà ìîäàëíà ëîãèêà.

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å èçáðîåíèòå àêñèîìè ìîäàëíî îïðåäåëÿò óñëîâèÿòà çà
íåñòàíäàðòíè ñòðóêòóðè.

Èçâåñòíî å ÷å ôîðìóëèòå (W21) ÷ (W24) îïðåäåëÿò èñêàíèòå óñëîâèÿ çà
óíèâåðñàëíàòà ðåëàöèÿ, à (≥1), (≥2), (�1) è (�2) îïðåäåëÿò âðúçêèòå ìåæäó
ðåëàöèèòå ≤ è � è òåõíèòå ñèìåòðè÷íè.

Ò.ê. (M1), (M2), (M4), (M8), (M14), (M17) è (M23) ñà óñëîâèÿ çà ðåôëåêñèâ-
íîñò, òðàíçèòèâíîñò è ñèìåòðè÷íîñò, òî òå ñå îïðåäåëÿò ìîäàëíî îò àêñèîìèòå
ñúñ ñúùèòå íîìåðà ((AM1), (AM2) è ò.í.). (M13), (M29) è (M30) ñà óñëîâèÿ êîè-
òî êîìáèíèðàò äâå óñëîâèÿ çà ðåôëåêñèâíîñò è òàêà òå ñå îïðåäåëÿò ñúîòâåòíî
îò àêñèîìè (AM13), (AM29) è (AM30).

Òîâà ÷å (M3′), (M3′′) è (M3′′′) ñå îïðåäåëÿò îò (AM3′), (AM3′′) è (AM3′′′) ùå
èçïîëçâàìå íàãîòîâî, êàòî ôàêò äîêàçàí â [1].

Îïðåäåëèìîñòòà íà îñòàíàëèòå óñëîâèÿ ùå ïîêàæåì ñ íÿêîëêî òâúðäåíèÿ.
Îïðåäåëèìîñòòà íà óñëîâèÿòà (M6), (M10), (M15), (M16), (M19), (M20),

(M25) è (M26) ùå äîêàæåì íàâåäíúæ ñúñ ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 6.1. Íåêà R, S è P ñà ìîäàëíè ðåëàöèè â ëîãèêàòà, à W å íåñ-
òàíäàðòíà ñòðóêòóðà ñ íîñèòåë W . Òîãàâà ôîðìóëàòà [P ]A → [R][S]A å
âÿðíà â W òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî çà ∀x, y, z ∈W : xRy è ySz =⇒ xPz.

÷èåòî äîêàçàòåëñòâî å àíàëîãè÷íî íà òîâà çà îïðåäåëèìîñòòà íà óñëîâèåòî
çà òðàíçèòèâíîñò.

Îïðåäåëèìîñòòà íà óñëîâèÿòà (M7), (M11), (M21), è (M28) ùå äîêàæåì ñ

Òâúðäåíèå 6.2. Íåêà R è S ñà ìîäàëíè ðåëàöèè, à W å íåñòàíäàðòíà ñòðóê-
òóðà ñ íîñèòåë W . Òîãàâà

1) [R]A∧ [S]B → A∨ [W2]B å âÿðíà â W ⇐⇒ çà ∀x, y ∈W : xRx èëè xSy;
2) [R]A∧[S−1]B → A∨[W2]B å âÿðíà âW ⇐⇒ çà ∀x, y ∈W : yRy èëè xSy.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì ñàìî 1). 2) ñå äîêàçâà ïî èäåíòè÷åí íà÷èí êàòî
ïðåðàáîòèì óñëîâèåòî yRy èëè xSy âúâ âèäà yRy èëè yS−1x.

(=⇒) Íåêà [R]A ∧ [S]B → A ∨ [W2]B å âÿðíà â W .
Íåêà x, y ∈W òàêà ÷å xRx è xSy.
Òîãàâà íåêà äåôèíèðàìå îöåíêàòà v òàêàâà ÷å:
v(x,A) = 0, à v(t, A) = 1 çà ∀t ∈W : t 6= x è
v(y,B) = 0, à v(t, B) = 1 çà ∀t ∈W : t 6= y.
Íåêà xRt. Ñëåäîâàòåëíî t 6= x ò.ê. xRx =⇒ v(t, A) = 1. Ñëåäîâàòåëíî
v(x, [R]A) = 1.
Íåêà xSt. Ñëåäîâàòåëíî t 6= y ò.ê. xSy =⇒ v(t, B) = 1. Ñëåäîâàòåëíî
v(x, [S]B) = 1.
x W2y è v(y,B) = 0 =⇒ v(x, [W2]B) = 0.
Íî òàêà v(x, [R]A) = 1, v(x, [S]B) = 1, v(x,A) = 0 è v(x, [W2]B) = 0 ò.å.
èìàìå ÷å v(x, [R]A ∧ [S]B → A ∨ [W2]B) = 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî xRx èëè xSy çà ∀x, y ∈W .



ÑÒÀÁÈËÍÈ È ÍÅÑÒÀÁÈËÍÈ ÌÅÐÅÎËÎÃÈ×ÍÈ ÐÅËÀÖÈÈ 43

(⇐=) Íåêà çà ∀x, y ∈W : xRx èëè xSy.
Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà îöåíêà v è x ∈ W , òàêà ÷å v(x, [R]A ∧ [S]B →
A ∨ [W2]B) = 0.
Ò.å. v(x, [R]A) = 1, v(x, [S]B) = 1, v(x,A) = 0 è v(x, [W2]B) = 0.
v(x, [R]A) = 1 è v(x,A) = 0 ñëåäîâàòåëíî xRx.
xRx =⇒ xSy çà ïðîèçâîëíî y ∈W .
Ò.ê. v(x, [S]B) = 1 è xSy çà ∀y ∈W ñëåäîâàòåëíî v(y,B) = 1 çà ∀y ∈W .
x W2y è v(y,B) = 1 çà ∀y ∈W ñëåäîâàòåëíî v(x, [W2]B) = 1, êîåòî îáà÷å
å â ïðîòèâîðå÷èå ñ v(x, [W2]B) = 0.
Òàêà [R]A ∧ [S]B → A ∨ [W2]B å âÿðíà â W .

�

À îïðåäåëèìîñòòà íà óñëîâèÿòà (M12), (M22), è (M27) ñëåäâà îò

Òâúðäåíèå 6.3. Íåêà R, S è P ñà ìîäàëíè ðåëàöèè â ëîãèêàòà, à W å
íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà ñ íîñèòåë W . Òîãàâà ôîðìóëàòà [R]A ∧ [S]B ∧
〈W2〉([P ]C ∧ ¬A) → [W2](B ∨ C) å âÿðíà â W òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
çà ∀x, y, z ∈W : xRy èëè xSz èëè yPz.

Äîêàçàòåëñòâî.

(=⇒) Íåêà [R]A ∧ [S]B ∧ 〈W2〉([P ]C ∧ ¬A)→ [W2](B ∨ C) å âÿðíà â W .
Íåêà x, y, z ∈W òàêà ÷å xRy è xSz è yPz.
Òîãàâà íåêà äåôèíèðàìå îöåíêàòà v òàêàâà ÷å:
v(y,A) = 0, à v(t, A) = 1 çà ∀t ∈W : t 6= y è
v(z,B) = 0, à v(t, B) = 1 çà ∀t ∈W : t 6= z è
v(z, C) = 0, à v(t, C) = 1 çà ∀t ∈W : t 6= z.
Íåêà xRt. Ñëåäîâàòåëíî t 6= y ò.ê. xRy =⇒ v(t, A) = 1. Ñëåäîâàòåëíî
v(x, [R]A) = 1.
Íåêà xSt. Ñëåäîâàòåëíî t 6= z ò.ê. xSz =⇒ v(t, B) = 1. Ñëåäîâàòåëíî
v(x, [S]B) = 1.
Íåêà yPt. Ñëåäîâàòåëíî t 6= z ò.ê. yPz =⇒ v(t, C) = 1. Ñëåäîâàòåëíî
v(y, [P ]C) = 1.
x W2y è v(y,A) = 0 è v(y, [P ]C) = 1 =⇒ v(x, 〈W2〉([P ]C ∧ ¬A)) = 1.
x W2y è v(z,B) = 0 è v(z, C) = 0 =⇒ v(x, [W2](B ∨ C)) = 0.
Íî òàêà v(x, [R]A∧ [S]B ∧ 〈W2〉([P ]C ∧¬A)→ [W2](B ∨C)) = 0, êîåòî å
ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî xRy èëè xSz èëè yPz çà ∀x, y, z ∈W .

(⇐=) Íåêà çà ∀x, y, z ∈W : xRy èëè xSz èëè yPz.
Íåêà äîïóñíåì ÷å èìà îöåíêà v è x ∈ W , òàêà ÷å v(x, [R]A ∧ [S]B ∧
〈W2〉([P ]C ∧ ¬A)→ [W2](B ∨ C)) = 0.
Ò.å. v(x, [R]A) = 1, v(x, [S]B) = 1, v(x, 〈W2〉([P ]C ∧ ¬A)) = 1
è v(x, [W2](B ∨ C)) = 0.
v(x, 〈W2〉([P ]C ∧ ¬A)) = 1 =⇒ èìà y ∈ W òàêà ÷å x W2y è v(y, [P ]C ∧
¬A) = 1. Ò.å. èìà y ∈W òàêîâà ÷å v(y, [P ]C) = 1 è v(y,A) = 0.
v(x, [R]A) = 1 è v(y,A) = 0 =⇒ xRy.
v(x, [W2](B ∨ C)) = 0 =⇒ èìà z ∈ W òàêà ÷å x W2z è v(z,B ∨ C) = 0.
Ò.å. èìà z ∈W òàêîâà ÷å v(z,B) = 0 è v(z, C) = 0.
v(x, [S]B) = 1 è v(z,B) = 0 =⇒ xSz.
v(y, [P ]C) = 1 è v(z, C) = 0 =⇒ yPz.
Íî òàêà ïîëó÷èõìå ÷å xRy è xSz è yPz, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî.
Ñëåäîâàòåëíî [R]A ∧ [S]B ∧ 〈W2〉([P ]C ∧ ¬A) → [W2](B ∨ C) å âÿðíà â
W .
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Àíàëîãè÷íî ñå ïîêàçâà è

Òâúðäåíèå 6.4. Íåêà R å íÿêîÿ îò ìîäàëíèòå ðåëàöèè â ëîãèêàòà, à W å
íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà ñ íîñèòåë W . Òîãàâà ôîðìóëàòà 〈R〉T ∧ [R]A→ A
å âÿðíà â W òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî çà ∀x, y ∈W : xRy =⇒ xRx.

Îò òîâà òâúðäåíèå ñëåäâà ÷å óñëîâèÿòà (M5), (M9), (M18) è (M24) ñå îïðå-
äåëÿò ìîäàëíî ñúîòâåòíî îò àêñèîìèòå (AM5), (AM9), (AM18) è (AM24) ò.ê.
òå îòãîâàðÿò íà îïèñàíàòà â òâúðäåíèåòî ñèòóàöèÿ.

6.2. Êàíîíè÷íè ìîäåëè è òåîðåìà çà ïúëíîòà.
Êàíîíè÷íèÿ ìîäåë (WC , vC) çà ìîäàëíàòà ëîãèêà ùå ïîñòðîèì ïî êëàñè÷åñ-

êèÿ íà÷èí. Íåêà WC = (WC ,≤C , oC , uC ,�C ,OC ,UC) êúäåòî:

WC = { âñè÷êè ìàêñèìàëíè òåîðèè íà MSUMRL }
çà ∀Γ,∆ ∈WC : ΓRC∆⇐⇒ (çà âñÿêà ôîðìóëà A)([R]A ∈ Γ =⇒ A ∈ ∆)

êàòî R îáõîæäà âñè÷êè ñòàáèëíè è íåñòàáèëíè ðåëàöèè ≤, o, u, �, O è U.
À îöåíêàòà vC äåôèíèðàìå çà âñÿêà ñúæäèòåëíà ïðîìåíëèâà p òàêà:

çà ∀Γ ∈WC : vC(Γ, p) = 1⇐⇒ p ∈ Γ

Ò.ê. âñè÷êè àêñèîìè ñà Ñàëêâèñòîâè ôîðìóëè, òî ñëåäâà ÷å òå ñà âÿðíè è â
êàíîíè÷íàòà ñòðóêòóðà. Òàêà è óñëîâèÿòà êîèòî òå îïðåäåëÿò ñà âÿðíè çà WC ,
êîåòî îçíà÷àâà ÷å WC å íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.

Åäèíñòâåíîòî êîåòî ñúçäàâà ïðîáëåì ïðè äîêàçâàíå íà ïúëíîòàòà íà
MSUMRL å ôàêòà ÷å ðåëàöèÿòà W2 íå å óíèâåðñàëíà âWC , àìè å ñàìî ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò, âêëþ÷âàùà îñòàíàëèòå ðåëàöèè. Òîâà ìîæå äà ñå ïðåîäîëåå
êàòî ñå èçïîëçâàò ïîäìîäåëè íà (WC , vC), ãåíåðèðàíè îò íÿêîé åëåìåíò íàWC .
Â òÿõ âå÷å W2 ùå å óíèâåðñàëíà ðåëàöèÿ è ìîæå èíäóêòèâíî äà ñå äîêàæå ÷å çà
âñÿêà ôîðìóëà A è çà âñÿêà ìàêñèìàëíà òåîðèÿ îò íîñèòåëÿ íà ãåíåðèðàíàòà
ïîäñòðóêòóðà, èìàìå ÷å A å âÿðíà â ïîäìîäåëà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî A
ïðèäíàëåæè íà òåîðèÿòà.

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà çà ïúëíîòà íà MSUMRL). Ñëåäíèòå ÷åòèðè òâúðäå-
íèÿ ñà åêâèâàëåíòíè çà âñÿëà ôîðìóëà A:

(1) A å òåîðåìà íà MSUMRL
(2) A å âÿðíà âúâ âñÿêà íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà
(3) A å âÿðíà âúâ âñÿêà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà
(4) A å âÿðíà âúâ âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà

Äîêàçàòåëñòâî.

((1) =⇒ (2)) Êîðåêòíîñòòà íà àêñèîìèòå ñå ïîäñèãóðÿâà îò òîâà ÷å òå ìîäàëíî îïðå-
äåëÿò óñëîâèÿòà íà êîèòî îòãîâàðÿò íåñòàíäàðòíèòå ñòðóêòóðè. È ò.ê.
ïðàâèëàòà çà èçâîä çàïàçâàò âåðíîñòòà íà ôîðìóëèòå, òî èíäóêòèâíî
ñå âèæäà ÷å àêî A å òåîðåìà íà MSUMRL, òî òÿ ùå å âÿðíà âúâ âñÿêà
íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.

((2) =⇒ (1)) Íåêà äîïóñíåì ÷å A å âÿðíà âúâ âñÿêà íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà, íî A
íå å òåîðåìà íà MSUMRL.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà òåîðèÿ íà MSUMRL Γ, òàêàâà ÷å A /∈ Γ.
Íåêà ðàçãëåäàìå ãåíåðèðàíèÿ îò Γ ïîäìîäåë íà (WC , vC): (WC

Γ , v
C
Γ ).

Òîãàâà èìàìå ÷å vC
Γ (Γ, A) = 0 ò.ê. A /∈ Γ.
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Íî òîâà îçíà÷àâà ÷å A íå å âÿðíà â WC
Γ , êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. W

C
Γ

å íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà.
Ñëåäîâàòåëíî A å òåîðåìà íà MSUMRL.

Îñòàíàëèòå åêâèâàëåíòíîñòè ñëåäâàò îò òåîðåìèòå çà åêâèâàëåíòíîñò íà ñå-
ìàíòèêèòå:

A å âÿðíà âúâ âñÿêà íåñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà ⇐⇒

A ∈ L(Σnonstd)
ïî Òåîðåìà 5.2⇐=========⇒ A ∈ L(Σabst)⇐⇒

A å âÿðíà âúâ âñÿêà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà ⇐⇒

A ∈ L(Σabst)
ïî Òåîðåìà 5.1⇐=========⇒ A ∈ L(Σstd)⇐⇒

A å âÿðíà âúâ âñÿêà ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà

�

7. Ðàçðåøèìîñò íà MSUMRL

Ñúùî êàêòî è ïðè PSUMRL, ðàçðåøèìîñòòà íà MSUMRL ùå ñëåäâà îò ôàê-
òà ÷å ëîãèêàòà ïðèòåæàâà ñèëíîòî ñâîéñòâî íà êðàéíèòå ìîäåëè. Çà öåëòà ùå
äîêàæåì ÷å MSUMRL äîïóñêà ôèëòðàöèè.

Òàêà íåêà (W, v) å ìîäåë, êàòî W ∈ Σnonstd è W = (W,≤, o, u,�,O,U), à Γ å
êðàéíî ìíîæåñòâî îò ôîðìóëè, êîåòî îòãîâàðÿ íà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(1) Γ å çàòâîðåíî îòíîñíî ïîäôîðìóëè;
(2) 〈R〉T ∈ Γ çà âñÿêà åäíà îò ìîäàëíîñòèòå o, u, O è U, êúäåòî T å ïðîèç-

âîëíà, ôèêñèðàíà îòíàïðåä, òàâòîëîãèÿ íà MSUMRL;
(3) àêî [R]A ∈ Γ, êúäåòî R å êîÿ äà å îò ìîäàëíîñòèòå îò åçèêà íà ëîãèêàòà,

òî òîãàâà [R]A ∈ Γ çà âñÿêà åäíà ìîäàëíîñò R.

Ïîäîáíè ìíîæåñòâà íàïðèìåð ùå ñúñòàâÿìå êàòî ðàçãëåäàìå äàäåíà ôîðìóëà
A è ìíîæåñòâîòî Γ îáðàçóâàìå îò ïîäôîðìóëèòå íà A, êàòî äîáàâèì íóæíèòå
ôîðìóëè ïî òî÷êè (2) è (3) îò èçèñêâàíèÿòà íà Γ. Òàêà ò.ê. ïîäôîðìóëèòå íà A
ñà êðàåí áðîé, à ÷ðåç äîáàâÿíå íà ìèíèìàëíèÿ íåîáõîäèì íàáîð îò ôîðìóëè ïî
òî÷êè (2) è (3) ñå äîáàâÿò îòíîâî êðàåí áðîé ôîðìóëè, òî ñëåä ïîëó÷àâàíåòî
íà Γ ñå ãàðàíòèðà è íåãîâàòà êðàéíîñò.

Çà äà äåôèíèðàìå ôèëòðàöèÿ íà (W, v) ùå íè å íåîáõîäèìà ñëåäíàòà ðåëà-
öèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò ìåæäó åëåìåíòèòå íà W

Äåôèíèöèÿ 10. Íåêà ' å äâóìåñòíà ðåëàöèÿ íàäW , òàêàâà ÷å çà ∀x, y ∈W :

x ' y ⇐⇒ (∀A ∈ Γ)(v(x,A) = v(y,A))

Ñ |x| ùå îçíà÷àâàìå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà x îòíîñíî ðåëàöèÿòà '.

Òàêà çà ôèëòðàöèÿ íà (W, v) ùå òúðñèì ìîäåë (W ′, v′), êàòî W ′ = (W ′,≤′
, o′, u′,�′,O′,U′), çà êîéòî

W ′ = { |x| | x ∈W }
v′(|x|, p) = v(x, p) çà ∀p ∈ V ar

è çà êîéòî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå èçèñêâàíèÿ çà ìîäàëíîñòèòå íà ëîãèêàòà

Çà âñÿêà ìîäàëíîñò R îò åçèêà íà ëîãèêàòà è çà ∀x, y ∈W :(R1)

x R y =⇒ |x| R′ |y|
Çà âñÿêà ìîäàëíîñò R îò åçèêà íà ëîãèêàòà è çà ∀x, y ∈W :(R2)

|x| R′ |y| =⇒ (∀[R]A ∈ Γ)(v(x, [R]A) = 1 =⇒ v(y,A) = 1)
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Òâúðäåíèå 7.1. Íåêà (W, v) å ìîäåë, êàòî W ∈ Σnonstd è W = (W,≤, o, u,�
,O,U), à Γ å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ôîðìóëè, êàêòî å îïèñàíî ïî-ãîðå. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ôèëòðàöèÿ íà (W, v).

Äîêàçàòåëñòâî. Ôèëòðèðàíèÿ ìîäåë (W ′, v′) ùå ïîñòðîèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
ÍåêàW ′ = (W ′,≤′, o′, u′,�′,O′,U′), êàòî íîñèòåëÿW ′ è îöåíêàòà v′ ñà îïðåäåëå-
íè êàêòî ïî-ãîðå. Ðåëàöèèòå ≤′, o′, u′, �′, O′ è U′ ùå äåôèíèðàìå çà ïðîèçâîëíè
|x|, |y| ∈W ′ òàêà:

|x| ≤′ |y| ⇐⇒ (∀[≤]A ∈ Γ)(v(x, [≤]A) = 1 =⇒ v(y, [≤]A) = 1 è

v(y, [≥]A) = 1 =⇒ v(x, [≥]A) = 1 è

v(y, [O]A) = 1 =⇒ v(x, [O]A) = 1 è

v(x, [U]A) = 1 =⇒ v(y, [U]A) = 1 è

v(x, [�]A) = 1 =⇒ v(y, [�]A) = 1 è

v(y, [�]A) = 1 =⇒ v(x, [�]A) = 1 è

v(y, [o]A) = 1 =⇒ v(x, [o]A) = 1 è

v(x, [u]A) = 1 =⇒ v(y, [u]A) = 1 è

v(x, 〈O〉T ) = 1 =⇒ v(y, 〈O〉T ) = 1 è

v(y, 〈U〉T ) = 1 =⇒ v(x, 〈U〉T ) = 1 è

v(x, 〈o〉T ) = 1 =⇒ v(y, 〈o〉T ) = 1 è

v(y, 〈u〉T ) = 1 =⇒ v(x, 〈u〉T ) = 1)

|x| O′ |y| ⇐⇒ (∀[O]A ∈ Γ)(v(x, [O]A) = 1 =⇒ v(y, [≤]A) = 1 è

v(y, [O]A) = 1 =⇒ v(x, [≤]A) = 1 è

v(x, 〈O〉T ) = 1 è

v(y, 〈O〉T ) = 1)

|x| U′ |y| ⇐⇒ (∀[U]A ∈ Γ)(v(x, [U]A) = 1 =⇒ v(y, [≥]A) = 1 è

v(y, [U]A) = 1 =⇒ v(x, [≥]A) = 1 è

v(x, 〈U〉T ) = 1 è

v(y, 〈U〉T ) = 1)

|x| �′ |y| ⇐⇒ (∀[�]A ∈ Γ)(v(x, [�]A) = 1 =⇒ v(y, [≤]A) = 1 è

v(y, [�]A) = 1 =⇒ v(x, [≥]A) = 1 è

v(y, [O]A) = 1 =⇒ v(x, [o]A) = 1 è

v(x, [U]A) = 1 =⇒ v(y, [u]A) = 1 è

v(x, 〈o〉T ) = 1 =⇒ v(y, 〈O〉T ) = 1 è

v(y, 〈u〉T ) = 1 =⇒ v(x, 〈U〉T ) = 1)

|x| o′ |y| ⇐⇒ (∀[o]A ∈ Γ)(v(x, [o]A) = 1 =⇒ v(y, [≤]A) = 1 è

v(y, [o]A) = 1 =⇒ v(x, [≤]A) = 1 è

v(x, [O]A) = 1 =⇒ v(y, [�]A) = 1 è

v(y, [O]A) = 1 =⇒ v(x, [�]A) = 1 è

v(x, 〈o〉T ) = 1 è

v(y, 〈o〉T ) = 1)
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|x| u′ |y| ⇐⇒ (∀[u]A ∈ Γ)(v(x, [u]A) = 1 =⇒ v(y, [≥]A) = 1 è

v(y, [u]A) = 1 =⇒ v(x, [≥]A) = 1 è

v(x, [U]A) = 1 =⇒ v(y, [�]A) = 1 è

v(y, [U]A) = 1 =⇒ v(x, [�]A) = 1 è

v(x, 〈u〉T ) = 1 è

v(y, 〈u〉T ) = 1)

Îñòàâà äà ïîêàæåì ÷å (R1) è (R2) ñà â ñèëà è ÷å W ′ å íåñòàíäàðòíà ñòðóê-
òóðà (ò.å. ÷å (W ′, v′) íàèñòèíà å ìîäåë íà ëîãèêàòà).

Ò.ê. äîêàçàòåëñòâîòî íà (R1) å àíàëîãè÷íî çà âñè÷êè ðåëàöèè, òî òóê ùå
áúäå îïèñàíî ñàìî äîêàçàòåëñòâîòî çà ðåëàöèÿòà ñ íàé-ìíîãî óñëîâèÿ â äåôè-
íèöèÿòà - ≤′.

Íåêà x ≤ y è íåêà [≤]A ∈ Γ. Ùå äîêàæåì âÿðíîñòòà íà âñè÷êè äâàíàéñåò
èìïëèêàöèè îò äåôèíèöèÿòà íà ≤′.
Íåêà íàïðèìåð v(x, [≤]A) = 1. Ùå äîêàæåì ÷å è v(y, [≤]A) = 1. Íåêà y ≤ t.
Òîãàâà îò òîâà ÷å (M2) å âÿðíî çà W èìàìå ÷å x ≤ y è y ≤ t =⇒ x ≤ t.
Ò.ê. v(x, [≤]A) = 1 è x ≤ t ñëåäîâàòåëíî è v(t, A) = 1.
Òàêà y ≤ t =⇒ v(t, A) = 1 çà ïðîèçâîëíî t. Ñëåäîâàòåëíî v(y, [≤]A) = 1.
Èìïëèêàöèèòå îò âòîðà äî îñìà, ïî ðåäà íà èçáðîÿâàíå â äåôèíèöèÿòà íà ≤′,
ñå äîêàçâàò àíàëîãè÷íî êàòî ñå èçïîëçâà ÷å (M2) è óñëîâèÿòà çà ñèìåòðè÷íîñò
íà O, U, o è u ñà èçïúëíåíè çà W .
Íåêà v(x, 〈O〉T ) = 1. Ñëåäîâàòåëíî ∃t ∈W òàêîâà ÷å x O t.

x O t
ïî (M4)
=====⇒ t O x. t O x è x ≤ y ïî (M6)

=====⇒ t O y =⇒ y O t.
Îò y O t è v(t, T ) = 1 ñëåäâà ÷å v(y, 〈O〉T ) = 1.
È ïîñëåäíèòå òðè èìïëèêàöèè îò äåôèíèöèÿòà íà ≤′ ñå äîêàçâàò àíàëîãè÷íî.

Ñåãà ùå ïîêàæåì (R2) çà ðåëàöèÿòà ≤′.
Íåêà |x| ≤′ |y| è [≤]A ∈ Γ òàêà ÷å v(x, [≤]A) = 1.
Ò.ê. |x| ≤′ |y| è v(x, [≤]A) = 1 òî ïî äåôèíèöèÿòà íà ≤′ èìàìå ÷å v(y, [≤]A) = 1.
Îò (M1) çà W èìàìå ÷å y ≤ y.
À îò v(y, [≤]A) = 1 è y ≤ y ñëåäâà ÷å v(y,A) = 1.

(R2) çà ðåëàöèÿòà �′ ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.
Ñåãà çà O′. Íåêà |x| O′ |y| è [O]A ∈ Γ òàêà ÷å v(x, [O]A) = 1.

Îò äåôèíèöèÿòà íà O′ èìàìå ÷å v(y, [≤]A) = 1, à îò (M1) çà W ÷å y ≤ y.
Òàêà ïîëó÷àâàìå v(y,A) = 1.

(R2) çà ðåëàöèÿòà o′ ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî íà O′, à çà ðåëàöèèòå ≥′, �′, U′

è u′, äîêàçàòåëñòâîòî å äóàëíî ñúîòâåòíî íà ≤′, �′, O′ è o′.

Òîâà ÷å W ′ ∈ Σnonstd ùå äîêàæåì, êàòî ïðîâåðèì ÷å W ′ óäîâëåòâîðÿâà óñ-
ëîâèÿòà (M1), (M2), (M3′) ÷ (M3′′′), (M4) ÷ (M30).

Çà óñëîâèå (M1) èñêàìå äà ïîêàæåì ÷å |x| ≤′ |x|. Îò ïðèëàãàíå íà (M1) çà
W èìàìå ÷å x ≤ x, à îò (R1) ïîëó÷àâàìå è ðåçóëòàòà êîéòî ñå èçèñêâà.

Àíàëîãè÷íî íà (M1) ñå ïðîâåðÿâà è óñëîâèåòî (M14).
Óñëîâèÿòà (M4) è (M17), ñúîòâåòíî çà ñèìåòðè÷íîñò íà ðåëàöèèòå O′ è o′,

ñà èçïúëíåíè ò.ê. äåôèíèöèèòå íà òåçè ðåëàöèè ñà ñèìåòðè÷íè ïî îòíîøåíèå
íà àðãóìåíòèòå ñè.

Óäîâëåòâîðèìîñòòà íà óñëîâèÿ (M2), (M6), (M15), (M16), (M19) è (M20) ñå
äîêàçâà ïî åäèí è ñúùè íà÷èí. Âñÿêî åäíî îò òåçè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿâà èì-
ïëèêàöèÿ ñ äâå ïðåäïîñòàâêè è åäíî çàêëþ÷åíèå. Êàòî äîïóñíåì ÷å ïðåäïîñ-
òàâêèòå ñà èçïúëíåíè, òî ïðîâåðêàòà íà òîâà ÷å çàêëþ÷åíèåòî å â ñèëà ñëåäâà
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äèðåêòíî îò òâúðäåíèÿòà, ñ êîèòî ðàçïîëàãàìå ïîðàäè âåðíîñòòà íà ïðåäïîñ-
òàâêèòå. Íàïðèìåð êàòî äîêàçâàìå (M2) è èñêàìå äà ïîêàæåì ÷å |x| ≤′ |z|, åäíî
îò óñëîâèÿòà êîèòî òðÿáâà äà ïðîâåðèì å ÷å v(x, [≤]A) = 1 =⇒ v(z, [≤]A) = 1.
Íî îò äåôèíèöèÿòà íà ≤′ è îò ïðåäïîñòàâêèòå |x| ≤′ |y| è |y| ≤′ |z| èìàìå ÷å
v(x, [≤]A) = 1 =⇒ v(y, [≤]A) = 1 è v(y, [≤]A) = 1 =⇒ v(z, [≤]A) = 1. Òàêà êà-
òî êîìáèíèðàìå òåçè äâå óñëîâèÿ äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå òîâà êîåòî òðÿáâà äà
ïðîâåðèì. Åäèíñòâåíîòî èçêëþ÷åíèå å ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà (M20), êîãàòî
òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè óñëîâèåòî v(x, 〈O〉T ) = 1 çà |x| O′ |z|. Òî ñå ïîêàçâà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí. Ò.ê. |x| o′ |y| òî ïî äåôèíèöèÿòà íà o′ èìàìå ÷å v(x, 〈o〉T ) = 1.
Ñëåäîâàòåëíî ∃t ∈W òàêîâà ÷å x o′ t. Ñëåäîâàòåëíî ïî (Mo) ïîëó÷àâàìå x O′ t.
Òàêà îò x O′ t è v(t, T ) = 1 ñëåäâà ÷å v(x, 〈O〉T ) = 1.

Óñëîâèÿòà (M5) è (M18) ñúùî ñå äîêàçâàò àíàëîãè÷íî åäíî íà äðóãî. Åòî
íàïðèìåð êàêâî å äîêàçàòåëñòâîòî çà (M5). Íåêà |x|O′|y|. Òîãàâà ïî äåôèíè-
öèÿòà íà O′ èìàìå ÷å v(x, 〈O〉T ) = 1. Ñëåäîâàòåëíî ∃t ∈ W òàêîâà ÷å x O t.
Òîãàâà ïî (M5) çà W ïîëó÷àâàìå x O x. Òîãàâà ïî (R1) ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî
|x| O′ |x|.

Óñëîâèÿòà (M7), (M12), (M13), (M21), (M22) è (M29) ñå ïîêàçâàò çàW ′, êàòî
ñå ïðèëîæàò ñúîòâåòíî ñúùèòå óñëîâèÿ çà W . Íàïðèìåð îò (M22) çà W èìàìå
÷å x o z èëè y U z èëè x � y. Òàêà îò (R1) ñëåäâà è ÷å |x| o′ |z| èëè |y| U′ |z|
èëè |x| �′ |y| â W ′.

Âÿðíîñòòà íà (M8), (M9), (M10), (M11), (M23), (M24), (M25), (M26), (M27),
(M28) è (M30), ñëåäâà îò âÿðíîñòòà íà (M4), (M5), (M6), (M7), (M17), (M18),
(M19), (M20), (M22), (M21) è (M29) ñúîòâåòíî, ïîðàäè ñúîáðàæåíèÿ çà äóàë-
íîñò.

Îñòàâà äà ïîêàæåì ñàìî âÿðíîñòòà íà (M3′), (M3′′) è (M3′′′). Òîâà ùå íàïðà-
âèì ñàìî çà (M3′′′), ò.ê. òî å íàé-ñëîæíî îò òðèòå. Äîêàçàòåëñòâàòà çà îñòàíà-
ëèòå äâå ñà àíàëîãè÷íè. Íåêà |z| O′ |x|, |z| U′ |y| è |y| ≤′ |x|. Íåêà äîïóñíåì ÷å
|x| 6= |y|. Òîãàâà x 6' y è ñëåäîâàòåëíî ïî äåôèíèöèÿòà íà ' ñúùåñòâóâà ôîð-
ìóëà A ∈ Γ, òàêàâà ÷å v(x,A) 6= v(y,A). Òîãàâà x 6= y. Îò |z| O′ |x| è |z| U′ |y|
÷ðåç êîíòðàïîçèöèÿ íà (R1) ïîëó÷àâàìå ÷å z O x è z U y. Òîãàâà îò (M3′′′) çà
W ñëåäâà ÷å y � x. Òîãàâà îò (M12) çà W ñëåäâà ÷å y O z èëè x U z.

- àêî y O z
ïî (R1)
====⇒ |y| O′ |z| ïî (M4) çà W ′

=========⇒ |z| O′ |y|. |z| O′ |y| è |y| ≤′

|x| ïî (M6) çà W ′

=========⇒ |z| O′ |x|.
- àêî x U z òî ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó÷àâàìå ÷å |z| U′ |y|.

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ òîâà ÷å |z| O′ |x| è |z| U′ |y|.
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî è òàêà |x| = |y|. �

Îò ôàêòà ÷å ëîãèêàòà äîïóñêà ôèëòðàöèè ñëåäâà è òàçè òåîðåìà, êîÿòî íè
ãàðàíòèðà ÷å MSUMRL ïðèòåæàâà ñèëíîòî ñâîéñòâî íà êðàéíèòå ìîäåëè.

Òåîðåìà 7.1. Íåêà A å ôîðìóëà, êàòî n å áðîÿ íà ïîäôîðìóëèòå �è. Ñëå-
äîâàòåëíî A íå å òåîðåìà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ìîäåë
(W, v) ñ íîñèòåë W , òàêèâà ÷å |W | ≤ 29n+4 è v(A) = 0.
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