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Увод

Началото на теорията на степените е поставено с работата на
Емил Пост [27] през 1944 г. В нея той забелязва, че до този момент в
математическите изследвания се срещат само два типа рекурсивно
номеруеми множества, а именно: от една страна рекурсивно номе-
руеми множества, чието допълнение също е рекурсивно номеруемо
(като например N, 2N и много други), а от друга рекурсивно номе-
руеми множества, които са пълни, т.е. можем да получим характе-
ристичната функция на кое да е рекурсивно номеруемо множест-
во, като композицията на характеристичната функция на пълното
множество с рекурсивна функция (такова например е множество-
то K състоящо се от номерата на онези машини на Тюринг, които
завършват работа над вход същия този номер). Въпросът, който
Пост поставя, е има ли рекурсивно номеруеми множества, които
да не са от тези два типа?

Отговорът на този въпрос дават Фридберг [9] и Мучник [2] и
той е утвърдителен. Така пред математическата общност се откри-
ва светът на теорията на степените на неразрешимост. През пос-
ледните 64 години са въведени повече от 10 различни структури
от степени, измежду които тези на рекурсивно номеруемите степе-
ни (R), тюринговите степени (DT ), номерационните степени (De),
медведевите степени (M), степените на мучник (Me). В следващите
няколко параграфа ще се опитаме да дадем неформална, интуитив-
на представа за основната идея, стояща зад тези структури.

Всяка структура от степени започва с въвеждането на рела-
ция сводимост между обекти от дадено фиксирано множество. Така
например в случая на R, това са рекурсивно номеруемите множес-
тва, в този на DT и De – подмножествата на N, а в този на M и
Me множествата от подмножества на N. Във всички случаи рела-
цията на сводимост се означава със знака ≤, като обикновено той е
придружен от индекс, с помощта на който да различаваме различ-
ните сводимости. Общата идея, стояща зад понятието сводимост, е
че обектът A е сводим към обектът B, ако съществува алгоритъм
преобразуващ B в A (тук придържайки съм към тезиса на Чърч-
Тюринг, под алгоритъм разбираме машина на Тюринг използваща
оракул B). Голямото разнообразие от сводимости, произлиза от ог-
раниченията, които се налагат върху използваните алгоритми.
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УВОД ii

За да дадем обща идея как се въвеждат тези релации ще се със-
редоточим върху тюринговата и номерационната сводимост, които
ще играят важна роля в по-нататъчните ни разглеждания.

Приликата между двете сводимости е, че и двете не налагат
никакви ограничения върху използваните алгоритми. Разликата е
в начина, по който третираме понятието множество от естествени
числа. В случая на тюринговата сводимост, третираме множест-
вото като единен обект, който може да дава отговор на въпроса
дали дадено естествено число му принадлежи или не. С други ду-
ми, в този случай, считаме, че знаем характеристичната функция
на множеството. В случая на номерационната сводимост, счита-
ме че знаем само функция от N в N, чиято област от стойности
е множеството, което ни интересува. Подобни функции наричаме
номерации на множеството. С други думи, за множеството знаем
само една негова апроксимация с крайни множества. Така, имаме
достът само до положителната информация на множеството. Нап-
ример, ако числото 5 принадлежи на множеството, то ще можем
да установим това след краен брой експерименти (например из-
реждайки стойностите на номерацията за 0,1,2 и т.н.). В случай,
обаче, че числото 5 не принадлежи на множеството, тази инфор-
мация ще остане скрита за нас, колкото и краен брой въпроси да
задаваме към номерацията. Така за да разберем, че числото 5 не
принадлежи, трябва да направим някакъв вид “граничен преход”,
което нямаше да ни се наложи, в случай че разполагахме с харак-
теристичната функция на множеството.

И така — множеството A е тюрингово сводимо към множеството
B (записваме A ≤T B), ако съществува алгоритъм преобразуващ
характеристичната функция на B в характеристичната функция
на A. Множеството A е номерационно сводимо към множеството B
(записваме A ≤ B), ако съществува алгоритъм преобразуващ всяка
номерация на B в номерация на A. И двете релации (≤T и ≤e) са
рефлексивни и транзитивни, поради което пораждат нетривиални
релации на еквивалентност ≡T и ≡e по следния начин:

A ≡ B ⇐⇒ A ≤ B & B ≤ A.

Класовете на еквивалентност по релацията ≡T наричаме тю-
рингови степени, а тези по ≡e — номерационни. Преднаредбите ≤T
и ≤e се превръщат в частични наредби в съответните множества
от степени.

За нашите разглеждания ще бъде важна още една сводимост
между множества, а именно сводимостта “рекурсивно номеруемо
в”. Тя, за разлика от двете горе споменати сводимости, третира по
различен начин сводимото и сводящото множество. Казваме, че A
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е рекурсивно номеруемо в B (записваме A ≤r.e. B), ако има алгори-
тъм, преобразуващ характеристичната функция на B в номерация
на A.

За разлика от ≤T и ≤e релацията ≤r.e. е само рефлексивна и
значи не е преднаредба. Заради това, не бихме могли да получим
степенна структура въз основа на тази релация. Бихме могли оба-
че да направим нещо друго, което е безсмислено в предните два
случая. С помощта на релацията ≤r.e. можем да въведем релация
≤∗ чрез

A ≤∗ B ⇐⇒ ∀X(B ≤r.e. X =⇒ A ≤r.e. X).

При тази дефиниция по-правилно е да четем знака ≤ като “по-
просто от” вместо “сводимо към”. Наистина, дефиницията по ника-
къв начин не ни подсказва какъвто и да е било алгоритъм, чрез
който да преобразуваме множеството B в множеството A. Единс-
твеното, което дефиницията казва, е, че всяко множество “кодира-
що” B “кодира” и A и в този смисъл, действително, A е по-просто
от B.

Изненадващо, Селман [32] показва, че релацията ≤∗ действи-
телно е релация на сводимост и то не коя да е, а номерационната
сводимост.

Сега нека си поставим следната задача: да се опитаме да въве-
дем сводимост ≤ω между редица от множества от естествени числа
и множество от естествени числа. Придържайки се към основната
идея за сводимост, трябва да осигурим алгоритъм преобразуващ
множеството в редицата. В случай, че не наложим ограничения
върху допустимите алгоритми (по точно, върху това, как те изпол-
зват оракула), ще загубим структурата на редицата, т.е. това че тя
има първи, втори, трети и т.н. членове. От друга страна не бихме
искали да ограничаваме прекалено много изчислителната способ-
ност на използваните алгоритми.

В [39] и [36] е предложено едно “естествено” решение на този
проблем, което се възползва от операцията скок на множество.

Операцията скок е унарна операция, която се въвежда при раз-
глеждането на тюринговата и номерационната сводимост и има
следните свойства по отношение на тях:

(1) X ≤ X ′ & X ′ 6≤ X;
(2) X ≤ Y =⇒ X ′ ≤ Y ′.

Така всяко множество X поражда една монотонно растяща ре-
дица

X � X ′ � X ′′ � · · · � X(n) � . . . ,

която бихме могли да разглеждаме, като копие на естествените чис-
ла.

0 1 2 . . . n . . .
↓ ↓ ↓ . . . ↓ . . .
X X ′ X ′′ . . . X(n) . . .
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От своя страна, всяка редица {An}n<ω от множества от естестве-
ни числа е всъщност изображение на множеството на естествените
числа в 2N:

0 1 2 . . . n . . .
↓ ↓ ↓ . . . ↓ . . .
A0 A1 A2 . . . An . . .

Комбинирайки двете редици получаваме

X X ′ X ′′ . . . X(n) . . .
↓ ↓ ↓ . . . ↓ . . .
A0 A1 A2 . . . An . . .

Така всъщност редицата {An}n<ω е сводима към множеството
X, ако A0 е сводимо към X, A1 е сводимо към X ′ и т.н. Тъй като,
обаче, искаме да имаме единен алгоритъм ще изискваме да има-
ме и алгоритъм, който по n да ни казва, кой точно алгоритъм да
използваме за да сведем An към X(n).

Остава само да подберем две неща: дали ще използваме тю-
ринговия или номерационния скок и с коя сводимост ще заменим
стрелките. В дисертацията ще се спрем на номерационния скок и
номерационната сводимост. Така, в крайна сметка, ще казваме, че
редицата {An}n<ω е сводима към множеството X (и ще записва-
ме {An}n<ω ≤ω X), ако съществува алгоритъм, който за всяко n
ни дава алгоритъм, преобразуващ произволна номерация на n-тия
номерационнен скок на X в номерация на An.

Ясно е, че релацията ≤ω не би могла да бъде нито рефлексив-
на, нито симетрична (или антисиметрична), нито транзитивна, тъй
като тя сравнява обекти различни по същността си. Така, тя сама
по себе си не би могла да породи степенна структура. От друга
страна, както при сводимостта ≤r.e., бихме могли да използваме
релацията ≤ω за да въведем релация “по-проста” (която отново ще
отбелязваме с ≤ω) между редици A и B:

A ≤ω B ⇐⇒ ∀X ⊆ N[B ≤ω X =⇒ A ≤ω X].

Релацията ≤ω между редици е преднаредба и също както тю-
ринговата и номерационната сводимост поражда степенна струк-
тура, която ще означаваме с Dω и ще наричаме структурата на
ω-номерационните степени.

Целта на дисертацията е да изследва основните свойства на тази
структура, като свойства на изброимити идеали, определимост от
първи ред, локална теория (теорията на степените под скока на
най-малката степен) и влагания на други структури.

Глава 1 е уводна и има за цел да фиксира основните понятия и
означения и да изложи основните факти за тюринговата и номера-
ционната сводимост (съответно за тюринговите и номерационните
степени), които ще бъдат необходими при по-нататъчните разглеж-
дания.
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В Глава 2 е въведена релацията сводимост между редица и мно-
жество и са изследвани някои от нейните основни свойства.

В Глава 3 е въведена горната полу-решетка на ω-номерационни-
те степени и са показани нейните основни свойства.

В Глава 4 се разглеждат изброими идеали в Dω. Показано е,
че по свойствата си те съществено се различават от изброимитие
идеали в DT и De. По-точно, оказва се, че не всеки изброим идеал
в Dω е сечение на два главни идеала, нещо което е изпълнено в
DT и De. Така възниква естествения въпрос, кои са идеалите в Dω,
притежаващи точна двойка. В тази глава е даден частичен отговор
на този въпрос, като е посочен клас идеали не притежаващи точна
двойка и клас идеали притежаващи точна двойка.

В Глава 5 е изследвана операцията скок в Dω. Показана е ед-
на силна теорема за обръщане на скока, с чияно помощ е въз-
можно да въведем операция обръщане на скока (нещо невъзмож-
но в DT и De). Благодарение на тази нова операция е показано,
че в ω-номерационните степени със скок е определима с формула
от първи ред подструктура изоморфна на номерационните степе-
ни. Освен това е показано, че групите на автоморфизмите на ω-
номерационните степени със скок и тази на автоморфизмите на
номерационните степени са изоморфни.

Галава 6 е посветена на локалната теория на Dω — по-точно на
йерархията на ниските и високи степени. Показани са необходими
и достатъчни условия за принадлежност към различните класове
на тази йерархията.

В Глава 7 са разгледани различни влагания на номерационните
степени в Dω. Показано е, че съществуват безброй много различ-
ни влагания запазващи или операцията точна горна граница или
операцията скок и е показано необходимо и достатътчно условие за
съществуване на влагане запазващо и двете операции.

Бих искал да изкажа благодарността си на всички колеги от
катедрата по “Математическа логика”, ФМИ, СУ, които през пос-
ледните 10 години, бяха мои учители, а сега вече са и мои прия-
тели. Специална благодарност бих искал да изкажа на научния си
ръководител проф. И. Сосков, който разкри пред мен тайните на
теорията на степените, с когото беше изключително удоволствие да
работя и с когото се надявам да работя и занапред.

София,
Септември 2008 г. Авторът
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Глава 1

Тюрингови и номерационни степени

Целта на тази глава е да фиксира основните означения, които
ще бъдат използвани, както и да напомни основните дефиниции
на тюрингови и номерационни степени, а също така и определе-
нията за краен и безкраен скок. Ще предполагаме, че читателят
е запознат с тези понятия, така че в тази глава по-голямата част
от твърденията ще бъдат без доказателство. За подробен увод в
теорията на тюринговите и номерационните степени препоръчваме
[29], [24] и [25].

1.1. Основни означения

Както е обичайно, с N означаваме множеството на естествени-
те числа. Когато не е казано друго, под множество ще разбираме
множество от естествени числа.

Ще предполагаме, че читателят е запознат с понятията частич-
но рекурсивна функция и частична функция рекурсивна в мно-
жество A. Всяка такава функция притежава така наречен гьоделев
индекс, като различни функции имат различни индекси, а от друга
страна всяко естествено число е индекс на такава функция. Ако не
е казано друго, с ϕp ще означаваме частично рекурсивната функ-
ция с гьоделев индекс p. Съответно, с ϕAp ще означаваме частичната
функция рекурсивна в A с гьоделев индекс p. Рекурсивни нарича-
ме всички частично рекурсивни функции, които са дефинирани за
всяко естествено число. Освен това за дадено естествено p с {p}(x)
ще означаваме стойността на ϕp в точката x.

С WA
p ще означаваме множеството WA

p = dom(ϕAp ). Ще казва-
ме, че множеството B е рекурсивно номеруемо в A, и ще пишем
A ≤r.e. B, ако B = WA

p , за някой индекс p. Множествата, рекур-
сивно номеруеми в празното, наричаме рекурсивно номеруеми и ще
означаваме с Wp вместо с W ∅

p .
Ако не е казано друго, с Du (u ∈ N) ще означаваме крайното

множество D, за което u =
∑
y∈D

2y. В такъв случай казваме, че u е

каноничен код (или индекс) на множеството.
За произволни естествени числа x и y с 〈x, y〉 ще означаваме

числото 2x(2y+1)−1, което ще наричаме код на наредената двойка
(x, y).

1
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Ще предполагаме, че е фиксирано ефективно кодиране на всич-
ки крайни редици от естествени числа. Кода на редицата x0, x1, . . . , xk
ще означаваме (отново) с 〈x1, x2, . . . , xk〉 За да не настъпва обърк-
ване с кода на наредената двойка ще направим следната уговорка:
по подразбиране 〈x1, x2〉 е кодът на наредената двойка (x1, x2). Ако
искаме да използваме това означение за кода на редицата x1, x2 ще
казваме това изрично. Нека да напомним, че ефективно кодиране
на крайните редици означава, че всяко число е код на крайна реди-
ца, като при това са фиксирани две рекурсивни функции λx.lh (x)
и λi, x.(x)i, такива че, ако a = 〈x0, x1, . . . , xk〉, то lh (a) = k + 1 и
∀(0 ≤ i < lh (a))((a)i = xi).

За две естествени числа a и x с a∗x ще означаваме кодът на ре-
дицата, която се получава като в края на редицата с код a залепим
x, т.е. a ∗ x = 〈(a)0, (a)1, . . . , (a)lh (a)−1

, x〉.
За две множества A и B полагаме

A⊕B = {2x | x ∈ A} ∪ {2x+ 1 | x ∈ B}.

Ако I ⊆ N и за всяко i ∈ I е фиксирано множество Ai с
⊕
i∈I
Ai

ще означаваме множеството⊕
i∈I

Ai = {〈x, i〉 | x ∈ Ai}.

Ако A е множество от естествени числа с A[i] ще означаваме
множеството

A[i] = {x | 〈x, i〉 ∈ A}.
За две множества A и B с A(B) ще означаваме множеството

A(B) = {〈x, u〉 ∈ A | Du ⊆ B}.

Ако f е частично изображение на N в N, под f(x) ' y ще имаме
предвид, че f е дефинирано в x и приема стойност y. С Graph (f)
ще означаваме множеството

Graph (f) = {〈x, y〉 | f(x) ' y}.

За две частични изображения f и g ще казваме f ⊆ g, ако за всяко
x и y е изпълнено

f(x) ' y =⇒ g(x) ' y,

с други думи, ако дефиниционната област на f се съдържа в дефи-
ниционната област на g и f и g съвпадат върху дефиниционната
област на f .

Ако f0 ⊆ f2 ⊆ . . . ⊆ fn ⊆ . . . с
⋃
n fn ще означаваме изображе-

нието действащо по правилото⋃
n

fn(x) ' y ⇐⇒ ∃n(fn(x) ' y).
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Ако f е частично изображение от N в N, а A ⊆ N полагаме

f [A] = {y | (∃x ∈ A)(f(x) ' y)},

f−1[A] = {x | (∃y ∈ A)(f(x) ' y)}.
Накрая, нека Φ ⊆ N× N. Ще казваме, че

“за всяко n съществува x, такова че (n, x) ∈ Φ равномерно по n”,

ако съществува рекурсивна функция g, такава че за всяко n,

(n, g(n)) ∈ Φ

Ако не е казано друго, с главни латински букви (евентуално с
индекси) ще означаваме множествата от естествени числа. С калиг-
рафските букви A, B, C и т.н. ще означаваме безкрайните редици
от множества от естестствени числа (дължината на редиците ще
зависи от контекста). Ще използваме съответните печатни букви
с индекси за да означаваме съответните координати на редица-
та. Така например, n-тата координата на редицата A ще означа-
ваме с An (винаги ще започваме от координата 0). С други думи
A = (A0, A1, . . . , An . . .).

1.2. Тюрингови степени

Ще казваме, че множеството B е тюрингово сводимо към мно-
жеството A и ще пишем B ≤T A, ако съществува естествено число
p, такова че χB = ϕAp , където χB е характеристичната функция на
B. Релацията ≤T е рефлексивна и транзитивна, което ни позволява
да дефинираме релацията на еквивалентност ≡T чрез

A ≡T B ⇐⇒ A ≤T B & B ≤T A.
Класовете на еквивалентност по релацията ≡T наричаме тю-

рингови степени на неразрешимост. Използваме означението

dT (A) = {B ⊆ N | B ≡T A}
Съвкупността от всички тюрингови степени означаваме с DT .

В DT въвеждаме релация на частична наредба

dT (B) ≤ dT (A) ⇐⇒ B ≤T A.
Оказва се, че частично нареденото множество (DT ,≤) е горна полу-
решетка, т.е. всяко двуелементно множество {a,b} има точна горна
граница a ∨ b, като при това, ако a = dT (A) и b = dT (B), то
a ∨ b = dT (A ⊕ B). Нещо повече — Спектър[41] доказва, че не
всяко двуелементно множество има точна долна, граница и значи
(DT ,≤) не е решетка.

Степента 0T = dT (∅) е най-малката от всички тюрингови степе-
ни. Така (DT ,0T ,≤,∨) е горна полу-решетка с най-малък елемент.
Структурата (DT ,0T ,≤,∨) ще означаваме с DT .
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Освен бинарната операция ∨ в DT се дефинира и едноместна
операция ′, наречена скок, чрез правилото

(dT (A))′ = dT (A′T ),

където A′T = {x | x ∈ WA
x }. Множеството A′T наричаме тюрингов

скок на A.
Както е обичайно, с a(n) и A(n)

T ще означаваме съответно n-тата
итерация на операциите ′ и JT .

Структурата (DT ,0T ,≤,∨,′ ) ще означаваме с DT ′.

1.3. Номерационни степени

Казваме, че множеството B е сводимо по номеруемост към мно-
жеството A и записваме B ≤e A, ако B = Wi(A) за някое естествено
число i.

Преди да дадем дефиницията на номерационните степени, ще
формулираме един резултат за равномерност, който ще ни послужи
и в следващите глави.

Твърдение 1.3.1. Съществуват рекурсивни функции c, j и i,
такива че

(1) Wc(i,j)(A) = Wi(Wj(A)), за всяко i и j и множество A;
(2) Wj(i,j)(A) = Wi(A)⊕Wj(A), за всяко i и j и множество A;
(3) Ако I е множество от индекси и на всяко i ∈ I сме съпос-

тавили множества Ai и Bi, и z е такова, че ∀i ∈ I(Ai =
Wϕz(i)(Bi)), то

⊕
i∈I Ai = Wi(z)(

⊕
i∈I Bi).

Доказателство. Ще докажем само последното свойство (пър-
вите две са малко или много очевидни). За целта нека I е индексно
множество и за всяко i ∈ I сме фиксирали множества Ai и Bi. Нека
λv, i.h(v, i) е рекурсивна функция, такава че за всяко v и i

Dh(v,i) = {〈x, i〉 | x ∈ Dv}.
Ясно е, че такава функция съществува.

Нека сега z е естествено число и да разгледаме множеството

W = {〈〈x, i〉, h(v, i)〉 | 〈x, v〉 ∈ Wϕz(i)}.
Ясно, е че множеството W е рекурсивно номеруемо и можем

да получим негов индекс равномерно по z. Нека i е рекурсивната
функция осигуряваща тази равномерност.

За да докажем, че i има исканото свойство нека z е, такова че
Ai = Wϕz(i)(Bi) за всяко i ∈ I. Тогава за всяко x и всяко j имаме

〈x, j〉 ∈
⊕
i∈I

Ai ⇐⇒ j ∈ I & x ∈ Aj

⇐⇒ j ∈ I & x ∈ Wϕz(j)(Bj)

⇐⇒ j ∈ I & ∃v[〈x, v〉 ∈ Wϕz(j) & Dv ⊆ Bj]
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⇐⇒ j ∈ I & ∃v[〈〈x, j〉, h(v, j)〉 ∈ Wi(z) & Dh(v,j) ⊆ {〈y, j〉 | y ∈ Bj}]

⇐⇒ 〈x, j〉 ∈ Wi(z)

(⊕
i∈I

Bi

)
.

�
Нека сега се върнем към въвеждането на структурата на номе-

рационните степени. Релацията ≤e е рефлексивна и транзитивна,
което ни дава право да въведем следната релация на еквивалент-
ност върху множества от естествени числа

A ≡e B ⇐⇒ A ≤e B & B ≤e A.
Класовете на еквивалентност по релацията ≡e наричаме номе-

рационни степени. Използваме означението

de(A) = {B | B ≡e A}.
Съвкупността от всички номерационни степени означаваме с

De, т.е. De = {de(A) | A ⊆ N}. Релацията ≤e поражда релация на
частична наредба ≤ в De, а именно

de(B) ≤ de(A) ⇐⇒ B ≤e A.
Тъй като за всяко A ⊆ N, ∅ ≤e A, то de(∅) е най-малкият елемент в
частично нареденото множество (De,≤). Ще означаваме, този най-
малък елемент с 0e.

Както и при тюринговите степени, степента de(A⊕B) е точната
горна граница на множеството {de(A),de(B)}, т.е.

de(A⊕B) = de(A) ∨ de(B)

Така (De,0e,≤,∨) е горна полу-решетка с най-малък елемент.
Възниква въпросът, дали всеки две номерационни степени имат

точна долна граница. Отговорът на този въпрос е даден от Кейз
[3] и е отрицателен.

Вече разполагаме с две горни полу-решетки — тази на тюрин-
говите степени и тази на номерационните степени. Майхил [23]
показва, че полу-решетката на тюринговите степени се влага в
тази на номерационните степени, чрез роджърсовото влагане ι :
DT → De, действащо по правилото ι(dT (A)) = de(A

+), където
A+ = A⊕ (N\A). Това е така, тъй като

A ≤T B ⇐⇒ A+ ≤e B+.

В сила е и следната по силна връзка между тюринговата и номе-
рационната сводимост доказана в [29].

Лема 1.3.2. Съществуват рекурсивни функции f и g, такива,
че за всяко i и множества A и B е изпълнено

(1) χA = ϕBi =⇒ A+ = Wf(i)(B
+)

(2) A+ = Wi(B
+) =⇒ χA = ϕBg(i).
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Тъй като за всяко множество X, (X+)+ ≡e X+, то от дефини-
цията на изображението ι следва

Range(ι) = {a ∈ De | (∃A ∈ a)(A ≡e A+)}.
Множества, за които A+ ≡e A, наричаме тотални. Съответно,

една номерационна степен е тотална, ако съдържа тотално множес-
тво. Така, областта от стойностите на ι са точно тоталните номе-
рационни степени.

Не всички номерационни степени са тотални. Степените, които
не са тотални наричаме частични, а множествата, които ги пораж-
дат — частични множества. Оказва се, че всяка номерационна сте-
пен е точна долна граница на две частични и следователно същест-
вуват континуум много частични степени. Нещо повече — съгласно
Майхил [23] “почти всички” номерационни степени са частични.

Накрая на раздела, нека отбележим връзката между номера-
ционната сводимост и релацията рекурсивно номеруемо в (≤r.e.),
показана от Селман [32].

Теорема 1.3.3. За всеки две множества A и B е в сила

A ≤e B ⇐⇒ ∀X(B ≤r.e. X ⇒ A ≤r.e. X).

В частност, за всеки две номерационни степени a и b

a ≤ b ⇐⇒ ∀(x ∈ DT )(b ≤ ι(x)⇒ a ≤ ι(x)).

1.4. Номерационен скок

Както в полу-решетката на тюринговите степени, така и в полу-
решетката на номерационните степени се въвежда едноместна опе-
рация скок. За целта въвеждаме първо номерационен скок на мно-
жество, който означаваме с ′e, като полагаме

A′e = E+
A , където EA = {〈x, i〉 | x ∈ Wi(A)}.

Съгласно Купър [5] и МакЕвой [22] операцията номерационен скок
има следните основни свойства

(1J) A �e A
′
e.

(2J) B ≤e A =⇒ B′e ≤e A′e.
(3J) Множеството A′e е тотално.
(4J) (A′T )+ ≡e (A+)′e.
Свойства (1J) и (2J) ни дават право да въведем операцията скок

на номерационна степен (която ще означаваме с ′), чрез

de(A)′ = de(A
′
e).

Свойство (4J) пък ни казва, че роджърсовото влагане запазва опе-
рацията скок, а именно

ι(a′) = (ι(a))′.

Това ни дава право да считаме, че (DT ,0T ,≤,∨,′ ) ⊆ (De,0e,≤,∨,′ ).
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От свойство (1J) получаваме, че 0e � 0e
′ и значи операцията

скок не е сюрективна. От свойство (3J) пък можем да заключим,
че само тоталните степени над 0e

′ могат да бъдат номерационни
скокове. Съгласно Теорамата на Фридберг за обръщане на скока
[8] е вярно нещо повече: за всяка номерационна степен a e в сила

0e
′ ≤ a & a е тотална ⇐⇒ ∃b(a = b′).

По този начин тоталните степени над 0e
′ са определими в De′ с

формула от първи ред.
Както е обичайно с A(n)

e , n ≥ 0, ще означаваме n-тия номераци-
онен скок на множеството A. По-точно, A(n)

e се дефинира, чрез
(1) A(0) = A.
(2) A(n+1) = (A(n))′e.

Нека отбележим, че съгласно [5, 22] свойства (2J) и (4J) могат
да бъдат усилени по следния начин.

Твърдение 1.4.1. Съществуват рекурсивни функции g, h1 и
h2, такива че за всяко множество A

(2U) Wi(A)
(n)
e = Wg(i)(A

(n)
e ), за всяко n;

(4U) (A
(n)
T )+ = Wh1(n)

(
(A+)

(n)
e

)
и (A+)

(n)
e = Wh2(n)

(
(A

(n)
T )+

)
, за

всяко n.

1.5. Системата O и безкраен скок

Дефинираме ω-скок (тюрингов и номерационен) на A чрез

A(ω) =
⊕
n<ω

A(n),

Разполагайки с ω скок на множеството A, бихме могли да про-
дължим да итерираме операцията скок, като кажем, че A(ω+n) =
(A(ω))(n). При това трансфинитно продължение ще се сблъскаме с
проблем на стъпка 2ω. Ако продължим по аналогия с A(ω) би тряб-
вало да дефинираме A(2ω), като A(2ω) = {〈x, α〉 | α < 2ω & x ∈
A(α)}. Такава дефиниция, обаче, не е коректна, тъй като не е ясно,
какво трябва да разбираме под код на наредена двойка естествено
число–ординал. За да можем все пак да продължим трансфинитна-
та итерация, вместо самите ординали използваме означения за тях,
които са естествени числа. В нашите разглеждания ще използваме
системата за означения O въведена от Клиини [17]. За подробно
изложение виж [29].

Системата O се състои от естествени числа, на всяко едно от
които е съпоставен ординал и частична наредба <O. Дефинираме
множеството от естествени числа O, наредбата <O и изображение
λx.|x|, което на всяко число от O съпоставя ординал чрез следната
индукция:

(1) 1 ∈ O и |1| = 0.
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(2) Ако x ∈ O и |x| = α, то 2x ∈ O, |2x| = α + 1 и

∀y[y <O x ∨ y = x⇒ y <O 2x].

(3) Ако p е такова, че ϕp е тотална и ∀m∀n[m < n⇒ ϕp(m) <O
ϕp(n)], то 3.5p ∈ O, |3.5p| =

⋃
n<ω |ϕp(n)| и

∀y[∃n[y <O ϕp(n)]⇒ y <O 3.5p].

Ако на числото x е съпоставен ординала α, казваме, че x е оз-
начение за α. Означенията в O са такива, че ако α има означение
в O, то и всеки ординал по-малък от него има означение. Ясно е,
че ординалите по-големи или равни на ω имат безброй много озна-
чения.

Непосредствено от дефиницията следва, че разполагаме с ефек-
тивен метод, с който да разбираме дали едно означение е означе-
ние на 0, ординал наследник или граничен ординал. Съгласно [17]
ординалите, които имат означение в системата O са точно рекур-
сивните ординали. Нещо повече — множеството {y | y <O x}, за
произволно означение x, е добре наредено по отношение на <O и
освен това е рекурсивно номеруемо. При това гьоделевият индекс
на това множество се получава равномерно по x, т.е. съществува
рекурсивна функция g, такава че за всяко означение x

{y | y <O x} = Wg(x).

По този начин, знаейки означение за ординала α, ние знаем и оз-
начения за всички ординали по-малки от него.

Накрая, нека направим следната уговорка: ако α е граничен
рекурсивен ординали и сме фиксирали означение 3.5p за него, то
под λn.α(n) ще имаме предвид рекурсивната функция ϕp.

Нека сега да видим, как с помощта на системата O дефинираме
α-ти скок за произволен рекурсивен ординал α.

Първо ще разгледаме тюринговият случай.

Дефиниция 1.5.1. Нека A е произволно множество от естес-
твени числа. Дефинираме изображението HA : O → 2N чрез

(1) HA(1) = A.
(2) HA(2x) = HA(x)′T
(3) HA(3.5p) = {〈y, x〉 | x <O 3.5p & y ∈ HA(x)}.

Така дефинираните функции HA имат следните свойства дока-
зани от Спектър [40] (виж [29]):

(TJ1) За всяко x, y ∈ O, ако |x| = |y|, то HA(x) ≤T HA(y), равно-
мерно по x и y.

(TJ2) За всяко A ≤T B и всяко x ∈ O, HA(x) ≤T HB(x), равно-
мерно по x.
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Сега за произволен рекурсивен ординал α, дефинираме α скок
на тюринговата степен a чрез

a(α) = dT (HA(x)),

където A е произволно множество от a, а x ∈ O е произволно
означение за α. Свойства (TJ1) и (TJ2) ни гарантират корекността
на дефиницията.

За да въведем α-ти скок на номерационна степен a, ще раз-
съждаваме аналогично на тюринговия случай. Първо въвеждаме
функциите EA, които са номерационен аналог на функциите HA.

Дефиниция 1.5.2. Нека A е произволно множество от естес-
твени числа. Дефинираме изображението EA : O → 2N чрез

(1) EA(1) = A.
(2) EA(2x) = EA(x)′e
(3) EA(3.5p) = {〈y, x〉 | x <O 3.5p & y ∈ EA(x)}.

За да можем да завършим дефиницията на α-ти скок на номера-
ционна степен, първо ще трябва да докажем свойства аналогични
на (TJ1) и (TJ2), а именно
(ЕJ1) За всяко x, y ∈ O, ако |x| = |y|, то EA(x) ≤e EA(y), равно-

мерно по x и y.
(ЕJ2) За всяко A ≤e B и всяко x ∈ O, EA(x) ≤e EB(x), равномер-

но по x.
Ще докажем (EJ1) и (EJ2), като ги сведем до (TJ1) и (TJ2). Ще

се възползваме от следната Лема за рекурсията (виж [29]).

Лема 1.5.3. Нека (S,≤S) е частично наредено множество, ка-
то S няма безкрайно намаляваща редица. Нека R ⊆ N × N. Нека
още съществува частично рекурсивна функция η (на два аргумен-
та), такава че за всяко y ∈ S и всяко z, за което ϕz има свойст-
вото

(∀x <S y)(ϕz(x) е дефинирано & (x, ϕz(x)) ∈ R),

е в сила η(z, y) е дефинирано и (y, η(z, y)) ∈ R. Тогава съществува
частично рекурсивна функция ψ, такава че за всяко x ∈ S, ψ(x) e
дефинирана и (x, ψ(x)) ∈ R.

Лема 1.5.4. Нека A е тотално множество. Тогава

EA(x) ≡e HA(x)+ равномерно по x.

Първо ще докажем, че EA(x) ≤e HA(x)+, равномерно по x. Нека
фиксираме рекурсивни функции c1, c2, g, h, i1 и i2, и числа j1, j2 и
j3 такива че

• Wi(Wj(X)) = Wc1(i,j)(X);
• ϕi ◦ ϕj = ϕc2(i,j);
• (Wi(X))′e = Wg(i)(X

′
e);

•
⊕

n∈IWϕp(n)(Xn) = Wi(p)(
⊕

n∈I An);
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• X = Wj1(X
+);

• (X+)′e = Wj2((X
′
T )+);

•
⊕

n∈I X
+
n = Wj3((

⊕
n∈I Xn)+).

Такива има съгласно казаното в предните раздели.
За да приложим Лема 1.5.3, нека (S,<S) = (O, <O) и нека да

разгледаме релацията

R = {(x, t) | EA(x) = Wt(HA(x)+)}.
Остава само да покажем, че съществува частично рекурсивна фун-
кция η, такава че за всяко y ∈ O и всяко z, за което ϕz има свойс-
твото

(LR) (∀x <O y)(ϕz(x) е дефинирано & (x, ϕz(x)) ∈ R),

е в сила η(z, y) е дефинирано и (y, η(z, y)) ∈ R.
Ще разгледаме трите възможни случая за y. Нека първо y = 1.

За произволно z полагаме η(z, 1) = j1.
Нека сега y = 2x за някое x. Тогава за произволно z полагаме

η(z, y) = c(g(ϕz(x)), j2).
Нека сега y = 3.5p за някое p. Тогава за произволно z полагаме

η(z, y) = c1(i(c2(z, p)), j3).
Очевидно така дефинираната функция η е частично рекурсив-

на. Нека сега фиксираме произволни y ∈ O и z ∈ N, за които ϕz
удовлетворява (LR). Ще докажем, че (y, η(z, y)) ∈ R или с други
думи EA(y) = Wη(z,y)(HA(y)+).

Нека първо y = 1. Тогава

EA(y) = A = Wj1(A
+) = Wη(z, y)(HA(y)+).

Нека сега y = 2x. Тогава

EA(y) = (EA(x))′e = (Wϕz(x)(HA(x)+))′e = Wg(ϕz(x))((HA(x)+)′e) =

Wg(ϕz(x))(Wj2((HA(x)′T )+)) = Wc1(g(ϕz(x)),j2)(HA(y)+) =

Wη(z,y)(HA(y)+).

Нека накрая y = 3.5p. Тогава

EA(y) =
⊕
n∈N

EA(ϕp(n)) =
⊕
n∈N

Wϕz(ϕp(n))(HA(ϕp(n))+) =

⊕
n∈N

Wϕc2(z,p)(n)(HA(ϕp(n))+) = Wi(c2(z,p))

(⊕
n∈N

HA(ϕp(n))+

)
=

Wi(c2(z,p))

(
Wj3

(⊕
n∈N

HA(ϕp(n))+

))
= Wc1(i(c2(z,p)),j3)(HA(y)+) =

Wη(z,y)(HA(y)+).

Сега от Лема 1.5.3 следва, че EA(x) ≤e HA(x)+ равномерно по x.
Обратната посока (HA(x)+ ≤e EA(x), равномерно по x) е анало-

гична.
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�
С това, (EJ1) и (EJ2) на практика са доказани в случая на то-

тални множества. За да можем да покажем, че те са изпълнени и
за частични множества ще се възползваме от следните три факта:

1. За всяко множество A, множеството A′e е тотално.
2. Всеки краен ординал има единствено означение в O.
3. Интуитивно — ω-скокът на A и A′e трябва да бъде един и

същ.
Възоснова на тези идеи ще докажем следната лема.

Лема 1.5.5. За всяко множество A и всяко x ∈ O, за което
|x| ≥ ω,

EA(x) ≡e EA′e(x) равномерно по x.

Доказателство. Нека преди всичко въведем рекурсивният
предикат T2 чрез

T2(x) ⇐⇒ x = 22.
..
20

.

Тогава от дефиницията на O получаваме

x ∈ O & |x| < ω ⇐⇒ T2(x).

Първо ще докажем, че за произволно A, EA′e(x) ≤e EA(x), рав-
номерно по x.

Нека фиксираме рекурсивна функция h, такава че за всяко x ∈
O

Wh(x) = {i | i <O x}
За произволни x и z дефинираме множестватаW1(x, z) иW2(x, z)

чрез

W1(x, z) = {〈〈y, i〉, v〉 | i ∈ Wh(x) & T2(i) & Dv = {〈y, 2i〉}}

W2(x, z) = {〈〈y, i〉,l(v, i)〉 | i ∈ Wh(x) & ¬T2(i) & 〈〈y, i〉, v〉 ∈ Wϕz(i)}
където l е рекурсивна функция, такава че за всяко v и i

Dl(v,i) = {〈y, i〉 | y ∈ Dv}.
Ясно е, че множествата W1(x, z) и W2(x, z) са рекурсивно номе-

руеми равномерно по x и z и значи множеството W1(x, z)∪W2(x, z)
също е рекурсивно номеруемо равномерно по x и z. Нека g е ре-
курсивна функция даваща неговият индекс за x и z, т.е.

Wg(x,z) = W1(x, z) ∪W2(x, z).

От дефиницията на двете множества е ясно, че

W1(x, z) ∩W2(x, z) = ∅
(заради условието (¬)T2(i)). Освен това

〈〈y, i〉, v〉 ∈ W1(x, z) ∪W2(x, z) & 〈u, j〉 ∈ Dv =⇒ i = j.
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Нека сега за произволно множество X с X<ω и X≥ω означим
множествата

X<ω = {〈y, i〉 ∈ X | T2(i)}
X≥ω = {〈y, i〉 ∈ X | ¬T2(i)}.

Тогава от гореспоменатите свойства на W1(x, z) ∪W2(x, z) получа-
ваме, че

(W1(x, z) ∪W2(x, z))(X) = W1(x, z)(X<ω) ∪W2(x, z)(X≥ω).

Вече сме готови да приложим лемата за рекурсията. Нека S =
{x ∈ O | |x| ≥ ω} и да разгледаме частично нареденото множествот
(S,<O). Ясно е, че то удовлетворява условията на лемата. Нека R
е релацията

R = {(x, z) | EA′e(x) = Wϕz(x)(EA(x))},
и да разгледаме частично рекурсивната функция η дефинирана
чрез правилото

η(z, x) =

g(z, x), x = 3.5p за някое p

f(ϕz(x1)),x = 2x1

където f е рекурсивна функция, такава че (Wi(X))′e = Wf(i)(X
′
e) за

всяко X и всяко i.
Остава само да докажем, че η има свойствата, изисквани в ус-

ловието на лемата за рекурсията. За целта нека фиксираме x ∈ S
и z, такова че за всяко x1 ∈ S, за което x1 <O x да бъде изпълнено,
че ϕz(x1) е дефинирана и (x1, ϕz(x1)) ∈ R.

Нека първо |x| = ω. Тогава x = 3.5p и значи η(z, x) = g(z, x).
Освен това, тъй като за i <O x е в сила T2(i), то (EA(x))<ω = EA(x),
a (EA(x))≥ω = W2(x, z) = ∅. Следователно

Wη(z,x)(EA(X)) = W1(z, x)(EA(x)).

Тогава за произволни y и i получаваме

〈y, i〉 ∈ Wη(z,x)(EA(X)) ⇐⇒ 〈y, 2i〉 ∈ EA(x) ⇐⇒

i <O x & y ∈ EA(2i) ⇐⇒ i <O x & y ∈ EA′e(i) ⇐⇒ 〈y, i〉 ∈ EA′e(x).

и значи в този случай Wη(z,x)(EA(X)) = EA′e(x).
Нека сега отново x = 3.5p, но този път |x| > ω. Нека xω <O x и

|xω| = ω. Нека забележим, че в в този случай

(EA(x))<ω = EA(xω), (EA(x))≥ω =
⊕

xω≤Oi<Ox

EA(i),

като същото важи и ако заменин A с A′e.
Отново η(z, x) = g(z, x) и значи

Wη(z,x)(EA(x)) = W1(z, x)(EA(xω)) ∪W2(z, x)(EA(x)≥ω).

От случая |x| = ω, получаваме W1(z, x)(EA(xω)) = EA′e(xω).
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Нека y и i са произволни. От дефинициите на множествата
W2(z, x) и

⊕
xω≤Oj<OxEA(j) следва, че

〈y, i〉 ∈ W2(z, x)(EA(x)≥ω) ⇐⇒
xω ≤O i <O x & ∃v[〈〈y, i〉, v〉 ∈ Wϕz(i) & Dv ⊆ EA(i)]

⇐⇒ xω ≤O i <O x & 〈y, i〉 ∈ Wϕz(i)(EA(i))

⇐⇒ 〈y, i〉 ∈ EA′e(x)≥ω,

и значи и в този случай (x, η(z, x)) ∈ R.
Остава да разгледаме само случая x = 2x1 . Но тогава x1 <O x и

значи
EA′e(x) = (EA′e(x1))

′
e =

(
Wϕz(x1)(EA(x1))

)′
e

=

Wf(ϕz(x)) ((EA(x1))
′
e) = Wη(z,x)(EA(x))

и значи и в този случай (x, η(z, x)) ∈ R.
Следователно условията на лемата за рекурсията са налице и

значи, действително, EA′e(x) ≤e EA(x) равномерно по x (|x| > ω).
За обратната сводимост изменяме дефиницията на множеството

W1(x, z) по следния начин: полагаме

W1(x, z) = W̃1(x, z) ∪ Ŵ1(x, z),

където

W̃1(x, z) = {〈〈y, 2i〉, v〉 | i ∈ Wh(x) & T2(i) & Dv = {〈y, i〉}}

Ŵ1(x, z) = {〈〈y, 1〉, v〉 | Dv = {〈〈y, i〉, 1〉}},
където i е фиксиран индекс, за който Wi(X) = X за всяко X. Така
Ŵ1(x, z)(A

′) = {〈y, 1〉 | y ∈ A}.
Нататък разсъжденията са аналогични.

�
Вече сме готови да докажем (EJ1) и (EJ2). От връзката между

тюринговата и номерационната сводимост (Лема 1.3.2) от (TJ1) и
(TJ2) получаваме
(TJ1’) За всяко x, y ∈ O, ако |x| = |y|, то HA(x)+ ≤e HA(y)+,

равномерно по x и y.
(TJ2’) За всяко A ≤T B и всяко x ∈ O, HA(x)+ ≤T HB(x)+, рав-

номерно по x.
Тогава за всяко A и всяко x, y ∈ O, такива че |x| = |y| ≥ ω

получаваме

EA(x) ≤e EA′e(x) ≤e HA′e(x)+ ≤e HA′e(y)+ ≤e EA′e(y) ≤e EA(y),

където всичките сводимости са равномерни. Тъй като за |x| = |y| <
ω, EA(x) = EA(y), то гороното доказва (EJ1). Доказателството на
(EJ2) е аналогично.

И така, вече можем да дефинираме α-ти скок на една номера-
ционна степен a, за произволен рекурсивен ординал α, чрез

a(α) = de(EA(x)),
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където A е произволен представител на a, а x е произволно озна-
чение на α. Коректността на дефиницията се гарантира от (EJ1) и
(EJ2).

Накрая ще направим следните две уговорки. Първо, тъй като
почти винаги ще се интересуваме от номерационния скок на дадено
множество A, за да не претрупваме означенията ще записваме A′
вместо A′e. Второ — ако сме фиксирали означение xα за рекурсив-
ния ординал α, то вместо EA(xα) ще пишем просто A(α).



Глава 2

Редици от множества

В тази глава ще разгледаме едно кодиране на редици от мно-
жества от естествени числа. Неформално, ще казваме че едно мно-
жество кодира дадена редица с дължина ζ, ако от α-тия скок на
множеството можем да “възстановим” α-тия член на редицата, като
при това “възстановяването” става равномерно по α. По същество,
въпреки че терминологията е друга, такова кодиране е разгледано
за първи път за крайни редици от Сосков [35]. По-късно Сосков
и Балева[37] обобщават резултатите от [35] за безкрайни редици.
Накрая Сосков и Ковачев[39] дефинират релация “сводимост меж-
ду редици” и показват теорема от селманов тип за тази сводимост,
именно използвайки кодиране на редица с множество. Накрая, те-
зи разглеждания водят до появата на ω-номерационните степени в
[36].

В 2.1 ще дадем точната дефиниция на релацията на горе спо-
менатото кодиране и ще приведем основните резултати от [35],[37]
и[39]. В 2.2 ще покажем обща схема, с чиято помощ от генерични
номерации получаваме частични множества под тях. С нейна по-
мощта ще докажем обобщения на резултатите от 2.1. Накрая, в 2.3
ще покажем един метод за разделяне на тотални степени, с който
допълнително ще обобщим теоремите от 2.1 и 2.2.

Пълно доказателство на Теорема 2.2.5 e изложено в [10]. По
времето на публикуване на тази статия на автора не бе известна
общата схема изложена в 2.2, така че доказателството в [10] e нап-
равена пълната форсинг конструкция. Както ще видим в 2.2, тя
е излишна, а Теорема 2.2.5 може да бъде изведена от съответната
теорема доказана в [35].

Резултатите от 2.3 са докладвани в [11].

2.1. Кодиране на редици от множества

Нека ζ е рекурсивен ординал с фиксирано означение за него. Ще
предполагаме, че за всеки ординал под ζ е фиксирано означение
<O от означението за ζ. Така, ако α < ζ, ще отъждествяваме α с
неговото означение.

Дефиниция 2.1.1. Нека A = {Aα}α<ζ е редица от множества
от естествени числа и X ⊆ N. Ще казваме, че A е сводима към X

15
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(или още, че X кодира A) и ще записваме A ≤ζ X, ако съществува
рекурсивна функция g, такава че Aα = Wg(α)(X

(α)) за всяко α < ζ.

С други думи, редицата A с дължина ζ е сводима към множес-
твото X, ако за всяко α < ζ, Aα ≤e X(α) равномерно по α. Тъй
като, ако X ≤e Y , то X(α) ≤e Y (α) равномерно по α (свойство (EJ2)
от 1.5), получаваме

A ≤ζ X & X ≤e Y =⇒ A ≤ζ Y.
Това от своя страна означава, че кодирането на редици е инвариат-
но относно номерационната еквивалентност. По-точно: ако X ≡e Y ,
то за всяка редица A с дължина α

A ≤α X ⇐⇒ A ≤α Y.
Оказва се, че ако множеството X кодира A, то то кодира и една

по-сложна редица, която ние ще наричаме скок редица на A и ще
означаваме с P (A). Нейната дефиниция е следната:

Дефиниция 2.1.2. Нека A = {Aα}α<ζ е редица от множества
от естествени числа. За всяко α < ζ дефинираме множеството
Pα(A) чрез следната трансфинитна индукция:

(1) P0(A) = A0.
(2) Pα+1(A) = Pα(A)′ ⊕ Aα+1.
(3) Ако α е граничен, то Pα(A) = P<α(A)⊕ Aα, където

P<α = {〈x, β〉 | β < α & x ∈ Pβ(A)}.
Полагаме P (A) = {Pα(A)}α<ζ.

В сила е следната лема.

Лема 2.1.3. Нека A = {Aα}α<ζ е редица от множества от
естествени числа и X ⊆ N. Тогава

A ≤ζ X ⇐⇒ P (A) ≤ζ X.

Доказателство. Посоката отдясно-наляво е ясна. За обратна-
та посока ще се възползваме от Лемата за рекурсията (Лема 1.5.3).
Нека фиксираме редица A, множество X и рекурсивна функция g,
такива че Aα = Wg(α)(X

(α)) за всяко α < ζ. Нека S = {α | α < ζ} (S
е множество от означенията на съответните ординали) и да разгле-
даме частично нареденото множество (S,<O) (ясно е, че то удов-
летворява условията на Лемата за рекурсията). Нека още R е ре-
лацията

R = {(α, i) | Pα(A) = Wi(X
(α).

Нека фиксираме рекурсивни функции j, f, h и l такива че
• Wi(Y )′ = Wj(i)(Y

′) за всяко i и Y .
• Wi(Y )⊕Wk(Y ) = Wf(i,k)(Y ) за всяко i, k и Y .
•
⊕

i∈IWϕp(i)(Yi) = Wh(p)(
⊕

i∈I Yi).
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Да разгледаме частично рекурсивната функция η дефинирана
чрез правилото

η(z, α) =

g(0), α = 0,
f(j(ϕz(β)), g(α)), α = β + 1,
f(h(z)), g(α)), α е граничен

За да завършим доказателството, нека фиксираме α < ζ и z,
такова че ϕz(β) е дефинирано и (β, ϕz(β)) ∈ R за всяко β < α.
Трябва да докажем, че η(z, α) ∈ R.

Нека първо α = 0. Тогава имаме

Pα(A) = P0(A) = A0 = Wg(0)(X) = Wη(z,α)(X
(0)),

и значи в този случай η(z, α) ∈ R.
Нека сега α = β + 1. Съгласно предположението за z имаме

Pβ(A) = Wϕz(β)(X
(β)). Тогава

Pα = Pβ(A)′ ⊕ Aα
= (Wϕz(β)(X

(β)))′ ⊕Wg(α)(X
(α))

= (Wj(ϕz(β))(X
(α)))⊕Wg(α)(X

(α))

= Wf(j(ϕz(β)),g(α))(X
(α)) = Wη(z,α)(X

(α)).

Така и в този случай (α, η(z, α)) ∈ R.
Накрая нека α е граничен. Съгласно дефиницията на P<α имаме

P<α =
⊕
β<α

Pβ(A).

Сега използвайки предположението за z, получаваме

Pα(A) = P<α(A)⊕ Aα

=
⊕
β<α

Pβ(A)⊕ Aα

=
⊕
β<α

Wϕz(β)(X
(β))⊕Wg(α)(X

(α))

= Wh(z)(X
(α))⊕Wg(α)(X

(α))

= Wf(h(z),g(α))(X
(α)) = Wη(z,α(X(α)).

Така и в този случай (α, η(z, α)) ∈ R и значи можем да прило-
жим Лемата за рекурсията. С това доказателството на твърдението
е завършено.

�
Възниква следният естествен въпрос: нека A и B са две редици

с дължина ζ, такива че всяко множество, кодиращо B, кодира и A,
т.е.

(2.1.1) ∀X[B ≤ζ X =⇒ A ≤ζ X],

Има ли някаква връзка между редиците A и B?
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В случай, че ζ < ω отговор ни дава следната Теорема доказана
от Сосков [35].

Теорема 2.1.4 (Сосков). Нека 1 ≤ ζ < ω, а B е редица с дъл-
жина ζ. Нека още n < ζ, а A,Q ⊆ N са такива, че Q е тотално
A+ ≤e Q, Pζ−1(B) ≤e Q и A 6≤e Pn(A). Тогава съществува тотално
множество F , такова че B ≤ζ F , F (ζ−1) ≡e Q и A 6≤e F (n).

Чрез нея можем да докажем, че (2.1.1) е еквивалентно на

(2.1.2) ∀n < ζ[An ≤e Pn(B)].

Наистина, ако (2.1.2) е изпълнено, то (2.1.1) се получава, като
следствие на Лема 2.1.3. От друга страна, ако допуснем, че (2.1.1) е
вярно, а (2.1.2) не е вярно то ще получим редица B и множество An,
такива че An 6≤e Pn(B), но за всяко X, за което е изпълнено B ≤ζ X
е изпълнено An ≤e X(n). Това противоречи на горната теорема и
значи е невъзможно.

Нека да отбележим, че при крайни редици условието за равно-
мерност не играе никаква роля. Това е така, тъй като ние трябва
да покажем само краен брой индекси на оператори, което винаги
може да се направи, чрез рекурсивна функция.

За безкрайно ζ Сосков и Балева [37] обобщават Теорема 2.1.4
по следния начин:

Теорема 2.1.5 (Сосков, Балева). Нека A и B са две редици с
дължина ζ, такива че за всяко α < ζ, Bα 6≤e Pα(A). Нека още Q
е тотално множество, такова, че

⊕
α<ζ

Pα(A) ≤e Q и
⊕
α<ζ

B+
α ≤e Q.

Тогава съществува тотално множество F , такова че A ≤ζ F ,
F (ζ) ≡e Q и за всяко α < ζ, Bα 6≤e F (α).

За разлика от случая на крайни редици, тази теорема не ни
помага да получим условие върху редици еквивалентно на (2.1.1)
в случай на безкрайни редици. Това е така, тъй като, ако ζ ≥ ω,
условието за равномерност започва да играе съществена роля. За
това необходимо е да се докаже “равномерен” вариант на Теорема
2.1.5. Точно това правят Сосков и Ковачев [39].

Теорема 2.1.6. Нека A и B са две редици с дължина ζ, такива
че за всяка рекурсивна функция g, съществува α < ζ, такова че
Bα 6= Wg(α)(Pα(A)). Тогава съществува тотално множество F ,
такова че A ≤ζ F и B 6≤ζ F .

Така окончателно получаваме исканото условие върху редиците
A и B еквивалентно на (2.1.1).

Теорема 2.1.7 (Сосков, Ковачев). Нека A и B са редици с дъл-
жина ζ. Следните условия са еквивалентни
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(OE1) ∀X(A ≤ζ X+ ⇒ B ≤ζ X+)1

(OE2) ∀α < ζ[Bα ≤e Pα(A) равномерно по α].

Накрая нека да отбележим, че със стандартно (за подобни конс-
трукции) обобщение Теорема 2.1.6 може да бъде доказана в следния
“изброим” вариант.

Теорема 2.1.8. Нека A и B1,B2, . . . ,Bn, . . . са редици с дължи-
на ζ, такива че за всяка рекурсивна функция g и всяко есествено
n, съществува α < ζ, такова че Bnα 6= Wg(α)(Pα(A)). Тогава съ-
ществува тотално множество F , такова че A ≤ζ F и за всяко
естествено n, Bn 6≤ζ F .

В следващия раздел ще видим, че в Теорема 2.1.4, Теорема 2.1.5,
Теорема 2.1.7 и Теорема 2.1.6 изразът “съществува тотално множес-
тво” може да бъде заменен с изразът “съществува частично мно-
жество”.

2.2. Обръщане на скока с частично множество

В този раздел ще видим, как твърдения за генерични тотални
множества могат да бъдат обобщени за частични множества. По-
точно, ще видим, как към всяко множество, което е графиката на
генерична функция (в смисъла, който ще дадем след малко и кой-
то е използван в [14, 26, 15]), е номерационно сводимо частично
множество с подобни свойства по отношение на номерационната
сводимост. Благодарение на това ще можем да докажем теоремите
от предния раздел и за частични множества.

За пръв път свойствата на частичните генерични множества и
връзката им с генеричността в тюринговия случай са изследвани
от Купстейк [6]. По-голямата част от идеите в следващите доказа-
телства са заимствани именно от там.

Ще започнем, като въведем понятието генеречина номерация
(виж [?, 37]).

Дефиниция 2.2.1. Нека A е непразно множество от естес-
твени числа. Казваме, че функцията τ : [0, 2q + 1) → N е A-
регулярна крайна част, ако τ [2N+ 1] ⊆ A. Казваме, че изображе-
нието f : N→ N е A-регулярно, ако f [2N+ 1] = A.

Всъщност A-регулярните крайни части представляват крайни
редици. Това ни дава право да дефинираме код на крайна част, като
кодът на крайната редица, на която крайната част е еквивалентна.
Както е обичайно, няма да различаваме крайните части от техните
кодове и значи крайните части са всъщност естествени числа.

1Условието (OE1) показва, че е достатъчно да се интересуваме само от
тоталните множества кодиращи дадена редица. В следващия раздел ще видим,
че е достатъчно да се интересуваме само от частичните множества кодиращи
редицата.
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Множеството от всички A-регулярни крайни части ще означа-
ваме с RA. Ясно е, че RA ≤e A.

Дефиниция 2.2.2. Нека A e непразно множество от естест-
вени числа. Казваме, че изображението f : N → N е A-генерична
номерация, ако f е A-регулярно и за всяко i съществува A-регулярна
крайна част τ ⊆ f , такава че

τ ∈ Wi(A) ∨ (∀ρ ∈ RA)(τ ⊆ ρ⇒ ρ 6∈ Wi(A)).

В сила е следната лема.

Лема 2.2.3. Нека A е непразно множество и f e A-генерично
изображение. Тогава Graph (f)′ ≡e A′ ⊕Graph (f).

Доказателство. Нека за простота на означенията положим
F = Graph (f). Тъй като f е A-регулярно изображение, то A ≤e F
и значи A′ ⊕ F ≤e F ′.

Нека сега да видим обратната посока. Нека за произволни e, y ∈
N

(1) X〈e,y〉 = {τ ∈ RA | y ∈ We(Graph (τ))};
(2) Y〈e,y〉 = {τ ∈ RA | ∃ρ ∈ RA[τ ⊆ ρ & ρ ∈ X〈e,y〉]};
(3) Z〈e,y〉 = {τ ∈ RA | ∀ρ ∈ RA[τ ⊆ ρ⇒ ρ 6∈ X〈e,y〉]}.

Тъй като RA ≤e F , то X〈e,y〉 ≤e A равномерно по e и y. За множес-
твото Y〈e,y〉 е в сила

Y〈e,y〉 ≤e X〈e,y〉 ⊕RA,

тъй като за да номерираме елементите на Y〈e,y〉, достатъчно е да
изредим онези подчастите на елементите на X〈e,y〉, които принад-
лежат на RA. По този начин, Y〈e,y〉 ≤e A равномерно по e и y.

Накарая, тъй като Z〈e,y〉 = RA\Y〈e,y〉, то Z〈e,y〉 ≤e A′ равномерно
по e и y.

От дефиницията на номерационна сводимост и A-регулярна но-
мерация получаваме

x ∈ W(F ) ⇐⇒ ∃τ ⊆ f [τ ∈ RA & x ∈ We(Graph (τ))].

Тогава
(2.2.1) x ∈ W(F ) ⇐⇒ ∃τ ⊆ f [τ ∈ X〈e,x〉].
и значи

x 6∈ W(F ) ⇐⇒ ∀τ ⊆ f [τ 6∈ X〈e,x〉].
Тъй като f е A-генерична, то за произволно e и x

∃τ ⊆ f [τ ∈ X〈e,x〉 ∨ τ ∈ Z〈e,x〉]
Следователно
(2.2.2) x 6∈ W(F ) ⇐⇒ ∃τ ⊆ f [τ ∈ Z〈e,x〉].
Сега от (2.2.1) и (2.2.2) и от

X〈e,x〉, Z〈e,x〉 ≤e A′ равномерно по e и y
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получаваме F ′ ≤e A′ ⊕ F .
�

В следващото твърдение ще видим, как от A-генерична номе-
рация f можем да получим, частично множество F ∗, такова че

A �e F
∗ �e Graph (f) и F ∗′ ≡e Graph (f)′.

Твърдение 2.2.4. Нека A е непразно множество и нека f е
A-генерична номерация. Нека f ∗ е частично изображение на N в
N действащо по правилото

f ∗(x) '
{
f(x)− 1, f(x) 6= 0
¬! , f(x) = 0

Тогава:
(Q1) A ≤e Graph (f ∗) ≤e Graph (f);
(Q2) Graph (f ∗)′ ≡e Graph (f)′

(Q3) Graph (f ∗) 6≤e A;
(Q4) ∀X ⊆ N[X+ ≤e Graph (f ∗) =⇒ X+ ≤e A].

Доказателство. Нека отново с цел простота на означенията
F = Graph (f) и F ∗ = Graph (f ∗).

(Q1) Ясно е, че F ∗ ≤e F . Освен това

A =

{
f ∗[2N+ 1] ∪ {0}, 0 ∈ A
f ∗[2N+ 1] , 0 6∈ A

и значи A ≤e F ∗.
(Q2) Трябва само да докажем, че F ′ ≤e F ∗′. От дефиницията на

f ∗ следва, че F ≤e F ∗′. Съгласно Лема 2.2.3, F ′ ≡e A′ ⊕ F и значи
F ′ ≤e F ∗′.

(Q3) Без ограничение можем да предполагаме, че A е безкрайно.
Да допуснем, че F ∗ ≤e A и нека с S отбележим множеството

S = {τ ∈ RA | (∃x < lh (τ))(f ∗(x) + 2 ' τ(x))}.

Тогава S ≤e A и нека S = Wi(A). Освен това, тъй като A е без-
крайно, f приема безброй много пъти стойност различна от 0, и
значи за всяка крайна част τ ∈ RA съществува крайна част σ ∈ S,
такава че τ ⊆ σ. Но тогава от A-генеричността на f получаваме, че
съществува крайна част τ ⊆ f , такава че τ ∈ S. Нека x е такова, че
f ∗(x) + 2 ' τ(x). Но тогава f ∗(x) + 2 ' f(x), което е невъзможно.

Значи F ∗ 6≤e A.
(Q4) Нека за произволно естествено i с Wĩ означим полуразре-

шимото множество за което

〈x, ũ〉 ∈ Wĩ ⇐⇒ ∃u(〈x, u〉 ∈ Wi & Dũ = {〈z, y + 1〉 | 〈z, y〉 ∈ Du})

Тогава
X = Wi(F

∗) ⇐⇒ X = Wĩ(F ).
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Нека още за произволно τ ∈ RA с 〈τ〉 означим множеството

〈τ〉 = {〈x, y〉 ∈ Graph (τ) | y 6= 0}

Тогава Wĩ(Graph (τ)) = Wĩ(〈τ〉).
Както и в Лема 2.2.3 с X〈e,y〉 ще означаваме множеството

X〈e,y〉 = {τ ∈ RA | y ∈ We(Graph (τ))}.

Вече сме готови да докажем (Q4). Нека X е тотално множес-
тво, такова че X ≤e F ∗. Без ограничение, можем да считаме че
X = Graph (h) за някоя тотална функция h. Нека X = Wi(F

∗). Да
разгледаме множеството

S1 = {τ ∈ RA | ∃x∃y1∃y2(y1 6= y2 & τ ∈ X〈̃i,〈x,y1〉〉 & τ ∈ X〈̃i,〈x,y2〉〉}

Имаме S1 ≤e A и следователно съществува крайна част τ ⊆ f ,
такава че τ ∈ S1 или за всяка крайна част σ ∈ RA, ако τ ⊆ σ,
то σ 6∈ S1. Нека фиксираме едно такова τ и да допуснем, че τ ∈
S1. Нека x, y1 и y2 са числа, такива че y1 6= y2 и τ ∈ X〈̃i,〈x,y1〉〉
и τ ∈ X〈̃i,〈x,y2〉〉. Тогава, съгласно доказателството на Лема 2.2.3,
〈x, y1〉, 〈x, y2〉 ∈ Wĩ(F ). Но Wĩ(F ) е графика на функция, което е
противоречие. Следователно за всяко σ ∈ RA, ако τ ⊆ σ, то σ 6∈ S1.

Нека с S2 означим множеството от онези крайни части τ , за
които τ ⊆ τ и съществуват крайни части σ1 и σ2, и естествени
числа x, y1 и y2, такива че

(1) lh (σ1), lh (σ2) ≤ lh (τ);
(2) ∀k[lh (τ) ≤ k < lh (σi) & σi(k) 6= 0 =⇒ τ(k) = 0] за всяко

i = 1, 2.
(3) σ1 ∈ X〈̃i,〈x,y1〉〉;
(4) σ2 ∈ X〈̃i,〈x,y2〉〉.

Отново S2 ≤e A. Нека фиксираме крайна част τ ⊆ f , такава че τ ∈
S2 или за всяко σ ∈ RA, ако τ ⊆ σ, то σ 6∈ S2. Да допуснем, че τ ∈ S2

и нека σ1, σ2, x, y1 и y2 удовлетворяват условията (1),(2),(3) и (4).
Тъй като X е графика на тотална функция, можем да фиксираме
y, така че 〈x, y〉 ∈ X. Тогава 〈x, y〉 ∈ Wĩ(F ). Нека τ 1 ⊆ f е такава,
че τ ⊆ τ 1 и τ 1 ∈ X〈̃i,〈x,y〉〉. Тъй като y1 6= y2, можем да считаме, че
y1 6= y. Да разгледаме крайната част σ : [0, lh (τ 1))→ N, за която

σ(k) =

τ(k), k < lh (τ̃);
σ1(k), lh (τ) ≤ k < lh (σ1) & σ1(k) 6= 0;
τ 1(k), иначе.

Ясно е, че σ ∈ RA. Освен това 〈σ1〉, 〈τ 1〉 ⊆ 〈σ〉 и следователно
σ ∈ X〈̃i,〈x,y1〉〉 и σ ∈ X〈̃i,〈x,y〉〉. Следователно σ ∈ S1. Но тъй като
τ ⊆ σ и σ ∈ RA, получаваме противоречие с избора на τ .

Следователно за всяко σ ∈ RA, ако τ ⊆ σ, то σ 6∈ S2.
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Сега твърдим, че X = {x | ∃σ ∈ RA[τ ⊆ σ & σ ∈ X〈̃i,x〉]}. Тъй
като множеството отдясно е номерационно сводимо към A с това
ще завърши доказателството на (Q4).

Ясно е, че

X = {x | ∃σ ∈ RA(τ ⊆ σ & σ ⊆ f ∗ & σ ∈ X〈i,x〉}.

Остава само да покажем, че ако σ ∈ RA, τ ⊆ σ и σ ∈ X〈i,x〉, то
x ∈ X. Да допуснем противното, и нека σ ∈ RA, τ ⊆ σ, σ ∈ X〈i,x〉,
но x 6∈ X. Нека x = 〈x1, y1〉. Тогава h(x1) = y′ 6= y1. Нека фиксираме
крайна част σ2 ∈ V , такава че τ ⊆ σ2 ⊆ f и σ2 ∈ X〈i,〈x1,y′〉〉. Да раз-
гледаме крайната част τ̃ : [0,max{lh (σ), lh (σ2)}) → N, действаща
по правилото

τ(k) =

{
τ(k), k < lh (τ);
0, lh (τ) ≤ k < lh (τ̃)

Тогава τ̃ ∈ V , τ ⊆ τ̃ и τ̃ , σ и σ2 удовлетворяват условия (1)–(4)
от дефиницията на S2. Но тогава τ̃ ∈ S2, което е противоречие с
избора на τ .

�
Като използваме Твърдение 2.2.4 можем да обобщим теоремите

от предния раздел. Започваме с Теорема 2.1.5.

Теорема 2.2.5. Нека A и B са две редици с дължина ζ, такива
че за всяко α < ζ, Bα 6≤e Pα(A). Нека още Q е тотално множес-
тво, такова, че

⊕
α<ζ

Pα(A) ≤e Q и
⊕
α<ζ

B+
α ≤e Q. Тогава съществува

частично множество F ∗, такова че
(R1) A ≤ζ F ∗;
(R2) (∀α < ζ)(Bα 6≤e F ∗(α));
(R3) F ∗(ζ) ≡e Q;
(R4) (∀X ⊆ N)(X ≤e F =⇒ X ≤e A0).
(R5) F ∗ 6≤e A0.

Доказателство. Нека A и B удовлетворяват условието на те-
оремата. Съгласно доказателството на Теорема 2.1.5 изложено в
[35], съществува множество F , такова че A ≤ζ F , F (ζ) ≡e Q и за
всяко α < ζ, Bα 6≤e F (α), като при това F е графика на A0-генерична
функция f . Нека f ∗ се получава от f , както в Твърдение 2.2.4 и
нека означим F ∗ = Graph (f ∗).

(R1) Съгласно (Q2), F ∗′ ≡e F ′ и следователно F ∗(α) ≡e F (α),
равномерно по α > 0. От друга страна, A0 ≤e F ∗ и значи A ≤ζ F ∗.

(R2) Следва от (Q1).
(R3) Следва от (Q2).
(R4) Това е точно (Q4).
(R5) Това е точно (Q3).

�
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Като следствие на горната теорема, можем да получим следната
теорема за обръщане на номерационния скок доказана от МакЕвой
[22].

Следствие 2.2.6. Нека b е тотална номерационна степен,
такава че 0e

′ ≤ b. Тогава съществува ненулева номерационна сте-
пен a, такава че a′ = b и

∀x(x е тотална & x ≤ a =⇒ x = 0e).

Теорема 2.2.7. Нека A и B1,B2, . . . ,Bn, . . . са редици с дължина
ζ, такива че за всяка рекурсивна функция g и всяко естествено
n, съществува α < ζ, такова че Bnα 6= Wg(α)(Pα(A)). Тогава съ-
ществува частично множество F , такова че A ≤ζ F и за всяко
естествено n, Bn 6≤ζ F .

Доказателство. В доказателството на Теорема 2.1.6 от [39],
конструираното множество не е A0-генерично, но това може да бъ-
де осигурено с лека модификация в една от дефинициите. Така
получаваме A0-генерична номерация f , такава че A ≤ζ Graph (f)
и Bn 6≤ζ Graph (f) за всяко n.

Нека сега f ∗ се получава от f , както в Твърдение 2.2.4. Нека
означим F = Graph (f) и F ∗ = Graph (f ∗). Съгласно (Q2), F ′ ≡e F ∗′
и значи F (α) ≡e F∗(α) равномерно по α > 1. Тъй като A0 ≤e F ∗, то
A ≤ζ F ∗.

Съгласно (Q1), F ∗ ≤e F и значи, за всяка редица B, ако B ≤ζ F ∗,
то B ≤ζ F . Следователно ∀n[Bn 6≤ζ F ∗].

Накрая, съгласно (Q3) и (Q4), F ∗ е частично множество.
�

Следствие 2.2.8. Нека A и B са редици с дължина ζ. Тогава

(∀F ⊆ N)(F − частично & A ≤ζ F ⇒ B ≤ζ F ) ⇐⇒
∃g(g е рекурсивна функция & ∀(α < ζ)(Bα = Wg(α)(Pα(A)))).

2.3. Един метод за разделяне на тотални множества

Под разделяне на едно множество Q (съответно степен q), има-
ме предвид намирането на две множестваX и Y (съответно степени
x и y), такива че X, Y �e Q (съответно x,y � q) и Q ≡e X ⊕ Y
(съответно q = x ∨ y). В този раздел ще покажем метод, който
може да се използва за обобщаване на определени форсинг конс-
трукции, така че вместо едно множество, удовлетворяващо опре-
делени свойства, да строим две множества X и Y притежаващи
същите свойства, като допълнително изискаме X ⊕ Y ≡e Q, къ-
дето Q е множество, в което оригиналната конструкция е рекур-
сивна. Освен метода (Лема 2.3.1) ще видим и някои приложения,
които ще използваме по-късно за да изследваме подструктури на
ω-номерационните степени.
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Нека първо да въведем някои означения, които ще считаме ва-
лидни само в рамките на раздела. Както е обичайно, крайна част
ще наричаме изображение τ : [0, q)→ N, като при това всяка край-
на част τ ще отъждествяваме с крайната редица τ(0), τ(1), . . . , τ(q−
1). По този начин всяка крайна част има код и можем да отъждес-
твим крайните части с техните кодове. В частност, множеството

{τ | τ е крайна част}
е рекурсивно.

Нека f : N → N, а {yi}i<ω e редица от естествени числа. Разг-
леждаме редицата τ0, τ1, . . ., получена по правилото

τ0 =∅
τi+1=f(τi ∗ yi)

Ако за всяко i, τi ⊆ τi+1 с f({yi}i<ω) ще означаваме изобра-
жението

⋃
i<ω

τi. В противен случай, ще считаме, че f({yi}i<ω) не е

дефинирано.
Вече сме готови да формулираме и докажем основното твърде-

ние в този раздел.

Лема 2.3.1. Нека с F означим множеството от всички изоб-
ражения на N в N и нека P ⊆ F . Нека f e функция рекурсивна в
тоталното множество Q, такава че за всяка редица от естес-
твени числа {yi}i<ω рекурсивна в Q

f({yi}i<ω) ∈ P.
Тогава съществуват функции g, h ∈ P , такива че

Q ≡e Graph (g)⊕Graph (h)

Доказателство. Нека фиксираме една номерация fQ на Q,
такава че Graph (fq) ≤e Q. С индукция по i дефинираме две редици
от крайни части {τi}i<ω и {σi}i<ω, както и две редици от естествени
числа {yi}i<ω и {zi}i<ω.

(1) τ0 = σ0 = ∅;
(2) yi = 〈lh (σi), fQ(2i)〉;
(3) τi+1 = f(τi ∗ yi);
(4) zi = 〈lh (τi+1), fQ(2i+ 1)〉;
(5) σi+1 = f(σi ∗ zi).

Нека g = f({yi}i<ω), а h = f({zi}i<ω). Следователно g, h ∈ P и освен
това Graph (g),Graph (h) ≤e Q. От друга страна и е изпълнено, че

(1) lh (τ0) = 0
(2) lh (σi) = (g(lh (τi)))0

(3) lh (τi+1) = (h(lh (σi)))0

и следователно редицата

lh (τ0), lh (σ0), lh (τ1), lh (σ1), . . . , lh (τn), lh (σn), . . .
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е рекурсивно номеруема в Graph (g)⊕Graph (h). Но от друга страна
имаме, че

fQ(2i) = (g(lh (τi)))1, fQ(2i+ 1) = (h(lh (σi)))1

и значи Q ≤e Graph (g)⊕Graph (h).
�

На пръв поглед изглежда, че условията наложени върху фун-
кцията f в условието на Лема 2.3.1 са твърде силни. Оказва се,
обаче, че подобни функции се получават често конструирайки да-
дено множество от естествени числа използвайки форсинг метод.
Така, например, стоят нещата с доказателството на Теорема 2.1.5
изложено в [35]. Прилагайки Лема 2.3.1 към това доказателство
получаваме следната теорема:

Теорема 2.3.2. Нека A и B са две редици с дължина ζ, та-
кива че за всяко α < ζ, Bα 6≤e Pα(A). Нека още Q е тотално
множество, такова, че

⊕
α<ζ

Pα(A) ≤e Q и
⊕
α<ζ

B+
α ≤e Q. Тогава съ-

ществуват тотални множества F и G, такива че A ≤ζ F,G,
F (ζ) ≡e G(ζ) ≡e Q и за всяко α < ζ, Bα 6≤e F (α), F ⊕ G ≡e Q и
Bα 6≤e G(α).

При това F и G са графиките на A0-генерични номерации.

Като следствие от горната теорема получаваме една теорема на
Селман [33].

Следствие 2.3.3. За всяко естествено n, съществуват номе-
рационни степени a и b, такива че

a ∨ b = a(n) = b(n) = 0e
(n).

Прилагайки Твърдение 2.2.4 получаваме още следното следст-
вие:

Теорема 2.3.4. Нека A и B са две редици с дължина ζ, такива
че за всяко α < ζ, Bα 6≤e Pα(A). Нека още Q е тотално множест-
во, такова, че

⊕
α<ζ

Pα(A) ≤e Q и
⊕
α<ζ

B+
α ≤e Q. Тогава съществуват

частични множества F и G, такива че A ≤ζ F,G, F (ζ) ≡e G(ζ) ≡e
Q, F ⊕ G ≡e Q и за всяко α < ζ, Bα 6≤e F (α) и Bα 6≤e G(α). При
това за всяко тотално X, X ≤e F ∨X ≤e G =⇒ X ≤e A0.



Глава 3

ω-Номерционни степени

В тази глава ще въведем структурата на ω-номерационните сте-
пениDω. В 3.1 ще дефинираме понятието за ω-номерационна степен
и ще въведем релация на частична наредба≤ω между ω-номерацион-
ните степени. Ще видим, че по отношение на ≤ω ω-номерационните
степени образуват горна полу-решетка с най-малък елемент. В 3.2
ще изследваме основните свойства на релацията ≤ω. По-нататък, в
3.3 ще видим, че съществува естествено влагане κ на номерацион-
ните степени в ω-номерационните степени. Образът на номераци-
онните степени под действието на това влагане ще означим с D1.
Ще докажем и две теореми от селманов тип за релацията ≤ω по от-
ношение на степените от D1. Накрая, в 3.4 ще въведем операторът
скок и ще видим, че той е съгласуван с влагането κ.

Всички дефиниции и резултати в тази глава се дължат на Сос-
ков [36]. Изключение в това отношение правят само Теорема 3.2.4
и Теорема 3.3.2, като първата е просто следствие на резултатите от
[39, 36], а втората е еквивалентна на Теорема 2.1.6 и Теорема 2.2.8.

3.1. Дефиниция на ω-номерационните степени

Нека с Sω означим множеството на всички редици с дължина
ω, състоящи се от множества от естествени числа. Елементите на
Sω ще отбелязваме с буквите A, B, C и т.н., а с ∅ω ще означаваме
редицата ∅ω = (∅, ∅, . . . , ∅, . . .).

Дефиниция 3.1.1. Нека A е елемент на Sω и нека A = {An}n<ω.
Скок-клас на редицата A ще наричаме множеството

JA = {dT (X) | An ≤r.e. X(n)
T равномерно по n}.

По този начин с всяка редица от Sω свързваме едно множес-
тво от тюрингови степени. Така, например, скок-класът на ∅ω се
състои от всички тюрингови степени, а скок-класът на редицата
(A, ∅, ∅, . . . , ∅) се състои от тюринговите степени на онези множес-
тва, в които множеството A е рекурсивно номеруемо.

С помощта на скок-класовете дефинираме две бинарни релации
в Sω.

Дефиниция 3.1.2. Нека A и B са два елемента на Sω. Ще
казваме, че редицата A е равномерно сводима към редицата B и
ще записваме A ≤ω B, ако JB ⊆ JA. Ще казваме, че редицата A е

27
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равномерно еквивалентна на редицата B и ще записваме A ≡ω B,
ако JB = JA.

От дефиницията е ясно, че ≤ω е рефлексивна и транзитивна
релация, а ≡ω е релация на еквивалентност, като при това

(3.1.1) A ≡ω B ⇐⇒ A ≤ω B & B ≤ω A.
Множеството

dω(A) = {B ∈ Sω | A ≡ω B}
ще наричаме ω-номерационна степен породена от A, а с Dω ще
бележим множеството на всички ω-номерационни степени, т.е.

Dω = {dω(A) | A ∈ Sω}.
В Dω въвеждаме релация на частична наредба ≤ω по обичайния

начин, а именно:

dω(A) ≤ω dω(B) ⇐⇒ A ≤ω B.
Така въведената релация е коректно дефинирана (следва от

(3.1.1)). Нещо повече, тя е релация на частична наредба.
Нека с 0ω означим ω-номерационната степен на редицата ∅ω.

Така 0ω е най-малкият елемент на Dω и следователно≤ω е частична
наредба с най-малък елемент.

Нека сега A и B са два елемента на Sω и нека с A⊕ B означим
редицата A ⊕ B = {An ⊕ Bn}n<ω. Тогава JA⊕B = JA ∩ JB и сле-
дователно dω(A⊕ B) e точната горна граница на степените dω(A)
и dω(B). Така всеки две ω-номерационни степени притежават точ-
на горна граница и следователно (Dω,≤ω) е горна полу-решетка с
най-малък елемент.

Да напомним, че точната горна граница на степените a и b ще
означаваме с a ∨ b. Структурата (Dω,0ω,≤ω,∨) ще отбелязваме с
Dω.

3.2. Основни свойства на релацията ≤ω
Нека A ∈ Sω и нека разгледаме скок-класа JA на A. Съгласно

дефиницията, за произволно множество X ⊆ N

dT (X) ∈ JA ⇐⇒ An ≤r.e. X(n)
T равномерно по n.

Както отбелязахме в Глава 1, съществуват рекурсивни функции h1

и h2, за които е изпълнено WA
i = Wh1(i)(A

+) и Wi(A
+) = WA

h2(i) за
произволно естествено i. Следователно

dT (X) ∈ JA ⇐⇒ An ≤e (X
(n)
T )+ равномерно по n.

От друга страна, съгласно Твърдение 1.4.1, (X
(n)
T )+ ≡e (X+)(n) рав-

номерно по n и следователно

dT (X) ∈ JA ⇐⇒ An ≤e (X+)(n) равномерно по n.
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Така, в сила е следното твърдение

Твърдение 3.2.1.

JA = {dT (X) | A ≤ω X+},
където тук с ≤ω означаваме сводимостта на редица към множес-
тво дефинирана в 2.1.

Тогава, съгласно дефиницията на релацията ≤ω, за всеки две
редици A,B ∈ Sω е в сила

B ≤ω A ⇐⇒ (∀X ⊆ N)(A ≤ω X+ ⇒ B ≤ω X+).

Сега, използвайки Теорема 2.1.7, получаваме следното необходи-
мо и достатъчно условие за релацията ≤ω между редици, което се
оказва важно за следващите ни разглеждания.

Твърдение 3.2.2. Нека A = {An}n<ω и B = {Bn}n<ω са два
елемента на Sω. Тогава

A ≤ω B ⇐⇒ ∀n(An ≤e Pn(B) равномерно по n)

(за дефиниция на множествата Pn(B) виж 2.1)

Тъй като рекурсивните функции са изброимо много, получава-
ме следното следствие.

Следствие 3.2.3. Нека B ∈ Sω. Тогава съществуват изброимо
много A ∈ Sω, такива че A ≤ω B

Вече сме готови да формулираме и докажем основните свойства
на релацията ≤ω.

Теорема 3.2.4. Нека b е ω-номерационна степен. Тогава
(1) b съдържа изброимо много елементи на Sω.
(2) Dω съдържа континуум много елементи.
(3) Множеството [0ω,b] = {a ∈ Dω | a ≤ω b} e изброимо.
(4) Ако b 6= 0ω, то множеството {a ∈ Dω | a 6≤ω b & b 6≤ω a}

е неизброимо.
(5) Множеството [b,∞) = {a ∈ Dω | b ≤ω a} е неизброимо.

Доказателство. Доказателството на (1), (2) и (3) е директно
приложение на Следствие 3.2.3 и на дефиницията на ω-номерацион-
ните степени.

Нека сега докажем (4). Нека b 6= 0ω и да допуснем, че множес-
твото {a ∈ Dω | a 6≤ω b & b 6≤ω a} е изброимо и нека неговите
елементи са a1, a2, . . . , an, . . .. Нека още r1, r2, . . . , rn, . . . са всички
ненулеви ω-номерационни степени под b. Нека фиксираме редици
B, A1,A2, . . . ,An, . . . и R1,R2, . . . ,Rn, . . . такива че b = dω(B) и за
всяко n, an = dω(An) и rn = dω(Rn). Тъй като b 6= 0ω, то тогава
B 6≤ω ∅ω и за всяко n, An 6≤ω ∅ω и Rn 6≤ω ∅ω. Тогава съгласно Тео-
рема 2.1.8 съществува множество F , такова че B 6≤ω F и за всяко
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n, An 6≤ω F и Rn 6≤ω F . Да разгледаме редицата F = (F, ∅, ∅, . . .).
Ясно е, че F ≤ω F и следователно съгласно Теорема 2.1.7 е в сила
B 6≤ω F и An 6≤ω F , Rn 6≤ω F за всяко естествено n. Нека положим
f = dω(F). Тогава b 6≤ω f и за всяко естествено n, an 6≤ω f и rn 6≤ω f .
Но тогава f е несравнимо с b и не съвпада с нито една от всичките
степени несравними с b, което е противоречие.

Остава да докажем (5). Ако b = 0ω, твърдението следва от (2).
Нека сега b 6= 0ω и да разгледаме множеството Q = {b ∨ a | a 6≤ω
b & b 6≤ω a}. Очевидно Q ⊆ [b,∞). Тъй като

{a ∈ Dω | a 6≤ω b & b 6≤ω a} ⊆
⋃
c∈Q

[0ω, c]

и множествата [0ω, c] са изброими, а {a ∈ Dω | a 6≤ω b & b 6≤ω a}
е неизброимо, то тогава Q е неизброимо и следователно [b,∞) е
неизброимо.

�

3.3. Подструктурата D1 и теореми от селманов тип

Нека за произволно множество A от естествени числа с A ↑
ω означим редицата (A, ∅, ∅, . . . , ∅). От дефиницията на скок-клас
на една редица, и от това, че ∅ е рекурсивно номеруемо в X(n)

равномерно по n и X, следва, че скок-класът на една редица A ↑ ω
е

JA↑ω = {dT (X) | A ≤r.e. X}
Но тогава A ↑ ω ≤ω B ↑ ω, ако и само ако {dT (X) | B ≤r.e. X} ⊆
{dT (X) | A ≤r.e. X}, което, съгласно теоремата на Селман, е екви-
валентно на A ≤e B. Така окончателно

(3.3.1) A ≤e B ⇐⇒ A ↑ ω ≤ω B ↑ ω
Това ни кара да очакваме, чеDω съдържа подструктура изоморфна
на структурата на номерационните степени De. Наистина, нека да
разгледаме множеството

D1 = {dω(A ↑ ω) | A ⊆ N}.
В сила е следното твърдение:

Твърдение 3.3.1.
(i) (D1,0ω,≤ω,∨) ⊆ (Dω,0ω,≤ω,∨)
(ii) (D1,0ω,≤ω,∨) ∼= (De,0e,≤e,∨)

Доказателство. (i) Достатъчно е да покажем, че 0ω ∈ D1 и
че D1 е затворено относно операцията ∨. Наистина, 0ω = dω(∅ω),
∅ω = ∅ ↑ ω и следователно 0ω ∈ D1. Нека сега a,b ∈ D1 и нека
a = dω(A ↑ ω) и b = dω(B ↑ ω). Тогава a∨b = dω((A ↑ ω)⊕(B ↑ ω)).
Но

(A ↑ ω)⊕ (B ↑ ω) ≡ω (A⊕B) ↑ ω
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и следователно a ∨ b ∈ D1.
(ii) Да разгледаме изображението κ : De → D1, действащо по

правилото
κ(de(A)) = dω(A ↑ ω)

за всяко A ⊆ N. Нека първо да видим, че дефиницията е коректна.
За целта, нека A и B са такива, че de(A) = de(B), т.е. A ≡e B.
Тогава от (3.3.1) получаваме, че A ↑ ω ≡ω B ↑ ω и следователно
dω(A ↑ ω) = dω(B ↑ ω).

Нека сега видим, че κ е хомоморфизъм. Наистина,

κ(0e) = κ(de(∅)) = dω(∅ ↑ ω) = 0ω.

Освен това

de(A) ≤ de(B) ⇐⇒ A ≤e B ⇐⇒ A ↑ ω ≤ω B ↑ ω ⇐⇒
dω(A ↑ ω) ≤ω dω(B ↑ ω) ⇐⇒ κ(de(A)) ≤ω κ(de(B)).

Накрая имаме, че

κ(de(A) ∨ de(B)) = κ(de(A⊕B)) = dω((A⊕B) ↑ ω) =

dω(A ↑ ω) ∨ dω(B ↑ ω) = κ(de(A)) ∨ κ(de(B)).

От това, че κ запазва частичната наредба, следва, че κ е инек-
тивно. Остава само да покажем, че κ е сюрективно, което обаче
следва директно от дефиницията на D1 и κ. Така, κ е изоморфи-
зъм между двете структури, с което завършва доказателството на
(ii).

�
Съществуването на влагането κ ни дава право да считаме, че

структурата на ω-номерационните степени е разширение на струк-
турата на номерационните степени. Като вземем предвид, че но-
мерационните степени са разширение на тюринговите, получаваме
DT ⊆ De ⊆ Dω. Нека отбележим, че при така разгледаните включ-
вания De = D1 = {dω(A ↑ ω) | A ⊆ N}, а

DT = {dω(A+ ↑ ω) | A ⊆ N}.
Възниква въпросът, каква е връзката между тези разширения.

Първото свойство, което ще отбележим е, че всяка ω-номерацион-
на степен се определя еднозначно от всички степени от DT (както
и от тези от De\DT ), които са над нея. Тези свойства наричаме
теореми от селманов тип.

Теорема 3.3.2. Нека a и b са ω-номерационни степени. Тогава
(i) a ≤ω b ⇐⇒ (∀x ∈ DT )(b ≤ω x⇒ a ≤ω x).
(ii) a ≤ω b ⇐⇒ (∀x ∈ De\DT )(b ≤ω x⇒ a ≤ω x).

Доказателство. От казаното до тук е ясно, че за произволни
A ∈ Sω и X ⊆ N

A ≤ω X ↑ ω ⇐⇒ A ≤ω X.
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Но тогава (i) е точно Теорема 2.1.7, а (ii) е Теорема 2.2.8
�

Следващото наблюдение ще ни бъде от полза за по-нататъчните
ни разглеждания.

Твърдение 3.3.3. Нека a ∈ Dω. Тогава множеството {x ∈
D1 | x ≤ω a} има най-голям елемент.

Доказателство. Да фиксираме редица A ∈ a и да разгледаме
редицата P0(A) ↑ ω. Тъй като P0(A) ≤e P0(A), то P0(A) ↑ ω ≤ω A.
От друга страна, ако X ↑ ω ≤ω A за някое X ⊆ N, то X ≤e P0(A)
и значи P0(A) ↑ ω ≤ω X ↑ ω.

Следователно dω(X ↑ ω) е търсеният най-голям елемент на мно-
жеството {x ∈ D1 | x ≤ω a}.

�

3.4. Операцията скок

Дефиниция 3.4.1. Нека A е елемент на Sω. Скок на редицата
A ще наричаме редицата A′ = {P1+n(A)}n<ω.

На пръв поглед дефиницията не изглежда естествена. Нефор-
мално тя казва, че скокът на една редица е нейната скок редица
отместена с една позиция наляво.

Лесно се вижда, че
(3.4.1) A′ ≡ω (P1(A), A2, A3, . . . , An+1, . . .).

Наистина, ако означим редицата отдясно с A∗, то тогава за всяко
n, Pn(A∗) = P1+n(A), което прави (3.4.1) очевидно. Тази еквива-
лентна дефиниция на скока все още не изглежда съвсем естестве-
на. Следващото твърдение, обаче, показва, че скокът е дефиниран
правилно.

Твърдение 3.4.2.
JA′ = {x′ | x ∈ JA}.

Доказателство. Наистина, нека x ∈ JA и нека X ∈ x. Тогава
An ≤r.e. X(n)

T равномерно по n и значи P1(A) ≤r.e. X ′T и A1+n ≤r.e.
(X

(n)
T )′T равномерно по n, от където x′ = dT (X ′T ) ∈ JA′ .
Нека сега y ∈ JA′ и нека y = dT (Y ). Тогава P1(A) ≤r.e. Y и

A1+n ≤r.e. Y (n)
T равномерно по n. Тъй като P1(A) = A′0 ⊕ A1, то

съгласно Теорема 2.1.4 съществуваX, такова че A0 ≤r.e. X иX ′T ≡T
Y . Така An ≤r.e. X(n)

T равномерно по n и следователно x = dT (X) ∈
JA.

�
От Твърдение 3.4.2 следва, че скокът на една редица има след-

ните основни свойства:
(3.4.2) A ≤ω B ⇒ A′ ≤ω B′
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(3.4.3) A �ω A′

Свойство (3.4.2) ни позволява да дефинираме операцията скок
и върху ω-номерационните степени, а именно:

Дефиниция 3.4.3. Скок на ω-номерационната степен a ще на-
ричаме степента a′ = dω(A′), където A ∈ a e произволно.

В сила са следните свойства:

(3.4.4) a ≤ω b⇒ a′ ≤ω b′

(3.4.5) a �ω a′

Така дефинираната операция скок има редици интересни свойства,
които ще изследваме в следващите глави. Тук ще се спрем на това,
че операцията скок на ω-номерационните степени е съгласувана с
влагането κ на De в Dω, а именно:

Твърдение 3.4.4. Множеството D1 е затворено относно опе-
рацията скок. При това, ако κ е естественият изоморфизъм меж-
ду De и D1 (дефиниран в Твърдение 3.3.1), то

κ(a′) = κ(a)′.

Доказателство. Достатъчно е да покажем, че (A ↑ ω)′ ≡ω
A′ ↑ ω за всяко множество A.

Нека A е множество от естествени числа. Тогава

(A ↑ ω)′ ≡ω (A′ ⊕ ∅, ∅, . . .)
и значи (A ↑ ω)′ ≡ω (A′⊕∅) ↑ ω. Но A′⊕∅ ≡e A′ и значи (A ↑ ω)′ ≡ω
A′ ↑ ω, което трябваше да докажем.

�

3.5. Безкраен скок в Dω
Нека α е рекурсивен ординал. Ако искаме да дефинираме α-

ти скок на редицата A, по аналогия с дефиницията на A′, трябва
да подберем редица A(α) така, че JA(α) = {x(α) | x ∈ JA}. Ясно е,
че ако α < ω, то това свойство се изпълнява от редицата A(α) =
{Pα+n(A)}n<ω. Нека сега да видим, как стоят нещата при α ≥ ω.

Твърдение 3.5.1. Нека A ∈ Sω и α е рекурсивен ординал с фик-
сирано означение за него. Тогава скок класът на редицата (P<ω)(α) ↑
ω е точно

{x(ω+α) | x ∈ JA}.

Доказателство. Нека x ∈ JA и нека X ∈ x. Тогава, Pn(A) ≤e
(X+)(n), равномерно по n и следователно P<ω(A) ≤e (X+)(ω). Тогава
P

(α)
<ω ≤e (X+)(ω+α) и значи x ∈ J((P<ω)(α)↑ω).
Нека сега y ∈ J((P<ω)(α)↑ω) и нека Y ∈ y. Тогава (P<ω)(α) ≤e Y +

и значи, съгласно Теорема 2.1.5, съществува множество X, такова
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че A ≤ω X+ и (X+)(ω+α) ≡e Y +. Нека x = dT (X). Тогава x ∈ JA и
x(ω+α) = y.

�
Това твърдение ни позволява да дефинираме α-ти скок на една

редица A за произволен рекурсивен ординал α.

Дефиниция 3.5.2. Нека α е произволен рекурсивен ординал с
фиксирано означение за него. Нека още A ∈ Sω. Дефинираме α-ти
скок на A чрез

(1) Ако α < ω, полагаме A(α) = {Pα+n(A)}n<ω.
(2) Ако α = ω + β, полагаме A(α) = (P<ω)(β) ↑ ω.

От дефиницията и предното твърдение директно получаваме,
че JA(α) не зависи от означението за α. Нещо повече — за произволен
рекурсивен ординал α и A,B ∈ Sω

A ≤ω B =⇒ A(α) ≤ω B(α).

Това ни позволява да дефинираме α-ти скок за ω-номерационни-
те степени, като

a(α) = dω(A(α)),

където A е произволен елемент на a.
Сега, от Твърдение 3.5.1 получаваме следната теорема, даваща

основните свойства на α-тия скок на ω-номерационните степени.

Теорема 3.5.3. За произволни рекурсивни ординали α и β и
ω-номерационни степени a и b

(1) α < β =⇒ a(α) �ω a(β).
(2) a ≤ω b =⇒ a(α) ≤ω b(α).
(3) Нека α < ω. Тогава a(α) съвпада с α-тата итерация на

операцията ′.
(4) Ако α ≥ ω, то a(α) ∈ D1.
(5) (∀x ∈ De)(κ(x(α)) = κ(x)(α)).



Глава 4

Структурни свойства на Dω

Целта на тази глава е да изследва изброимите идеали на Dω.
За простота на изказа на твърденията, в тази глава ще считаме, че
DT ⊆ De ⊆ Dω.

Първо в 4.1 ще видим връзката между идеалите на DT , De и Dω.
В 4.2 ще изследваме точните двойки на идеалите Dω. Спектър [41]
и Кейз [3] показват, че всеки изброим идеал на DT и De е сечение
на два главни идеала, т.е. всеки изброим идеал има точна двойка.
Оказва се обаче, че това не е вярно за идеалите на Dω. Причината
се крие в следното свойство:

За произволни три идеала I, J и K на Dω

I = J ∩K =⇒ I ′ = J ′ ∩K ′,

където I ′, J ′ и K ′ са най-малките идеали съдържащи съответно
скоковете на елементите на I, J и K. Така, ако вземем идеал I,
такъв че I ′ = I (например I = {x | ∃n(x ≤ω 0ω

(n)}) и той се окаже
сечение на главните идеали породени от a и b, то той трябва да
бъде сечение и на главните идеали породени от a(n) и b(n), което
обаче в повечето случаи е невъзможно съгласно [7].

Все пак, благодарение на Теорема 2.1.8, ще докажем, че всеки
главен идеал е нетривиално сечение на два главни идеала, т.е. за
всяка степен съществува минимална двойка, като при това мини-
малната двойка, може да бъде подбрана от DT или De\DT . От тук
можем да заключим, че DT e база за автоморфизмите на Dω, т.е.
всеки автоморфизъм, оставящ на място степените от DT е всъщ-
ност идентитета.

В 4.3 ще видим един клас от неглавни идеали притежаващи
точни двойки.

Накрая в 4.4 ще въведем понятие за квази-минимална степен,
аналогично на понятието за квази-минимална степен в De. Отно-
во, както и при точните двойки, ще видим, че не всеки идеал има
квази-минимална степен (за разлика от случая на De), но от друга
страна главните имат.

Резултати от тази глава са публикувани в [12].
35
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4.1. Изброими идеали

Дефиниция 4.1.1. НекаM = (M,≤,∨) е горна полу-решетка.
Казваме, че множеството I ⊆ M е идеал в M, тогава и само
тогава когато:

(1) Ако x ∈ I, то за всяко y, такова че y ≤ x, е изпълнено
y ∈ I;

(2) Ако x,y ∈ I, то x ∨ y ∈ I.

С други думи идеал е множество, което е затворено надолу и
е затворено относно операцията точна горна граница. Ясно е, че
произволно сечение на идеали вM, също е идеал вM. Така, ако
A ⊆ M , със I(A) ще означаваме най-малкият (относно теоретико-
множественото включване) идеал вM, съдържащ множеството A.
По-точно

(4.1.1) I(A) =
⋂
{I | I е идеал вM и A ⊆ I} .

Идеалът I(A) ще наричаме идеал породен от A. Дефиницията
(4.1.1) е еквивалентна на
(4.1.2)
I(A) = {x | x ≤ a1∨a2∨. . .∨an за някои n ∈ N и a1, a2, . . . , an ∈ A}.

Ще казваме, че един идеал е главен, ако той се поражда от един
единствен елемент. В термините на (4.1.2) това означава, че един
идеал е главен точно тогава, когато той има най-голям елемент. С
други думи

I(a) = {b | b ≤ a}.
Тъй като ще изучаваме идеали в DT , De and Dω можем да де-

финираме понятието “скок на идеал” по следния начин:

Дефиниция 4.1.2. Нека I е идеал в DT (съответно в De или
Dω). Скок на идеала I ще означаваме с I ′ и ще наричаме най-
малкият идеал в DT (съответно в De или Dω), съдържащ скоко-
вете на елементите на I. С други думи

I ′ = I({a′ | a ∈ I}).

Нека отбележим, че

x ∈ I ′ ⇐⇒ x ≤ a′ за някое a ∈ I.
В частност, ако I е главен, то I ′ също е главен. По-точно, I(a)′ =
I(a′).

Тъй като предполагаме DT ⊆ De ⊆ Dω, ако вземем например
A ⊆ DT , то означението I(A) става двусмислено. За това въвежда-
ме следните допълнителни означения: с Iω(A) ще означаваме иде-
алът породен от A в Dω, с

Следващото твърдение показва връзката между идеалите в DT
и De и идеалите в Dω.
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Твърдение 4.1.3. Нека J е идеал в D, където D е DT или De.
Нека J ′ е скокът на J в D. Тогава

(1) J = Iω(J) ∩D.
(2) J ′ = Iω(J)′ ∩D.

Доказателство. Ще докажем твърдението за идеал в DT . Не-
ка J е идеал в DT и нека J ′ е неговият скок в DT . Тъй като J е
идеал, то a1 ∨ a2 ∨ . . . ∨ an ∈ J , за произволни a1, a2, . . . , an ∈ J .
Така от (4.1.2) получаваме, че

Iω(J) = {x ∈ Dω | x ≤ω a за някое a ∈ J}.
От друга страна

J = {x ∈ DT | x ≤ω a за някое a ∈ J},
което доказва (1).

Нека сега докажем (2). Съгласно дефиницията на скок на идеал
имаме, че x ∈ I(J)′ ⇐⇒ x ≤ω a′ за някое a ∈ I(J). Така възполз-
вайки се от монотонността на операцията скок и от (1) получаваме

x ∈ I(J)′ ⇐⇒ x ≤ω b′ за някое b ∈ J.
По този начин

I(J)′ = {x ∈ Dω | x ≤ω a за някое a ∈ J ′}.
От друга страна

J ′ = {x ∈ DT | x ≤ω a за някое a ∈ J ′},
което доказва (2).

�

4.2. Минимални и точни двойки

Дефиниция 4.2.1. Нека I е идеал в D, където D е DT , De
или Dω. Ще казваме, че степените x и y от D, образуват точна
двойка за I, ако

I = ID(x) ∩ ID(y),

т.е. I е сечението на главните идеали породени от x and y. В
частност, ако I е главен идеал породен от a, ще казваме, че x и y
образуват минимална двойка за a. В този случай, ще записваме
a = x ∧ y.

Когато става дума за тюрингови или номерационни степени не
е необходимо, ако x и y образуват точна двойка за идеала I, то
двойката x′, y′ да бъде точна за идеала I ′. Например, нека I е иде-
алът съдържащ само 0 и нека изберем точна двойка x, y за I, така,
че 0′′ ≤ x′,y′ (това можем да направим, използвайки Теоремата за
обръщане на скока от [35]). Но I ′ е точно главният идеал породен
от 0′ и следователно 0′′ 6∈ I ′ и значи x′, y′ не могат да бъдат точна
двойка за I ′.
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Оказва се, че за ω-номерационните степени е в сила следното
твърдение.

Твърдение 4.2.2. Нека I е идеал в Dω и нека x и y образуват
точна двойка за I. Тогава

I ′ = Iω(x′) ∩ Iω(y′).

Доказателство. Нека I е идеал в Dω и нека x и y образуват
точна двойка за I, т.е.

a ∈ I ⇐⇒ a ≤ω x и a ≤ω y.

Тъй като
c ∈ I ′ ⇐⇒ c ≤ω a′ за някое a ∈ I,

от монотонността на скока получаваме

c ∈ I ′ =⇒ c ≤ω a′ за някое a ∈ I =⇒ c ≤ω x′ и c ≤ω y′

Следователно I ′ ⊆ I(x′) ∩ I(y′).
За обратното включване да предположим, че a ∈ I(x′) ∩ I(y′).

Нека a = dω(A), където A = {An}n<ω и нека x = dω(X ) и y =
dω(Y). Следователно в сила еA ≤ω X ′ иA ≤ω Y ′. Това от своя стра-
на означава, че An ≤e Pn+1(X ) и An ≤e Pn+1(Y) равномерно по n.
Нека положим B = {Bn}n<ω да бъде редицата (∅, A0, A1, . . . , An, . . .),
т.е. B0 = ∅ и Bn+1 = An за всяко естествено n. Ясно е, че A ≤ω B′.
Също така Bn ≤e Pn(X ) и Bn ≤e Pn(Y) равномерно по n, което
пък от своя страна означава, че B ≤ω X и B ≤ω Y . Следовател-
но dω(B) ∈ I и значи dω(B)′ ∈ I ′. Но a ≤ω dω(B)′ и следователно
a ∈ I ′. Така окончателно доказахме

I(x′) ∩ I(y′) ⊆ I ′.

�
Ако с I(n) означим идеалът, който се получава по правилото

I(0) = I и I(n+1) =
(
I(n)
)′, то Твърдение 4.2.2, казва че ако x и y

образуват точна двойка за I, то тогава x(n) и y(n) образуват точна
двойка за I(n) за всяко n.

Възниква въпросът дали това свойство остава в сила, ако заме-
ним n с произволен рекурсивен ординал α. Отговорът е отрицате-
лен, което ще видим малко по-нататък.

Ясно е, че всеки два елемента могат да бъдат точна двойка за
някой идеал. По-точно x и y са точна двойка за идеалът I(x)∩I(y)
(това е вярно за произволна горна полу-решетка). Обратната зада-
ча, а именно, кои идеали имат екзактни двойки, не е така триви-
ална. От Теорема 3.2.4 следва, че всеки главен идеал в Dω (а също
така и в DT и De) съдържа най-много изброимо много елементи.
Така само изброимите идеали биха могли да имат екзактни двойки.
В [41] Спектър доказва, че всеки изброим идеал в DT има точна
двойка. От друга страна в [3] Кейз показва, че това твърдение е
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вярно и за De като при това в този случай точната двойка може да
бъде избрана от тоталните степени (тези съответстващи на тюрин-
говите степени при роджърсовото влагане).

За ω-номерационните степени нещата стоят по-различно. Как-
то ще видим в следващата теорема, не всеки изброим идеал от
ω-номерационни степени има точна двойка. Причината за това се
крие в Твърдение 4.2.2 и следния резултат на Ендертон и Пътнам
[7].

Теорема 4.2.3 (Ендертон и Пътнам). Нека α е рекурсивен ор-
динал и нека a ∈ DT е такова че (∀β < α)(0T

(β) ≤T a). Тогава
0T

(α) ≤T a′′.

Теорема 4.2.4. Нека I е идеал в Dω, такъв че I ′ = I. Нека още
съществува рекурсивен ординал α, такъв че 0ω

(α) 6∈ I. Тогава

I 6=
⋂

I⊆I(a)

I(a).

В частност, не съществува точна двойка за I.

Доказателство. Нека α е най-малкият рекурсивен ординал,
за който 0ω

(α) 6∈ I. Нека фиксираме една степен a ∈ Dω, такава че
I ⊆ I(a) и нека A ∈ a. Да разгледаме A0 — първият елемент на
редицата A. Нека фиксираме означение за α. Тогава в сила е

∀β < α[∅(β) ≤e A0].

Тъй като A′0 е тотално множество, от връзката между тюрин-
говата и номерационната сводимост (Лема 1.3.2) получаваме

∀β < α[∅(β) ≤T A′0].

Тогава съгласно Твърдение 1.4.1 и Теорема 4.2.3 ∅(α) ≤e A′′′0 и значи
∅(α) ≤e P3(A).

Нека X = {Xn}n<ω e редицата, за която X3 = ∅(α) и (∀n 6=
3)(Xn = ∅). Нека още x = dω(X ). Тогава x(3) = 0ω

(α) и освен това

I ⊆ I(a) =⇒ x ≤ω a.

Нека сега да допуснем, че I =
⋂

I⊆I(a)

I(a). Тогава x ∈ I и тъй

като I = I ′, то x(3) ∈ I, което противоречи с избора на α.
�

Този резултат ни дава надежда, че ω-номерационните степени
образуват решетка. Такъв би бил случая, ако нито един неглавен
идеал няма точна двойка. Това обаче се опровергава от следното
просто наблюдение.

Твърдение 4.2.5. Нека a,b ∈ De нямат точна долна граница
в De. Тогава a и b нямат точна долна граница в Dω.
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Доказателство. Нека y ∈ Dω е такова, че y ≤ω a,b. Нека y0

е най-голямата степен от De, такава че y0 ≤ω y (Твърдение 3.3.3).
Тъй като a,b нямат точна долна граница в De, то съществува x ∈
De, такова че x ≤ω a,b, но x 6≤ω y0. Съгласно избора на y0, x 6≤ω y
и следователно a,b нямат точна долна граница в Dω.

�
И така, ω-номерационните степени не са решетка и не всеки

изброим идеал има точна двойка. Следващата теорема ни дава един
клас от изброими идеали, които имат точна двойка.

Теорема 4.2.6. Нека a,x ∈ Dω са такива, че a ≤ω x. Тогава
съществува y ∈ DT (съответно от De\DT ), такова че a 6= y и

a = x ∧ y.

В частност, всеки главен идеал има точна двойка извън идеала.

Доказателство. Нека A ∈ a, X ∈ x и нека

S = {R ∈ Sω | R ≤ω X & R 6≤ω A}.

Ясно е, че множеството S е изброимо и тогава, съгласно Теорема
2.1.8 (съответно 2.2.7), съществува тотално (частично) множество
F , такова че A ≤ω F и (∀R ∈ S)(R 6≤ω F ). Нека y = dω(F ↑ ω).
Тогава y ∈ DT (y ∈ De\Dt) и

a �ω y & (∀R ∈ S)(dω(R) 6≤ y).

Нека z ≤ω x,y. Тогава (∀R ∈ S)(z 6= dω(R)). Тогава от дефиници-
ята на S, z ≤ω a и значи a = x ∧ y.

�
От тук получаваме следното следствие за автоморфизмите на

Dω.

Следствие 4.2.7. Нека ϕ е автоморфизъм на Dω, който оста-
вя на място всички степени от DT (съответно De\DT ). Тогава
ϕ = id.

Доказателство. Нека ϕ е автоморфизъм на Dω. Тогава за
всяко x, a,b ∈ Dω

x = a ∧ b =⇒ ϕ(x) = ϕ(a) ∧ ϕ(b).

Сега твърдението следва от Теорема 4.2.6.
�

От връзката между идеалите на DT , De и Dω (Твърдение 4.1.3)
получаваме следното следствие.

Следствие 4.2.8. Нека D е DT или De. Тогава за всяко a ∈ D,
съществуват x,y ∈ D, такива че a 6= x,y и

∀n(a(n) = x(n) ∧ y(n)).
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Остава да видим, дали в Твърдение 4.2.2, можем да заменим ′

с произволен рекурсивен скок.

Твърдение 4.2.9. Съществуват x,y ∈ Dω, такива че 0ω =
x ∧ y и 0ω

(ω+1) ≤ω x(ω),y(ω).

Доказателство. Нека да разгледаме рекурсивния ординал
α = ω + 1 и да фиксираме означение за него. Нека X е множество
от естествени числа, такова че ∅(ω+1) ≤e X(ω). Нека A = {Aβ}β<ω+1,
където за всяко β < ω, Aβ = ∅, а Aω = ∅(ω+1). Ясно е, че A ≤α X.
Накрая, нека R0, R1,. . ., Rn,. . . са всички редици с дължина α,
такива че за всяко n, Rn ≤α X и

(∃F ⊆ N)(A ≤α F & Rn 6≤α F ).

Прилагайки Теорема 2.1.8, получаваме множество Y , такова че
A ≤α Y и за всяко n Rn 6≤α Y . Да разгледаме степените x = dω(X ↑
ω) и y = dω(Y ↑ ω) Нека b ∈ Dω е такова, че b ≤ω x,y и нека B ∈ b.
Тогава B ≤ω X, Y . Да разгледаме редицата B∗ = {B∗β}β<α, където
за β < α, B∗β = Bβ, а B∗ω = ∅. Тогава B∗ ≤α X, Y и следователно
∀n(B∗ 6= Rn). Така, съгласно избора на редиците Rn,

(∀F ⊆ N)(A ≤α F =⇒ B∗ ≤α F ),

и значи съществува рекурсивна функция g, такава че B∗β ≤e Pβ(A)
равномерно по β < α. Тогава, съгласно избора на A, B ≤ω ∅ω и
значи b = 0ω. Така

0ω = x ∧ y.

От A ≤α Y получаваме ∅(ω+1) ≤e Y (ω) и следователно

0(ω+1)
ω ≤ω x(ω),y(ω).

�

Следствие 4.2.10. Съществува рекурсивен ординал α, идеал I
и степени x,y ∈ Dω, такива че I = Iω(x) ∩ I(y), но

I(α) = I({a(α) | a ∈ I}) 6= I(x(α)) ∩ I(y(α)).

4.3. Един клас идеали притежаващи точни двойки

В този раздел ще разгледаме един клас идеали, притежаващи
точни двойки. Той е свързан със степени, които се получават бла-
годарение на изискването за равномерност в дефиницията на коди-
ране на редица с множество. Нека преди всичко въведем следната
релация на еквивалентност между ω-номерационните степени.

Дефиниция 4.3.1. Нека a и b са две ω-номерационни степени.
Ще казваме, че b е почти a и ще означаваме b ≈ a, ако за някое
B ∈ b и A ∈ a е в сила ∀n(Pn(B) ≡e Pn(A)).
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Нека първо да отбележим, че в горната дефиниция можем да
заместим израза “за някое” с израза “за всяко”. Нещо повече – нека
фиксираме една степен a и представител A ∈ a и да разгледаме
множеството {B | ∀n(Pn(A) ≡e Pn(B))}. Ясно е, че неговата мощ-
ност е континуум. От друга страна, една ω-номерационна степен
може да съдържа само изброимо много редици и значи същест-
вуват континуум много степени b, такива че a ≈ b. Така, светът
на почти a степените е изключително голям и неговото изследване
представлява интерес. Така например, както ще видим в предпос-
ледната глава, почти 0ω степените играят важна роля в локалната
теория на ω-номерационните степени.

Класът идеали, който ще изследваме, се състои от изброимите
идеали породени от почти a степени, за някое a ∈ Dω. Както ще
видим в следващата теорема всеки такъв идеал притежава точна
двойка. За доказателството на теоремата ще използваме конструк-
цията от [12]. В [12] тази конструкция е употребена за доказателст-
во на теорема, гласяща, че всеки изброим идеал от ω-номерационни
степени има точна двойка. Както, обаче, видяхме в предния разд-
лел, това твърдение не е вярно. Грешката допусната в [12] е, че в
повечето случаи не може да бъде осигурена монотонността на фор-
синг релацията използвана за построяването на точната двойка. В
случай, обаче, че идеалът е породен от почти a степени, форсинг
релацията е монотонна, и конструкцията наистина ни дава точна
двойка.

Теорема 4.3.2. Нека a1 �ω a2 �ω · · · �ω an �ω · · · са ω-
номерационни степени, такива че за всяко i и j, ai ≈ aj. Тогава
идеалът I({an | n < ω}) има точна двойка.

За да докажем теоремата ще комбинираме техниката от доказа-
телството на съществуване на точни двойки [4] и техниката за конт-
ролиране на номерационния скок [37, 39]. Общата идея е следната:
както в доказателството на теоремата за минималните двойки, ще
фиксираме една ω-номерационна степен g, която мажорира всич-
ки степени в идеала. След което за всяка степен bj ≤ω g, която
не е в идеала, фиксираме редица Bj ∈ bj. Освен това ще фик-
сираме и редици Aj ∈ aj. Целта ни ще бъде да построим редица
F = (F0, F1, . . . , Fn, . . .), чиято степен да бъде горна граница на иде-
ала и същевременно изпуска степените bj, т.е. трябва да осигурим
Aj ≤ω F и Bj 6≤ω F за всяко j. Ще построим редицата F , като из-
ползваме индуктивна конструкция, като на всяка стъпка ще строим
крайна апроксимация на F . За да осигурим условията Aj ≤ω F ще
използваме аналог на техниката на кодиране от [4]. Необходимо
е F да кодира множествата Ajk за j, k < ω (Aj = {Ajk}k<ω), като
множествата с втори индекс 0, трябва да бъдат кодирани в F0, тези
с втори индекс 1 – в F1 и т.н.
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Тъй като за всяко i и j, ai ≈ aj, то, неформално, бихме могли
да заменим първите n координати на кой да е представител на ai с
първите n координати на кой да е представител на aj и отново бих-
ме получили представител на ai. По-формално, в сила е следната
лема.

Лема 4.3.3. Нека a ≈ b. Тогава, за всяко A ∈ a, B ∈ b и всяко
естествено число n, редицата C = {Ck}k<ω, за която Ck = Bk за
k ≤ n и Ck = Ak за k > n е също представител на a, т.е. C ∈ a.

Доказателство. Твърдението следва от дефиницията на ре-
лацията ≈ и от факта, че ако сменим краен брой стойности на
рекурскивна функция отново получаваме рекурсивна функция.

�
В този смисъл, не ни е нужно да знаем всичките множества с

втори индекс 0 — достатъчно е да знаем само A0. Нещо повече —
първите няколко координати на F биха могли да кодират само ко-
ординатите на A0; следващите няколко координати на F - тези на
A0 и A1 и т.н. С други думи, бихме могли да имаме произволна
редица 0 = a0, a1, a2, a3, . . ., такава че за ai ≤ n < ai+1 множест-
вото Fn да кодира n-тите координати на редиците A0,A1, . . . ,Ai.
По този начин, ако кодирането което използваме е подходящо за
осигуряването на условието за равномерност, в крайна сметка ще
получим Aj ≤ω F за всяко j.

За да осигурим условията Bj 6≤ω F ще използваме метода на
форсинг. Нека отбележим, че поради причини, на които няма да
спираме в момента, ако фиксираме предварително редицата a0,a1,
a2, . . ., това няма да бъде възможно. Ето защо ще строим горе спо-
менатата редица заедно с крайните апроксимации на F .

Преди да пристъпим към същинското доказателство на теоре-
мата, ще въведем понятията α-кодираща крайна част, релация на
форсинг и ще докажем някои основни твърдения за тях.

Нека най-напред фиксираме редици Ai ∈ ai. Нека с En озна-
чим множеството от всички крайни редици от естествени числа
〈a0, a1, . . . , ak〉, за които 0 = a0 < a1 < · · · < ak. Ако α ∈ En и
α = 〈a0, a1, . . . , ak〉, полагаме |α| = k, а за s ≤ k, полагаме α(s) = as.
С M(α, n) ще означаваме числото max{j ≤ |α| | α(j) ≤ n}. За две
редици α и β от En ще означаваме α � β, ако α е начален отрез на
β, т.е. |α| ≤ |β| и за всяко s ≤ |α|, α(s) = β(s).

За произволни числа n и m с D(n,m) ще означаваме множест-
вото

D(n,m) = {2〈n, k〉+ 1 | 2〈n, k〉+ 1 ≥ m}.
Ще казваме, че редицата (τ0, τ1, . . . , τn, . . .) е крайна част, ако

за всяко n, τn : [0, 2qn) → N и множеството {n | τn 6= ∅} е крайно.
Крайните части ще означаваме със символите −→τ ,−→ρ и −→s , евенту-
ално с индекси. Ако крайната част е означена с −→τ (или −→τ k), с τn
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(съответно τkn) ще означаваме n-тата ѝ координата. Ще записваме
−→τ v −→s , ако за всяко n, τn ⊆ σn. С −→τ � n ще означаваме крайната
част (τ0, . . . , τn, ∅, ∅, . . .).

Нека забележим, че всъщност крайните части са крайни редици
от крайни редици. Това ни дава право да фиксираме ефективно
кодиране на крайните части и в по-нататъчните ни разглеждания
да отъждествяваме крайната част с нейния код. По-конкретно: ако
−→τ е крайна част и n е най-голямото число, за което τn 6= ∅, код на
−→τ ще наричаме числото

〈〈τ0(0), τ0(1), . . . , τ0(lh (τ0)− 1)〉, . . . , 〈τn(0), τn(1), . . . , τn(lh (τn)− 1)〉〉

Дефиниция 4.3.4. Нека α ∈ En и нека −→τ е крайна част. Ще
казваме, че −→τ е α-кодираща, ако за всяко n

(En) ∀s ≤M(α, n)[τn[D(n, α(s))] ⊆ Asn]

СRα ще означаваме множеството от всички α-кодиращи крайни
части. Полагаме

Rα,n = {−→τ ∈ Rα | −→τ = −→τ � n}.
В сила е следната лема.

Лема 4.3.5. Rα,n ≤e Pn(A|α|) равномерно по n.

Доказателство. Нека фиксираме n. Да забележим, че ако
знаем множествата Asn за s ≤ M(α, n), то можем равномерно да
номерираме всички функции τn, удовлетворяващи (En).

Тъй като A0 ≤ω A1 ≤ω · · · ≤ω A|α|, имаме рекурсивна функция
g, такава че за всяко n и s ≤ |α|, Asn = Wg(s,n)(Pn(A|α|)). Сега
лемата следва от факта M(α, n) ≤ |α|.

�

Лема 4.3.6. Нека α, β ∈ En и нека α ≺ β. Тогава

∀n < β(|α|+ 1)[Rα,n = Rβ,n].

Доказателство. Ще използваме индукция по n < β(|α| + 1).
Преди всичко, нека забележим, че тъй като α ≺ β, то M(α, n) =
M(β, n) за всяко n < β(|α|+ 1).

Нека n = 0 и нека фиксираме крайна част −→τ , за която −→τ = −→τ �
0, т.е. −→τ = (τ0, ∅, ∅, . . .). Тъй като никъде недефинираната функция
∅ по тривиални причини удовлетворява (En), получаваме

−→τ ∈ Rα,0 ⇐⇒

∀s ≤M(α, 0)[τ0[D(0, α(s))] ⊆ As0]

⇐⇒
∀s ≤M(β, 0)[τ0[D(0, β(s))] ⊆ As0]

⇐⇒ −→τ ∈ Rβ,0
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Нека сега предположим, че Rα,n = Rβ,n за някое n, такова че
n+1 < β(|α|+1). Нека −→τ = −→τ � (n+1), т.е. −→τ = (τ0, . . . , τn+1, ∅, . . .).
Отново, тъй като ∅ тривиално удовлетворява (En), получаваме

−→τ ∈ Rα,n+1 ⇐⇒
−→τ � n ∈ Rα,n & ∀s ≤M(α, n+ 1)[τn+1[D(n+ 1, α(s))] ⊆ Asn+1]

⇐⇒
−→τ � n ∈ Rβ,n & ∀s ≤M(β, n+ 1)[τn+1[D(n+ 1, β(s))] ⊆ Asn+1]

⇐⇒ −→τ ∈ Rβ,n+1

�
Следващата стъпка е да дефинираме форсинг релациите.

Дефиниция 4.3.7. Нека α ∈ En и нека −→τ е крайна част. Де-
финираме релациите −→τ 
α (¬)F n

e (x) (за e, x, n ∈ N) с индукция по
n.
(Fo1) −→τ 
α F

0
e (x) ⇐⇒ x ∈ We(Graph (τ0));

(Fo2) −→τ 
α ¬F 0
e (x) ⇐⇒ ∀−→s ∈ Rα,0[

−→τ � 0 v −→s ⇒ −→s 6
α F
0
e (x)];

(Fo3) −→τ 
α F
n+1
e (x) ⇐⇒ ∃u∃u1∃u2[〈x, u〉 ∈ We & Du = Du1 ⊕

Du2 &

∀v ∈ Du1

(v = 2〈xv, ev〉 & −→τ 
α F n
ev(xv))

∨
(v = 2〈xv, ev〉+ 1 & −→τ 
α ¬F n

ev(xv))

 &

Du2 ⊆ Graph (τn+1);
(Fo4) −→τ 
α ¬F n+1

e (x) ⇐⇒ ∀−→s ∈ Rα,n+1[
−→τ � (n + 1) v −→s ⇒

−→s 6
α F
n+1
e (x)];

Да забележим, че съгласно дефиницията форсинг релацията
−→τ 
α F

n
e (x) зависи само от първите n+1 елемента на −→τ . По-точно:

(4.3.1) −→τ 
α (¬)F n
e (x) ⇐⇒ −→τ � n 
α (¬)F n

e (x).

В следващите две леми ще докажем, че форсинг релациите са
монотонни относно наредбите v и �.

Лема 4.3.8. Нека α, β ∈ En и нека α ≺ β. Тогава за произволна
крайна част −→τ и всяко n < β(|α|+ 1)

−→τ 
α (¬)F n
e (x) ⇐⇒ −→τ 
β (¬)F n

e (x).

Доказателство. Ще използваме индукция по n < β(|α| + 1).
Нека първо n = 0. Нека първо докажем положителната еквивален-
тност. В сила е:

−→τ 
α F
0
e (x) ⇐⇒ x ∈ We(Graph (τ0)) ⇐⇒ −→τ 
β F

0
e (x).

Сега за отрицателната еквивалентност (използвайки Лема 4.3.6)
получаваме

−→τ 
α ¬F 0
e (x)

⇐⇒ ∀−→s ∈ Rα,0[
−→τ � 0 v −→s ⇒ −→s 6
α F

0
e (x)]
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⇐⇒ ∀−→s ∈ Rβ,0[
−→τ � 0 v −→s ⇒ −→s 6
β F

0
e (x)]

⇐⇒ −→τ 
β ¬F 0
e (x).

Нека сега предположим, че твърдението е вярно за n и n + 1 <
β(|α|+1). Положителната еквивалентност за n+1 следва директно
от (Fo3) и индукционното предположение. За отрицателната екви-
валентност нека отново забележим, че тъй като n+ 1 < β(|α|+ 1),
то Rα,n+1 = Rβ,n+1 (Лема 4.3.6). По този начин

−→τ 
α ¬F n+1
e (x)

⇐⇒ ∀−→s ∈ Rα,n+1[
−→τ � (n+ 1) v −→s ⇒ −→s 6
α F

n+1
e (x)]

⇐⇒ ∀−→s ∈ Rβ,n+1[
−→τ � (n+ 1) v −→s ⇒ −→s 6
β F

n+1
e (x)]

⇐⇒ −→τ 
β ¬F n+1
e (x).

�

Лема 4.3.9. Нека α ≺ β и −→τ v −→ρ . Тогава за всяко n < β(|α|+1)

−→τ 
α (¬)F n
e (x) =⇒ −→ρ 
β (¬)F n

e (x).

Доказателство. Отново, както и в предните леми ще изпол-
зваме индукция по n < β(|α| + 1). Положителната импликация е
очевидна за n = 0. За отрицателната — нека да допуснем против-
ното, т.е. че за някое x и e,

−→τ 
α ¬F 0
e (x) & −→ρ 6
β ¬F 0

e (x).

Нека фиксираме −→s ∈ Rβ,0, такова че −→ρ � 0 v −→s и −→s 
β F
0
e (x).

Съгласно Лема 4.3.6, −→s ∈ Rα,0. Освен това, съгласно предната
лема, −→s 
α F 0

e (x), което заедно с −→τ � 0 v −→s противоречи на
−→τ 
α ¬F 0

e (x). Следователно −→ρ 
β ¬F 0
e (x).

Нека сега предположим, че твърдението е вярно за n и n+ 1 <
β(|α| + 1). Положителната импликация за n + 1 следва директно
от индукционното предположение и (Fo3). Отрицателната импли-
кация е аналогична на случая n = 0.

�
Ще имаме нужда и от следната лема.

Лема 4.3.10. Нека α ∈ En. За произволно n ∈ N нека

Xn={〈−→τ , e, x〉|−→τ = −→τ � n & −→τ 
α F
n
e (x)}

Yn ={〈−→τ , e, x〉|−→τ = −→τ � n & ∃−→s ∈ Rα,n[−→τ v −→s & 〈−→s , e, x〉 ∈ Xn]}
Zn ={〈−→τ , e, x〉|−→τ = −→τ � n & −→τ 
α ¬F n

e (x)}
Тогава

(1) Xn ≤e Pn(A|α|), равномерно по n;
(2) Yn ≤e Pn(A|α|), равномерно по n;
(3) Z+

n ≤e Pn(A|α|)′, равномерно по n.
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Доказателство. Ще докажем (1), (2) и (3) едновременно чрез
индукция по n. Нека първо n = 0. За (1) нека забележим, че

X0 = {〈−→τ , e, x〉 | −→τ = −→τ � 0 & x ∈ We(Graph (τ0))}.
СледователноX0 е рекурсивно номеруемо множество и значиX0 ≤e
(P0(A|α|)).

За (2), нека да разгледаме множеството

Ỹ0 = {〈−→τ ,−→s , e, x〉 | −→τ v −→s & −→s ∈ Rα,0 & 〈−→s , e, x〉 ∈ X0}.
Тъй като релацията v е рекурсивна, в сила е Ỹ0 ≤e X0 ⊕ Rα,0.
От друга страна, тъй като Y0 е проекция на Ỹ0, X0 ≤e (P0(A|α|)) и
Rα,0 ≤e (P0(A|α|)) (Лема 4.3.5), то получаваме Y0 ≤e (P0(A|α|)).

За (3) достатъчно е да забележим, че Zn = N\Yn.
Нека сега за някои n, i и j имаме Xn = Wi(Pn(A|α|)) и Z+

n =
Wj(Pn(A|α|)′). От индекса i можем равномерно да получим индекс
ĩ, за който X+

n = Wĩ(Pn(A|α|)). Съгласно (Fo3) получаваме, че
〈−→τ , e, x〉 ∈ Xn+1 точно тогава, когато −→τ = −→τ � n и съществуват u,
u1 и u2, такива че

(1) 〈x, u〉 ∈ We

(2) Du = Du1 ⊕Du2

(3) ∀v ∈ Du1 [(v = 2〈xv, ev〉 & 〈−→τ , ev, xv〉 ∈ Xn)∨(v = 2〈xv, ev〉+1
& 〈−→τ , ev, xv〉 ∈ Zn)]

(4) Du2 ⊆ Graph (τn+1))

По този начин Xn+1 ≤e Pn+1(A|α|) и индексът на номерацион-
ния оператор свеждащ Xn+1 към Pn+1(A|α|) може да бъде получен
равномерно от ĩ и j.

Доказателството на (2) и (3) е същото като в случая n = 0.
�

Следствие 4.3.11. Нека −→τ е крайна част и α ∈ En. Нека за
произволни n и i с Cn,i означим множеството

{y | ∃−→s ∈ Rα,n[−→τ � n v −→s & σ0(lh (τ0)) ' y & −→s 
α F
n
i (lh (τ0))]}.

Тогава Cn,i ≤e Pn(A|α|) равномерно по n и i.

Вече сме готови да докажем теоремата.
Доказателство. (Теорема 4.3.2) Нека първо фиксираме горна

граница g за I = I({an | n, ω}. Нека b1,b2, . . . ,bn, . . . са всички
ω-номерационни степени под g, които не са в I. Нека за всяко n
фиксираме редица Bn ∈ bn. Ще построим редица F = (F0, F1, . . .),
такава че

• An ≤ω F ;
• Bn 6≤ω F .

Така g и dω(F) ще образуват точна двойка за I.
Ще построим всяко едно от множествата Fn като графиката на

тотална функция fn. Ще извършим конструкцията на стъпки. На



4.3. ЕДИН КЛАС ИДЕАЛИ ПРИТЕЖАВАЩИ ТОЧНИ ДВОЙКИ 48

всяка стъпка, да речем s, ще строим крайни части −→τ s, −→ρ s и
−→s s и

редица αs ∈ En. Ще осигуряваме −→τ s−1 v −→τ s, αs−1 � αs, −→τ s ∈ Rαs

and |αs| = s. Накрая ще положим fn =
⋃
n τsn.

Нека най-напред фиксираме номерация g0, g1, . . . на рекурсивни-
те функции. Полагаме −→τ 0 = ∅ω и α0 = 〈0〉. Нека сега предположим,
че −→τ s и αs са дефинирани и че −→τ s ∈ Rαs и min{n | −→τ = −→τ s � n} ≤
αs(|αs|).

Полагаче−→ρ s да бъде най-малката αs-кодираща крайна част раз-
ширяваща −→τ s, такава че за всяко n ≤ αs(|αs|) и всяко k ≤M(αs, n)

min{Akn − τsn[D(n, αs(k))]} < min{Akn − ρsn[D(n, αs(k))]}.
Нека сега s = 〈k, 〈e, x〉〉. Полагаме −→s s да бъде най-малката αs-

кодираща крайна част, разширяваща −→ρ s, такава че −→s s 
αs F
k
e (x).

Ако такава крайна част не съществува, полагаме −→s s = −→ρ s.
Накрая, нека s = 〈k, j〉 и да разгледаме редицата Cs = {Csn}n<ω,

където Csn е множеството от онези y, за които

∃−→s ∈ Rαs,n[−→s s � n v −→s & σ0(lh (σs0)) ' y & −→s 
α F
n
gk(n)(lh (σs0))].

Съгласно Следствие 4.3.11, Cs ≤ω A|αs| и значи Cs 6= Bj. Нека
ns е най-малкото за което Csns 6= Bjns и нека фиксираме число ys,
свидетелстващо, че двете множества са различни.

Ако ys ∈ Csns & xs 6∈ Bjns , полагаме −→τ s+1 да бъде най-малката
α-кодираща крайна част, разширяваща −→s s и такава, че

τs+1,0(lh (σs0)) ' ys

и −→τ s+1 
αs F
ns
gk(ns)

(lh (σs0)).
Ако, пък, ys 6∈ Csns & xs ∈ Bjns полагаме −→τ s+1 да бъде най-

малката αs-кодираща крайна част разширяваща −→s s, такава че

τs+1,0(lh (σs0)) ' ys.

Да забележим, че в този случай −→τ s+1 
αs ¬F ns
gk(ns)

(lh (σs0)).
С това конструкцията завършва. Полагаме

Fn = {〈x, y〉 | ∃s[τsn(x) ' y]},
т.е. Fn =

⋃
sGraph (τsn).

Свойство 4.3.12. За всяко k, Ak ≤ω F

Доказателство. Нека фиксираме k. Тъй като за всяко s ≤ s′

е в сила αs � αs′ , то

∀s ≥ k[αs(k) = αk(k)]

Нека сега n ≥ αk(k). Съгласно (En), за всяко s ≥ k,

τsn[D(n, αk(k))] ⊆ Akn.

По този начин

{y | ∃x ∈ D(n, αk(k))[〈x, y〉 ∈ Fn]} ⊆ Akn.
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От друга страна конструкцията на крайните части −→ρ s гаранти-
ра

Akn ⊆ {y | ∃x ∈ D(n, αk(k))[〈x, y〉 ∈ Fn]}.
Така за всяко n ≥ αk(k)

(4.3.2) Akn = {y | ∃x ∈ D(n, αk(k))[〈x, y〉 ∈ Fn]}.

От тук веднага получаваме A0 ≤ω F . От друга страна за про-
изволно k, (4.3.2) ни дава

∀n ≥ αk(k)[Akn ≤e Pn(F) uniformly in n].

Сега твърдението Ak ≤ω F следва от факта ∀n[Akn ≤e Pn(A0)].
�

Свойство 4.3.13. За всяко n, e и x, и s = 〈n, 〈e, x〉〉

(¬)x ∈ We(Pn(F)) ⇐⇒ −→τ s 
αs (¬)F n
e (x).

Доказателство. Нека преди всичко забележим, че ако e, x и
n са естествени числа и s = 〈n, 〈e, x〉〉, то

(4.3.3) −→τ s+1 
αs+1 F
n
e (x) ∨ −→τ s+1 
αs+1 ¬F n

e (x).

Наистина, нека разгледаме крайната част −→s s. Тя е построена
така, че

−→s s 
αs F
n
e (x) ∨ −→s s 
αs ¬F n

e (x).

Съгласно конструкцията −→s s v −→τ s+1. Освен това n ≤ s ≤ αs(s) и
тогава съгласно Лема 4.3.6

−→s s 
αs (¬)F n
e (x) =⇒ −→τ s+1 
αs+1 (¬)F n

e (x),

което доказва (4.3.3).
Нека сега пристъпим към доказателството на твърдението. Ще

използваме индукция по n. Нека първо n = 0.

x ∈ We(Pn(F)) ⇐⇒ x ∈ We(F0)

Тъй като F0 = {〈x, y〉 | ∃s[τs0(x) ' y]} и за всяко s′ ≤ s′′, τ0s′ ⊆ τ0s′′ ,
то

x ∈ We(Pn(F))

⇐⇒ ∃s′[x ∈ We(Graph (τ0s′))]

⇐⇒ ∃s′[−→τ s′ 
αs′
F 0
e (x)].

Нека сега да допуснем, че −→τ s+1 
αs+1 ¬F n
e (x) и да фиксираме s′,

за което −→τ s′ 
αs′
F 0
e (x) Тогава, тъй като 0 ≤ min{αs(s), αs′(s′)}

стигаме до противоречие с Лема 4.3.6.
Отрицателната еквивалентност следва директно от положител-

ната и дизюнкцията (4.3.3).
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Нека сега положителната и отрицателната еквивалентност са
верни за n и произволни e и x. Ще докажем първо посоката отляво-
надясно на положителната еквивалентност. Нека фиксираме e и x,
такива че x ∈ We(Pn+1(F)). Тогава същестуват u, u1 и u2 такива че

〈x, u〉 ∈ We & Du = Du1 ⊕Du2 &

∀v ∈ Du1

(v = 2〈xv, ev〉 & xv ∈ Wev(Pn(F))
∨

(v = 2〈xv, ev〉+ 1 & xv 6∈ Wev(Pn(F)))

 & Du2 ⊆ Fn+1.

Нека фиксираме такива u, u1 и u2. Нека за всяко v ∈ Du1 с sv
означим числото sv = 〈n, [v

2
]〉, където с [v

2
] сме означили цялата

част на рационалното число v
2
. Нека още за всяко v ∈ Dv имаме

[v
2
] = 〈xv, ev〉. Тогава съгласно индукционното предположение за

всяко v ∈ Dv

(4.3.4) (¬)xv ∈ Wev(Pn(F)) ⇐⇒ −→τ sv 
αsv (¬)F n
ev(xv).

Нека сега положим sm = max{{sv | v ∈ Dv}∪{su2}, където su2 е
такова, че Du2 ⊆ Graph (τsu2n+1). Тъй като за всяко v ∈ Du, n ≤ sv,
то n ≤ αsv(sv) Тогава съгласно Лема 4.3.6 и (4.3.4) получаваме

(¬)xv ∈ Wev(Pn(F)) =⇒ −→τ sm 
αsm (¬)F n
ev(xv)

и следователно−→τ sm 
αsm F n+1
e (x). Сега ако допуснем, че−→τ s+1 
αs+1

¬F n+1
e (x) ще стигнем до противоречие с Лема 4.3.6.
Обратната посока на положителната еквивалентност следва от

аналогични разсъждения. Отрицателната еквивалентност, от своя
старана, следва от положителната и (4.3.3).

�

Свойство 4.3.14. За всяко j, Bj 6≤ω F .

Доказателство. Да допуснем, че за някое j, Bj ≤ω F . Тогава
за редицата B∗ = {B∗n}n<ω

B∗n = {x | ∃y[〈x, y〉 ∈ F0 & y ∈ Bjn]}
е изпълнено B∗ ≤ω F . Нека gk е рекурсивна функция, за която за
всяко n

B∗n = Wgk(n)(Pn(F)),

и нека s = 〈k, j〉. Нека означим с xs числото lh (σs0). Тогава за
числото ys и крайната част −→τ s+1 имаме

τs+1,0(xs) ' ys.

Следователно ys ∈ Bjns ⇐⇒ xs ∈ B∗ns . От друга страна
−→τ s+1 
αs (¬)F ns

gk(ns)
(xs) ⇐⇒ (¬)ys 6∈ Bjns .

и значи
−→τ s+1 
αs (¬)F ns

gk(ns)
(xs) ⇐⇒ (¬)xs 6∈ B∗ns .
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Нека s′ = 〈ns langlegk(ns), xs〉〉. Тъй като ns ≤ αs+1(s + 1) и ns ≤
αs′(s

′), то съгласно Лема 4.3.6 и (4.3.3) получаваме
−→τ s′+1 
αs′+1

(¬)F ns
gk(ns)

(xs) ⇐⇒ (¬)xs 6∈ B∗ns ,

което противоречи на предното твърдение, съгласно което
−→τ s′+1 
αs′+1

(¬)F ns
gk(ns)

(xs) ⇐⇒ (¬)xs ∈ B∗ns .

Следователно Bj 6≤ω F .
�

С това доказателството на теоремата е завършено.
�

4.4. Квази-минимални ω-номерационни степени

В теорията на номерационните степени казваме, че степента a
е квази-минимална над степента b, ако b < a и за всяка тотална
степен c е изпълнено, че ако c ≤ a, то c ≤ b, с други думи a и
b мажорират едни и същи тотални степени1. Освен това казваме
че степента a е квази-минимална над редицата b0 ≤ b1 ≤ . . . ≤
bn ≤ . . ., ако за всяко n, bn < a и за всяко тотална степен c, ако
c ≤ a, то c ≤ bn за някое n2. При предположението DT ⊆ De
(чрез роджърсовото влагане) двете понятия могат да бъдат имат
единна дефиниция, а именно, че степента a е квази-минимална над
идеалът I в De, ако a 6∈ I, I ( Ie(a) и I∩DT = Ie(a)∩DT . Ясно е, че
всяка степен от De\DT е квази-минимална над някой идеал в De, а
именно a ∈ De\DT е квази-минимална над идеала Ie (Ie(a) ∩ DT ),
т.е. идеалът в De породен от множеството I(a) ∩ DT . Основното
нетривиално свойство на квази-минималните степени е, че за всеки
изброим идеал I в De, съществува квази-минимална степен над I.

Нека сега разгледаме разширението Dω на De. За да запазим
аналогията с тюринговите и номерационните степени дефинираме
понятието квази-минимална степен в Dω по следния начин.

Дефиниция 4.4.1. Нека I е идеал в Dω. Казваме, че степента
a ∈ Dω\De е квази-минимална над I, ако

(i) I ( I(a);
(ii) I ∩ De = I(a) ∩ De.

Отново е ясно, че всяка степен от a ∈ Dω\De е квази-минимална
над идеала в Dω породен от множеството I(a)∩De. По този начин
квази-минималните степени съвпадат със степените от Dω\De. Та-
ка изучаването на квази-минималните степени е еквивалентно на
изучаването на на “новите” степени от Dω.

1За първи път квази-минимални степени са разгледани от Медведев [1]
2За първи това понятие е въведено от Слеман и Сорби [42]
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На това място можем да видим една голяма разлика между
разширението DT ⊆ De и разширението De ⊆ Dω. Както отбеля-
захме по-горе всеки изброим идеал от номерационни степени има
квази-минимална номерационна степен. Това твърдение обаче не е
вярно за ω-номерационните степени. За да се убедим в това, нека
да разгледаме произволен скок-идеал, т.е. идеал I, такъв че I ′ = I.
Да допуснем, че a е квази-минална над I. Нека c е най-голямата
степен от De, такава че c ≤ω a. Тогава от дефиницията на квази-
минимални ω-номерационни степени получаваме c ∈ I. Тъй като
I = I ′, то c′ ∈ I. От друга страна c′ ∈ De и c < c′. Следователно
c′ 6≤ω a и значи c 6∈ I, което е противоречие.

Това, което можем да докажем е следната теорема.

Теорема 4.4.2. Нека c ∈ Dω и нека A ⊆ De. Тогава:
(1) Съществува квази-минимална ω-номерационна степен над
I(c).

(2) За I(A) съществува квази-минална степен тогава и сама
тогава, когато I(A) е главен.

Доказателство. Нека първо докажем (1). Нека D е множес-
твото на всички ω-номерационни степени, които са породени от ре-
дици съдържащи само N и ∅. Тъй като тези редици са континуум
много и тъй като всяка степен съдържа изброимо много редици, то
множеството D съдържа континуум много степени. Следователно
съществува степен b ∈ D, такава че b 6≤ω c. Нека фиксираме ед-
на такава степен b и да разгледаме степента c ∨ b. Твърдим, че
c ∨ b е квази-минимална над I(c). Наистина c <ω c ∨ b и следо-
вателно I(c) ( I(c ∨ b). Така първото условие от дефиницията за
квази-минималност е изпълнена. Нека сега докажем второто. Нека
c = dω(C), където първият член на редицата C е множеството C0.
Без ограничение можем да считаме, че b се поражда от редица с
първи член ∅. Тогава dω(C0 ↑ ω) е най-голямата степен от De, която
е под c, и dω(C0⊕∅ ↑ ω) е най-голямата степен от De под c∨b. Но
C0 ≡e C0⊕∅ и следователно I(c)∩De = I(c∨b)∩De, което е точно
това, което трябваше да докажем.

Нека сега докажем (2). Достатъчно е само да видим, че, ако
I(A) има квази-минимална степен, то I(A) е главен. Нека a е квази-
минимална над I(A) и нека b е най-голямата степен от De, за която
b ≤ω a. Твърдим, че I(A) = I(b). Наистина, тъй като b ∈ De и
b ≤ω a, в сила е b ∈ I(A) и следователно I(b) ⊆ I(A). От друга
страна за всяко x ∈ A, x ≤ω a. Тъй като A ⊆ De и b е най-голямата
степен от De под a, получаваме, че b е горна граница за множество-
то A. Следователно I(A) ⊆ I(b), което завършва доказателството.

�



Глава 5

Определимост в Dω
′ и автоморфизми

В тази глава ще видим някои интересни и може би неочаква-
ни резултати за ω-номерационните степени. Първо в 5.1 доказва-
ме една “силна” теорема за обръщане на скока, а именно, че ако
a′ ≤ω b, то множеството {x ∈ Dω | a ≤ω x & x′ = b} има най-
малък елемент. Като следствие ще получим, че за произволно a
интервалът [a, a′] съдържа изоморфни копия на всички интервали
от вида [a(n), a(n+1)]. По-нататък, в 5.1 ще видим, че множеството
D1 е определимо с помощта на формула от първи ред и като след-
ствие ще получим, че всяка изброима релация в Dω е определима
с помощта на формула от първи ред с параметри. Накрая в 5.3
ще покажем, че групата на автоморфизмите на De е изоморфна на
тази на автоморфизмите на Dω ′.

Резултати в тази глава са съвместни със И. Сосков. Докладвани
са в [13] и са публикувани в [38].

5.1. Теорема за обръщане на скока

Както видяхме в Глава 3, за тюринговите и номерационните
степени на неразрешимост могат да бъдат доказани интересни те-
ореми за обръщане на скока. По-точно в тюринговите степени е в
сила, че за произволно a,b ∈ DT , ако a′ ≤ b, то съществува x ∈ DT ,
такава че a ≤ x и b = x′. При това, ако c 6≤ a, то x може да бъде
подбрана така, че c 6≤ x (в такъв случай казваме, че x изпуска c).

В случая на номерационни степени, теоремата за обръщане на
скока трябва да бъде отслабена, тъй като само тоталните степени
мога да бъдат скокове на номерационни степени. По-точно изпъл-
нено е, че за произволни a,b ∈ De, ако a′ ≤ b и b е тотална, то
съществува x ∈ De, такава че a ≤ x и b = x′. При това, ако c 6≤ a,
то x може да бъде подбрана така, че c 6≤ x (в такъв случай казваме,
че x изпуска c).

И в двата случая, като следствие от това, че можем да обръщаме
скока, изпускайки подходящи степени, получаваме, че за всеки две
степени a,b ако a′ � b (и b е тотална в случай на номерационни
степени) множеството

(5.1.1) {x | a ≤ x & b = x′}
няма най-малък елемент. Наистина — нека разгледаме тюрингови-
ят случай и нека a,b,x ∈ DT , са такива че a′ � b и (да допуснем

53
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че) x е най-малката степен над a, за която x′ = b. Тъй като x 6≤ a,
то съгласно Теорема 2.1.4 (виж още [?]), съществува степен c ∈ DT ,
такава че a ≤ c, c′ = b и x 6≤ c. Това обаче противоречи на това,
че x е най-малкото обръщане на скока на b над a и значи такова
x не може да съществува.

В този раздел ще видим, че за ω-номерационните степени е ва-
лидна eдна “силна” теорема за обръщане на скока. По-точно, ще
покажем, че когато става въпрос за ω-номерационни степени мно-
жеството (5.1.1) има най-малък елемент.

За начало ще въведем една операция върху редици, която има
интересни свойства. Нека фиксираме редица A = {Ak}k<ω от Sω.

Дефиниция 5.1.1. Нека B ∈ Sω и нека n ≥ 1. Полагаме InA(B)
да бъде редицата {Ck}k<ω, където (∀k < n)(Ck = Ak) и (∀k ≥
n)(Ck = Pk−n(B)).

Неформално редицата InA(B) е скок редицата на B, към която
отляво сме залепили първите n члена на A. Следващото твърдение
ни дава основните свойства на операцията InA.

Твърдение 5.1.2. Нека A(n) ≤ω B. В сила са следните твър-
дения:

(1) A ≤ω InA(B).
(2) InA(B)(n) ≡ω B.
(3) Ако A ≤ω C и B ≤ω C(n) то InA(B) ≤ω C.

Доказателство. Твърденията (1) и (2) следват директно от
дефинициите. За да докажем (3) нека A ≤ω C и B ≤ω C(n). Тогава за
всяко k, Pk(B) ≤e Pn+k(C) равномерно по k. Тъй катоA ≤ω C, имаме
за всяко k < n, Ak ≤e Pk(C). Така InA(B) ≤e P (C) и следователно
InA(B) ≤ω C.

�
Ето още няколко лесни, но полезни свойства на обръщащата

операция InA:

(I0) InA(A(n)) ≡ω A.
(I1) Нека A,A∗ ∈ Sω. Ако за някое B, C ∈ Sω, InA(B) ≡ω InA∗(C),

то
(∀k < n)(Pk(A) ≡e Pk(A∗)).

(I2) Ако B ≡ω C, то InA(B) ≡ω InA(C).
(I3) Ако (∀k < n)(Pk(A) ≡e Pk(A∗)), то за всяко B ∈ Sω, InA(B) ≡ω

InA∗(B).
Нека a,b ∈ Dω и нека n ≥ 1. Нека още A ∈ a и B ∈ b. Дефи-

нираме Ina (b) = d(InA(B)). От (I2) и (I3) имаме, че Ina (b) е коректно
дефинирана бинарна операция в Dω.
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Твърдение 5.1.2 има няколко следствия, които са неочаквани
и показват, че операцията скок в ω-номерационните степени при-
тежава свойства, които не са верни нито за тюринговите, нито за
номерационните степени.

Теорема 5.1.3. Нека a,b ∈ Dω и a(n) ≤ω b. Тогава Ina (b) е
най-малкият елемент на множеството {x : a ≤ω x & x(n) = b}.

Теорема 5.1.4. За всяко a ∈ Dω и n ≥ 1,

{x(n) : a ≤ω x ≤ω a′} = {y : a(n) ≤ω y ≤ω a(n+1)}.

Доказателство. Ясно е, че за всяко x ∈ [a, a′] е изпълнено
x(n) ∈ [a(n), a(n+1)].

Нека сега a(n) ≤ω y ≤ω a(n+1) и нека положим x = Ina (y). Тогава
a ≤ω x и x(n) = y. Остава да докажем, че x ≤ω a′. Наистина, в сила
е a(n) ≤ω y и y ≤ω a(n+1) = (a′)(n). Следователно от Твърдение 5.1.2
получаваме x ≤ω a′.

�
Нека за две ω-номерационни степени a ≤ω b, да означим с

Dω[a,b] интервала ({x : a ≤ω x ≤ω b},≤ω� [a,b]).

Свойство 5.1.5. Нека a ∈ Dω и n ≥ 1. Тогава

Dω[a(n), a(n+1)] ' Dω[a, Ina (a(n+1))].

Доказателство. От Твърдение 5.1.2 следва, че ако a(n) ≤ω
x,y, то

x ≤ω y ⇐⇒ Ina (x) ≤ω Ina (y).

В този смисъл достатъчно е да докажем, че

a ≤ω x ≤ω Ina (a(n+1)) =⇒ x = Ina (x(n)).

Наистина, нека A ∈ a и X ∈ x. Тогава A ≤ω X и X ≤ω InA(A(n+1)).
От тук получаваме, че за всяко k < n, Pk(A) ≤e Pk(X ) ≤e Pk(A).
Следователно (∀k < n)(Pk(X ) ≡e Pk(A)). Така

X ≡ω InX (X (n)) ≡ω InA(X (n))

и значи x = Ina (x(n)).
�

Последното твърдение показва, че интервалът Dω[a, a′] съдър-
жа подструктура изоморфна на Dω[a(n), a(n+1)].

5.2. Определимост на De в Dω ′

Нека сDω ′ означим структурата (Dω,0ω,≤ω,′ ) на ω-номерационните
степени с прибавена операцията скок.

В този раздел ще покажем, че множеството D1 е определимо с
формула от първи ред в Dω ′.
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Дефиниция 5.2.1. За a,x ∈ Dω, полагаме Ia(x) = I1
a(x). Нека

още
Ia = {Ia(x) : a′ ≤ω x}.

Ясно е, че

z ∈ Ia ⇐⇒ a ≤ω z & (∀y)(a ≤ω y & y′ = z′ ⇒ z ≤ω y).

Следователно съществува формула от първи ред Φ с точно две
свободни променливи, такава че

Dω ′ |= Φ(z, a) ⇐⇒ z ∈ Ia.

Свойство 5.2.2. Нека a = dω(A) и нека b = dω(B). Тогава

Ia ⊆ Ib ⇐⇒ b ≤ω a & A0 ≡e B0.

Доказателство. Нека Ia ⊆ Ib. От (I0) получаваме a ∈ Ia и
следователно a ∈ Ib. Тогава a = Ib(x) за някое x, такова че b′ ≤ω x.
Следователно b ≤ω a. От друга страна a = Ia(a′) = Ib(x). Тогава
от (I1) получаваме A0 = P0(A) ≡e P0(B) = B0.

Нека сега b ≤ω a и A0 ≡e B0. Трябва да покажем, че за всяко
x, такова че a′ ≤ω x, е в сила Ia(x) ∈ Ib. Наистина, да забележим,
че b′ ≤ω a′ ≤ω x и следователно Ib(x) ∈ Ib. От A0 ≡e B0 съгласно
(I3) получаваме Ib(x) = Ia(x).

�

Следствие 5.2.3. Ако Ia = Ib, то a = b.

Свойство 5.2.4. За всяко a ∈ Dω,
a ∈ D1 ⇐⇒ (∀b)(Ia ⊆ Ib ⇒ Ia = Ib).

Доказателство. Нека a = dω(A ↑ ω) ∈ D1. Нека b = dω(B) и
Ia ⊆ Ib. Тогава A ≡e B0 и следователно A ↑ ω ≤ω B. So a ≤ω b. От
горното твърдение следва, че Ib ⊆ Ia.

Нека сега (∀b)(Ia ⊆ Ib ⇒ Ia = Ib). Да разгледаме редицата
A ∈ a. Нека положим B = A0 ↑ ω и нека b = dω(B). Да забележим,
че b ∈ D1. Ясно е, че b ≤ω a. Следователно Ia ⊆ Ib. Тогава Ia = Ib.
От тук получаваме a = b, а следователно a ∈ D1

�
Така доказахме следната Теорема

Теорема 5.2.5. Множеството D1 е определимо с формула от
първи ред в Dω ′.

Като следствие на Теорема 5.2.5 можем да покажем, че всяка
изброима n-арна релация в Dω е определима с формула от първи
ред с параметри. За целта ще използваме един резултат на Слеман
и Уудин [34].

Теорема 5.2.6. Всяка изброима n-арна релация в De е опреде-
лима с формула от първи ред с параметри.
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Нека фиксираме едно изброимо R ⊆ Dnω и нека с dom(R) оз-
начим онези степени, които участват в някоя наредена n-орка от
R. Тъй като R е изброимо, то съществува степен a ∈ D1, така-
ва че (∀x ∈ dom(R))(x ≤ω a). Нека dom(R) = {x1,x2, . . . ,xn, . . .}
и нека a1, a2, . . . , an, . . . са степени от D1, такива че за всяко i,
xi = a ∩ ai, т.е. xi е точната долна граница на a и ai (такива сте-
пени съществуват съгласно Теорема 4.2.6). Така в известен смисъл
ai e представител на xi в D1 и значи можем да представим R, като
n-арна релация в D1. Наистина, нека с R1 означим множеството
R1 ⊆ ({ai | i < ω})n, дефинирано чрез

(ai1 , ai2 . . . , ain) ∈ R1 ⇐⇒ (xi1 ,xi2 . . . ,xin) ∈ R.
Тогава е изпълнено, че (y1, . . . ,yn) ∈ R, тогава и само тогава когато
(5.2.1)
∃(z1, . . . , zn ∈ D1)((∀0 ≤ i ≤ n)(yi = a ∩ zi) & (z1, . . . , zn) ∈ R1)

Но R1 е изброима релация в D1 и тъй като D1
∼= De, то съществува

формула ϕ, на k + n променливи и параметри b1,b2, . . . ,bk ∈ D1,
такива че за всяко z1, . . . , zn ∈ D1

(z1, . . . , zn) ∈ R1 ⇐⇒ D1 |= ϕ(b1, . . . ,bk, z1, . . . , zn).

Нека с ϕD1 означим формулата, която се получава от ϕ, огранича-
вайки всички квантори в D1. Тогава за всяко y1, . . . ,yn ∈ D1

(5.2.2) (y1, . . . ,yn) ∈ R1 ⇐⇒ Dω |= ϕD1(b1, . . . ,bk,y1, . . . ,yn).

Сега от (5.2.1), (5.2.2) и от това, че D1 е определимо с формула от
първи получаваме следната теорема.

Теорема 5.2.7. Всяка изброима n-арна релация в Dω е опреде-
лима с формула от първи ред с параметри.

Въпросът дали операцията скок е определима в структурата Dω
е все още открит. Нека все пак да отбележим, че този въпрос е ек-
вивалентен на въпроса, дали D1 е определимо в Dω. Наистина, ако
скокът е определим, то и D1 ще бъде определимо съгласно Теорема
5.2.5. От друга страна, ако D1 е определимо в Dω, то операцията
скок ще бъде определима, тъй като първо тя е определима в De [16]
(и значи в (D1,≤ω,∨)) и второ съгласно Твърдение 4.2.2 скокът на
степента a е точната долна граница на скокове на коя да е мини-
мална двойка на a. От своя страна, всяка степен има минимална
двойка в D1 (Теорема 4.2.6).

5.3. Автоморфизмите на Dω ′

Определимостта на D1 показва, че всеки автоморфизъм на Dω ′
поражда автоморфизъм на D1, т.е. на De. От друга страна, тъй ка-
то D1 е базис на автоморфизмите на Dω, то ако два автоморфизма
съвпадат върху D1, то те съвпадат и върху Dω. В частност всеки
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нетривиален автоморфизъм на Dω поражда нетривиален автомор-
физъм на De.

Сега ще покажем, че всеки автоморфизъм на De може да бъде
продължен до автоморфизъм на Dω. Нека първо припомним ня-
колко факта за автоморфизмите на DT .

Да означим с DT ′ структурата на тюринговите степени с доба-
вена операцията скок, а с De′ — структурата на номерационните
степени с добавена операцията скок.

Следната теорема е доказана от Ричтер[28], виж още [20]:

Теорема 5.3.1. Нека a,b ∈ DT . Нека DT ′[a,∞) ' DT ′[b,∞).
Тогава a(2) ≤T b(3).

Като следствие Ричтер получава следния факт за автоморфиз-
мите на DT ′:

Теорема 5.3.2. Нека ϕ е автоморфизъм на DT ′. Тогава ϕ(a) =
a за всяко a над 0(3).

Използвайки Теорема 5.3.1, можем да получим подобни резул-
тати и за De′.

Теорема 5.3.3. Нека a,b ∈ De са такива, че

De′[a,∞) ' De′[b,∞).

Тогава a(3) ≤e b(4).

Доказателство. Нека ϕ е изоморфизъм на De′[a,∞) върху
De′[b,∞)

Ще покажем, че ϕ изобразява тоталните номерационни степени
над a′ върху тоталните номерационни степени над b′. Наистина, да
разгледаме една тотална степен x над a′. Съгласно Теорема 2.1.4,
съществува y, такова че a ≤e y и y′ = x. Тогава

ϕ(x) = ϕ(y′) = ϕ(y)′.

Тъй като всеки скок е тотална степен, то ϕ(x) е тотална. Ясно е,
че b′ = ϕ(a′) ≤e ϕ(y′) = ϕ(x).

Нека сега b′ ≤e y и нека y е тотална. Тъй като ϕ−1 е изомор-
физъм от De′[b,∞] в De′[a,∞], то ϕ−1(y) е тотална и a′ ≤e ϕ−1(y).

Нека дефинираме изображението γ в DT [ι−1(a′),∞] чрез

γ(x) = ι−1(ϕ(ι(x))),

където ι е роджърсовото влагане на тюринговите в номерационни-
те степени. Ясно е, че γ е изоморфизъм на DT ′[ι−1(a′),∞] върху
DT ′[ι−1(b′),∞]. Съгласно Теорема 5.3.1 ι−1(a′)(2) ≤T ι−1(b′)(3). Сле-
дователно a(3) ≤e b(4).

�
Като следствие получаваме свойство на автоморфизмите на De′,

чието доказателство е аналогично на това на Теорема 5.3.2 предс-
тавено в [20].
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Теорема 5.3.4. Нека ϕ е автоморфизъм на De′. Тогава ϕ(x) =
x за всяко x над 0e

(4).

Доказателство.
Нека първо разгледаме тотална степен c над 0e

(4). Съгласно
Теорема 2.1.4 съществува номерационна степен a, такава че c =
a ∨ 0e

(4) = a(4).
Нека d = ϕ(c) и b = ϕ(a). От предната теорема получаваме

b ≤e b(3) ≤e a(4).
Ясно е, че b(4) = ϕ(a(4)) = ϕ(c) = d.
От друга страна,

b(4) = ϕ(a(4)) = ϕ(a ∨ 0e
(4)) = ϕ(a) ∨ 0e

(4) = b ∨ 0e
(4).

Следователно d = b ∨ 0e
(4) ≤e a(4) = c.

Използвайки това, че ϕ−1 също е автоморфизъм на De′ и изпол-
звайки същите разсъждения, получаваме, че c ≤e d. Така c = d.

Нека сега x е произволна номерационна степен над 0e
(4). Съг-

ласно Rozinas[30] съществуват тотални номерационни степени a и
b, такива че x = a ∧ b. Тогава

ϕ(x) = ϕ(a ∧ b) = ϕ(a) ∧ ϕ(b) = a ∧ b = x.

�
Вече сме готови да докажем, че всеки автоморфизъм на De′ мо-

же да бъде продължен до автоморфизъм на Dω ′. Нека фиксираме
един автоморфизъм ϕ на De′.

Нека за произволна редица A ∈ Sω с JeA означим множеството

JeA = {κ−1(x) | x ∈ D1 & dω(A) ≤ω x}.
Съгласно Теорема 3.3.2,

A ≤ω B ⇐⇒ JeB ⊆ JeA.

Нека сега A = {Ak}k<ω е редица от множествата от естествени
числа. Ще покажем, че можем да построим редица B, такава че
JeB = {ϕ(x) : x ∈ JeA}. Наистина, нека pk = de(Pk(A)). Да забеле-
жим, че ако k ≥ 4, то pk ≥ 0(4) и следователно ϕ(pk) = pk.

Нека фиксираме множества B0, B1, B2, B3 съответно от от ϕ(p0),
ϕ(p1), ϕ(p2) и ϕ(p3) и нека за k ≥ 4, Bk = Pk(A).

Лема 5.3.5. JeB = {ϕ(x) | x ∈ JeA}.
Доказателство. Нека x ∈ JeA и нека X ∈ x. Тогава A ≤ω X ↑

ω и значи Pk(A) ≤e {X(k)}k<ω равномерно по k. Нека Y ∈ ϕ(x).
Съгласно Теорема 5.3.4, в сила е X(4) ≡e Y (4). Следователно за
всяко k ≥ 4, X(k) ≡e Y (k) равномерно по k. Ясно е, че Bk ≤e Y (k) за
k ≤ 3. Така, B ≤ω {Y (k)}k<ω. Следователно ϕ(x) ∈ JeB.

Нека сега y ∈ JeB и нека y = ϕ(x). Нека X ∈ x и Y ∈ y. Тогава,
отново, X(4) ≡e Y (4). От тук, както в предния случай, получаваме,
че P (A)k ≤e {X(k)}k<ω равномерно по k и следователно x ∈ JeA. �
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Нека дефинираме изображението Φ в Dω по следния начин. По
дадено a ∈ Dω, разглеждаме редицата A ∈ a и конструираме реди-
цата B както по-горе. Полагаме Φ(b) = dω(B). От лемата, изобра-
жението Φ е коректно дефинирано, инективно и запазва частичната
наредба ” ≤ω ”. За да докажем, че Φ е автоморфизъм на Dω, оста-
ва да покажем, че Φ е върху. Наистина, нека b = dω(B). Тъй като
ϕ−1 е автоморфизъм на De′, то съществува редица A, такава че
JeA = {ϕ−1(x) | x ∈ JeB}. Нека a = dω(A) и Φ(a) = dω(B∗), където
JeB∗ = {ϕ(x) | x ∈ JeA}. Тогава JeB = JeA и следователно Φ(a) = b.

Следната лема следва директно от дефиницията на Φ:

Лема 5.3.6. Нека a ∈ Dω. Тогава

{y | y ∈ De & Φ(a) ≤ω κ(y)} = {ϕ(x) | x ∈ De & a ≤ω κ(x)}.

Следствие 5.3.7. За всяко a ∈ De, Φ(κ(a)) = κ(ϕ(a)).

Доказателство. Нека a ∈ De. Ясно е, че за всяко y ∈ De,
Φ(κ(a)) ≤ω κ(y) ⇐⇒ κ(a) ≤ω κ(ϕ−1(y)) ⇐⇒
a ≤e ϕ−1(y) ⇐⇒ ϕ(a) ≤e y ⇐⇒ κ(ϕ(a)) ≤ω κ(y).

Следователно Φ(κ(a)) = κ(ϕ(a)).
�

Следствие 5.3.8. За всяко a ∈ De, Φ−1(κ(a)) = κ(ϕ−1(a)).

Доказателство. Нека a ∈ De. Тогава κ(a) ∈ D1 и следова-
телно от определимостта на D1, Φ−1(κ(a)) ∈ D1. Тогава

ϕ(κ−1(Φ−1(κ(a))) = κ−1(Φ(Φ−1(κ(a)))) = a.

Следователно κ−1(Φ−1(κ(a))) = ϕ−1(a). От последното равенст-
во получаваме Φ−1(κ(a)) = κ(ϕ−1(a)).

�
Остава да докажем, че Φ запазва операцията скок.

Лема 5.3.9. За всяко a ∈ Dω, Φ(a′) = Φ(a)′.

Доказателство. Нека a ∈ Dω и нека x,y ∈ D1 са такива, че
a = x ∧ y. Тогава, тъй като Φ е автоморфизъм на Dω, от предното
следствие и Твърдение 4.2.2 получаваме
Φ(a′) = Φ(x′ ∧ y′) = Φ(x′) ∧ Φ(y′) = κ(ϕ(κ−1(x′))) ∧ κ(ϕ(κ−1(y′))) =

κ(ϕ(κ−1(x)))′∧κ(ϕ(κ−1(y)))′ = Φ(x)′∧Φ(y)′ = (Φ(x)∧Φ(y))′ = Φ(a)′.

�
Като съчетаем доказаните свойства на Φ получаваме следната

теорема:

Теорема 5.3.10. За всеки изоморфизъм ϕ на De′ съществува
единствен изоморфизъм Φ на Dω, такъв че:

(5.3.1) (∀x ∈ De)(Φ(κ(x)) = κ(ϕ(x))).



5.3. АВТОМОРФИЗМИТЕ НА Dω ′ 61

Доказателство. Трябва само да покажем, че Φ е единствен.
Наистина, нека Φ1 и Φ2 са автоморфизми на Dω ′ удовлетворяващи
(5.3.1). Тогава за всяко y ∈ D1, Φ1(y) = Φ2(y). Тъй като D1 е базис
за автоморфизмите на Dω, Φ1 = Φ2.

�

Следствие 5.3.11. Групата на автоморфизмите на De′ и та-
зи на автоморфизмите на Dω ′ са изоморфни.

Доказателство. За даден автоморфизъм ϕ на De′, нека Λ(ϕ)
е автоморфизмът Φ на Dω ′ удовлетворяващ (5.3.1). Ясно е, че Λ е
добре дефинирано и инективно.

Нека Φ е автоморфизъм на Dω ′. Съгласно определимостта на
D1, Φ(y) ∈ D1 за всяко y ∈ D1. Нека дефинираме ϕ в De чрез

ϕ(x) = κ−1(Φ(κ(x))).

Лесно се вижда, че ϕ е автоморфизъм на De′ и че ϕ и Φ удовлет-
воряват (5.3.1). Така Λ е биекция.

Остава да покажем, че за всеки два автоморфизма ϕ1 и ϕ2 of
De′,

Λ(ϕ1 ◦ ϕ2) = Λ(ϕ1) ◦ Λ(ϕ2).

Нека Φ = Λ(ϕ1 ◦ ϕ2), Φ1 = Λ(ϕ1) и Φ2 = Λ(ϕ2). Достатъчно е да
видим, че за всяко x ∈ De, Φ(κ(x)) = Φ2(Φ1(κ(x)). Наистина, нека
x ∈ De. Тогава

Φ(κ(x)) = κ(ϕ2(ϕ1(x))) = Φ2(κ(ϕ1(x))) = Φ2(Φ1(κ(x))).

�
В [16] Калимулин доказва, че номерационният скок е определим

с формула от първи ред в De. Следователно групите на автомор-
физмите на De и De′ съвпадат. Следователно можем да изкажем
последното следствие по следния начин:

Теорема 5.3.12. Групата на автоморфизмите на De и тази
на автоморфизмите на Dω ′ са изоморфни.

Това съответствие между автоморфизмите на D и De′ има след-
ното следствие, показващо, че всеки автоморфизъм на D оставя на
място всички степени над 0ω

(4).

Теорема 5.3.13. Нека Φ е автоморфизъм на D. Тогава Φ(a) =
a за всяко a над 0ω

(4).

Доказателство. Нека ϕ е автоморфизъм на De′, такъв че
за всяко x ∈ De, Φ(κ(x)) = κ(ϕ(x)). Нека 0ω

(4) ≤ω a. Ясно е, че
0ω

(4) ≤ω Φ(a). Тогава за всяко x ∈ De,
a ≤ω κ(x)⇔ Φ(a) ≤ω Φ(κ(x))⇔ Φ(a) ≤ω κ(ϕ(x))⇔ Φ(a) ≤ω κ(x).

�



Глава 6

ω-номерационни степени под 0ω
′

Досегашните резултати показват, че структурите De′ и Dω ′ са
тясно свързани, но не са елементарно еквивалентни. В тази глава
ще видим, че структурата Dω ′ съдържа нови, явно дефинирани
елементи (виж 6.1), които могат да се използват за характеризация
на ниските и високи степени (класовете L = {a ≤ 0′ | ∃n[a(n) =
0(n)]} и H = {a ≤ 0′ | ∃n[a(n) = 0(n+1)]}) не само в Dω, но и в De и
DT . По-точно, ще покажем, че съществува идеал I, такъв че

a ∈ L ⇐⇒ (∀x ∈ I)(x ≤ω a⇒ x ≤ω 0ω)

a ∈ H ⇐⇒ (∀x ∈ I)(x ≤ω a).

Резултати в тази глава са съвместни със Сосков и са публи-
кувани в [38].

6.1. Класовете L, H и I

Дефиниция 6.1.1. Нека n ≥ 1. Казваме, че една ω-номерацион-
на степен a ≤ 0ω

′ е n-висока, ако a(n) = 0ω
(n+1). Казваме, че сте-

пента a е n-ниска, ако a(n) = 0ω
(n).

Нека с Hn означим множеството на всички n-високи степени,
а с Ln — множеството на всички n-ниски степени. Ясно е, че тю-
ринговата степен x е n-висока (ниска) тогава и само тогава, когато
λ(x) ∈ Hn(Ln), а номерационната степен y е n-висока (ниска) тога-
ва и само тогава, когато κ(x) ∈ Hn(Ln).

Нека положим
H =

⋃
n≥1

Hn; L =
⋃
n≥1

Ln and I = {a ≤ω 0ω
′ : a 6∈ (H ∪ L)}.

За DT е в сила следната теорема произтичаща от резултатите
на Сакс [31], Лахлан [18] и Мартин [21].

Теорема 6.1.2. За всяко n, класовете Ln+1 − Ln и Hn+1 −Hn

са непразни. Освен това, класът I също е непразен.

Тъй като DT ′ се влага в De′ и Dω ′ то горната теорема е в сила
и за тези две структури. Въпреки това, ние ще видим, че тя има
естествено и просто доказателство в Dω ′

В сила е следната теорема.

Теорема 6.1.3. За ω-номерационните степени следните са из-
пълнени:

62
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(1) Съществува a ∈ I, такова че за всяко n, можем да наме-
рим степени x ∈ Ln+1 − Ln и y ∈ Hn+1 − Hn, такива че
x ≤ω a ≤ω y.

(2) За всяко x ∈ L и y ∈ H, такива че x ≤ω y, съществува
b ∈ I, такова че x ≤ω a ≤ω y.

(3) Съществуват a,b ∈ I, такива че a ∨ b = 0ω
′.

Доказателство. Идеята на доказателството се крие в това, че
равномерно по A′ можем да намираме A-генерична (в смисъла на
Дефиниция 2.2.2) номерация под A′. Този факт е добре известен,
но до колкото е известно на автора, до момента равномерността
никога не е била формулирана явно. За това първо ще докажем
следната лема.

Лема 6.1.4. Съществува естествено число p, такова че за вся-
ко множество A, рекурсивната в A′ с индекс p функция ϕA

′
p е A-

генерична номерация. В частност, съществува индекс q, такъв че
Graph (ϕA

′
p ) = Wq(A

′).

Доказателство. Нека фиксираме едно множество A и нека
както в 3.2 с RA означим множеството от всички A-регулярни
крайни части. Ясно е, че съществува индекс i, независещ от A,
такъв че RA = Wi(A). Нека още

Xj = {τ ∈ RA | (∃ρ ∈ RA)(τ ⊆ ρ & ρ ∈ Wj(A))}

Ясно, е че съществува рекурсивна функция g, независеща от A,
такава че Xj = Wg(j)(A).

Вече сме готови да опишем алгоритъма, който използвайки ора-
кул A′ ни дава A-генерична номерация. Полагаме τ0 = ∅. Нека сега
τn e дефинирана. Използвайки A′, намираме най-малкият елемент
xn на A, за който xn 6∈ τn[2N+1]. Полагаме σn = τn∗0∗xn. След това,
използвайки оракул A′ проверяваме дали σn ∈ Xn. Ако отговорът
е “да”, отново използвайки A′ полагаме

τn+1 = µρ ∈ RA[σn ⊆ ρ & ρ ∈ Wn(A)]

Ако отговорът е “не”, полагаме τn+1 = σn.
Ясно е, че

⋃
n τn е A-генерична номерация. При това, гореописа-

ният алгоритъм не зависи от A, а само от индексът i и функцията
g. Тъй като те не зависят от A то алгоритъмът е един същ за всяко
A.

�
Нека сега да разгледаме редицата G = {Gn}n<ω, за която Gn =

Wq(∅(n+1)). От свойствата на A-генеричните номерации, получаваме

∀n(Pn(G)′ ≡e ∅(n+1)), ∀n(Pn(G) 6≤e ∅(n))

Освен това G ≤ω ∅ω ′ и значи dω(G) ∈ I.
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(1) Нека a = dω(G) и нека фиксираме едно естествено n ≥ 1. Да
разгледаме редиците

X = (G0, G1, . . . , Gn, ∅, ∅, . . .),

Y = (G0, G1, . . . , Gn, ∅(n+2), ∅(n+3), . . .).

Ясно е, че Xn ≤ω G ≤ω Yn, като при това

X (n+1) ≡ω ∅ω(n+1), X (n) 6≡ω ∅ω(n),

Y(n+1) ≡ω ∅ω(n+2), Y(n) 6≡ω ∅ω(n+1).

Нека положим x = dω(X ), y = dω(Y). Тогава a, x и y удовлетво-
ряват (1).

(2) Нека сега фиксираме x ∈ L, y ∈ H, такива че x ≤ω y.
Нека още n е такова, че x(n) = 0ω

(n) и y(n) = 0ω
(n+1). Нека отново

a = dω(G) и да разгледаме степента b = Inx (a). Тъй като b(n) =
a(n) �ω 0ω

(n+1), а y(n) = 0ω
(n+1), то b � Inx (y(n)). Но x ≤ω y и значи

Inx (y(n)) ≤ω Iny (y(n)) = y. Следователно x ≤ω b ≤ω y. При това
b ∈ I, тъй като b(n) = a(n).

(3) Нека A и B са две множества, такива че A′ ≡e B′ ≡e ∅′ и
A ⊕ B ≡e ∅′ (Следствие 2.3.3). Нека a = dω(A,G1, G2, . . .) и b =
dω(B,G1, G2, . . .). Очевидно a,b ∈ I и a ∨ b = 0ω

′.
�

6.2. Степените a.z.

Нека при дадено n ≥ 1 да означим on = In0ω(0ω
(n+1)). С други

думи on е най-малката сред всички степени a, такива че a(n) =
0ω

(n+1). Ясно е, че ако a ≤ω 0ω
′, то a ∈ Hn ⇐⇒ on ≤ω a.

Съгласно дефиницията на операцията обръщане на скока, за
всяко n ≥ 1, on = dω({On

k}k<ω), където On
k = ∅, ако k < n, и On

k =
∅(k+1), ако n ≤ k.

Нека означим o0 = 0ω
′. Следните факти са директно следствие

от явния вид на степените on:
(O1) (∀n)(on+1 ≤ω on & on+1 6= on).
(O2) (∀n)(Dω[on+1, on] ' De[0e(n),0e

(n+1)]).
(O3) Ако x ∈ De и κ(x) ≤ω o1, то x = 0e.
(O4) За всяко n, Hn = {x ≤ω 0ω

′ | on ≤ω x}.

Дефиниция 6.2.1. Казваме, че ω-номерационната степен a е
почти нула (a.z.), ако (∀n)(a ≤ω on).

Ясно е, че 0ω е a.z. Нещо повече — съществуват безброй много
a.z. степени. За да се убедим в това, ще ни е необходимо следната
явна характеризация на a.z. степените:

Свойство 6.2.2. Една степен x е a.z. тогава и само тогава,
когато x ≤ω 0ω

′ и съществува редица {Xk}k<ω ∈ x, такава че
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(∀k)(Xk ≤e ∅(k)). В частност x е a.z. тогава и само тогава, когато
a ≈ 0ω (в смисъла на релацията ≈ дефинирана в 4.3).

Доказателство. Нека x е a.z. Ясно е, че x ≤ω 0ω
′. Нека

{Xk}k<ω ∈ x и нека фиксираме едно k. Тъй като x ≤ω ok+1, то
Xk ≤e Pk({Ok+1

n }n<ω) и следователно Xk ≤e ∅(k).
Нека сега {Xk}k<ω е редица от множества от естествени числа,

равномерно сводима към ∅ω ′, и такава че (∀n)(Xk ≤e ∅(k)). Ще по-
кажем, че за всяко n ≥ 1, {Xk} ≤ω {On

k}k<ω. Наистина, нека n ≥ 1
и нека On = {On

k}k<ω. Ясно е, че за k ≥ n, Xk ≤e Pk(∅ω ′) ≡e Pk(On)
равномерно по k. От друга страна, ако k < n, то Pk(On) ≡e ∅(k) и
следователно Xk ≤e Pk(On). Така {Xk} ≤ω On.

�
Използвайки Твърдение 6.2.2 и дефиницията на операцията об-

ръщане на скока получаваме следното свойство на a.z. степените:

Свойство 6.2.3. Нека d е a.z. Тогава (∀n)(In0ω(d(n)) = d).

Следствие 6.2.4. Нека d 6= 0ω е a.z. Тогава d ∈ I.
Доказателство. Тъй като (∀n)(d ≤ω on), то d 6∈ H. Да до-

пуснем, че d ∈ L и нека d(n) = 0ω
(n). Тогава d = In0ω(0ω

(n)) = 0ω.
Противоречие.

�

Свойство 6.2.5. Съществува ненулева a.z. степен.

Доказателство. Ще конструираме редица D = {Dk}k<ω от
крайни множества, такава че D 6≤ω ∅ω и D ≤ω ∅ω ′.

Нека g0, . . . , gk, . . . е ефективна номерация на всички примитив-
но рекурсивни функции и нека W0, . . . ,Wk . . . е гьоделевата номе-
рация на рекурсивно номеруемите множества.

Нека

Dk =

{
∅, if 0 ∈ Wgk(k)(∅(k));
{0}, if 0 6∈ Wgk(k)(∅(k));

Нека положим D = {Dk}k<ω. От дефиницията на множествата Dk

следва, че не съществува рекурсивна функция g, такава че

(∀k)(Dk = Wg(k)(∅(k))).
Следователно D 6≤ω ∅ω. От друга страна, използвайки оракула
∅(k+1) можем да разрешим равномерно по k, дали 0 ∈ Wgk(k)(∅(k)).
Следователно D ≤ω ∅ω ′.

�

Следствие 6.2.6. Съществуват безброй много a.z. степени.

Доказателство. Нека d 6= 0ω е a.z. От гъстотата на ω-номе-
рационните степени под 0ω

′, виж [36], следва, че съществува степен
x, такава че 0ω <ω x <ω d. Ясно е, че x също е a.z.

�
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6.3. Характеризация на класовете L, H, I чрез степените
a.z.

В този раздел ще докажем две теореми, с които ще характери-
зираме класовете H и L чрез степените a.z.:

Теорема 6.3.1. Нека a ≤ω 0ω
′. Тогава

a ∈ H ⇐⇒ (∀ a.z. d)(d ≤ω a).

Теорема 6.3.2. Нека a ≤ω 0ω
′. Тогава

a ∈ L ⇐⇒ (∀ a.z. d)(d ≤ω a⇒ d = 0ω).

Преди да пристъпим към доказателствата нека споменем след-
ното следствие на Теорема 6.3.1:

Следствие 6.3.3. Идеалът на a.z. степените няма минимал-
на горна граница под 0ω

′.

Доказателство. Нека a ≤ω 0ω
′ е горна граница на идеала от

a.z. степените. От Теорема 6.3.1 a ∈ H и следователно a ∈ Hn за
някое n ≥ 1. Тогава on ≤ a и значи on+1 <ω a. Ясно е, че on+1 е
горна граница за идеала от a.z. степените.

�
Доказателството на Теорема 6.3.1 и Теорема 6.3.2 използва по-

нятието добра апроксимация на редица от множества от естествени
числа. Това понятие е въведено в [36] по аналогия с понятието за
добра апроксимация на множество от естествени числа от [19].

Дефиниция 6.3.4. Нека B = {Bk}k<ω е редица от множества
от естествени числа. Казваме, че редицата от крайни множес-
тва {Bs

k} рекурсивна по k и s е добра апроксимация на B, ако са
изпълнени следните три условия:

(i) (∀s)(∀k)(Bs
k ⊆ Bk ⇒ (∀r ≤ k)(Bs

r ⊆ Br)).
(ii) (∀n)(∀k)(∃s)(∀r ≤ k)(Br � n ⊆ Bs

r ⊆ Br).
(iii) (∀n)(∀k)(∃s)(∀t ≥ s)(Bt

k ⊆ Bk ⇒ (∀r ≤ k)(Br � n ⊆ Bt
r)).

Ако {Bs
k} е добра апроксимация на редицата B = {Bk}k<ω, то с

Gk ще означаваме множеството от всички k-добри етапи, т.е. мно-
жеството от всички s, такива че Bs

k ⊆ Bk. Ясно е, че Gr ⊇ Gk за
всички r ≤ k.

Дефиниция 6.3.5. Нека A = {Ak}k<ω и B = {Bk}k<ω са две
редици от множества от естествени числа и нека {Bs

k} е добра
апроксимация на B. Казваме, че редицата от крайни множест-
ва {Ask}, рекурсивна по s и k, е коректна (по отношение на {Bs

k})
апроксимация на A, ако са в сила следните две свойства:

(C1) (∀k, s)(Bs
k ⊆ Bk ⇒ (∀r ≤ k)(Asr ⊆ Ar)).

(C2) За всяко k и n съществува v, такова че, ако s ≥ v и Bs
k ⊆

Bk, то (∀r ≤ k)(Ar � n ⊆ Asr).
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За целите на доказателството ще са ни нужни още и следните
означения:

• За a и s естествени, полагаме

Wa,s = {x | x ≤ s & {a}(x) спира за по-малко от s стъпки},
където с {a}(x) сме означили действието на машината на
Тюринг с код a (изчисляваща частично рекурсивната фун-
кция ϕa) над входа x.
• За V ⊆ N и k естествено означаваме

V [k] = {x | 〈k, x〉 ∈ V }.
• За две редици A = {An}n<ω и B = {Bn}n<ω, ще казваме, че
A ≤e B, ако и само ако съществува рекурсивна функция g,
такава че ∀n(An = Wg(n)(Bn)). Съответно

A ≡e B ⇐⇒ A ≤e B & B ≤e A.
Следното твърдение е аналог на Лема 2.2 от [19] и може да се

докаже по сходен начин.

Лема 6.3.6. Нека {Bs
k} е добра апроксимация на редицата B и

нека Wa е рекурсивно номеруемо множество. Тогава {Wa,s[k](Bs
k)}

е коректна апроксимация на Wa(A).

Доказателство на следното твърдение може да бъде видяно в
[36].

Свойство 6.3.7. Нека A ≤ω ∅ω ′. Тогава съществува редица от
множества от естествени числа P , такава че P (A) ≡e P и P
има добра апроксимация.

Теорема 6.3.8. Нека a ∈ I. Тогава съществува a.z. степен d,
такава че d 6≤ω a.

Доказателство. Нека a ∈ I и A ∈ a. Ясно е, че P (A) ≤e
P (∅ω ′). Нека фиксираме редица P = {Pk}k<ω, такава че P ≡e P (∅ω ′)
и съществува добра апроксимация {P s

k} на P . Ясно е, че P (A) ≤e
P и следователно съществува коректна (по отношение на {P s

k})
апроксимация {P s

k (A)} на P (A).
Имаме, че за всяко k, Pk 6≤e Pk(A). Наистина, да допуснем, че за

някое k, Pk ≡e Pk(A). Тъй като P ≡e P (∅ω ′) и P (∅ω ′) ≡e {∅(k+1)}k<ω,
то ∅(k+1) ≡e Pk(A). Тогава за всяко r ≥ k, ∅(k+1+r) ≤e Pk+r(A)

равномерно по r, което показва, че A(k) ≡e ∅ω(k+1). Така a ∈ H.
Противоречие.

�
За целите на твърденията до края на раздела въвеждаме след-

ното означение: ако V е множество от естествени числа, а A ∈ Sω,
то с V (A) ще означаваме редицата

V (A) = {V [n]Pn(A)}n<ω.
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Нека отбележим, че тогава за сводимостта ≤ω между редици е из-
пълнено

A ≤ω B ⇐⇒ ∃e[A = We(B)].

Лема 6.3.9. Нека V е рекурсивно номеруемо множество удов-
летворяващо следните изисквания за всяко k < ω:

(Fk) V [k](Pk) е крайно множество.
(Nk) Wk(Pk(A)) 6= V [k](Pk).

Тогава d = dω(V (P )) е a.z. и d 6≤ω a.

Доказателство. Ясно е, че редицата V (P ) = {V [k](Pk)} е
равномерно сводима към ∅ω ′ и (∀k)(V [k](Pk) ≤e ∅(k)). Така, съг-
ласно Твърдение 6.2.2, d е a.z.. Да допусне, че d ≤ω a. Тогава
V (P ) ≤e P (A) и следователно съществува примитивно рекурсивна
функция g, такава че за всяко k, V [k](Pk) = Wg(k)(Pk(A)). От вто-
рата теорема за рекурсията съществува k, такова че Wk = Wg(k) и
значи V [k](Pk) = Wk(Pk(A)). Противоречие. �

Така, за да довършим доказателството на теоремата остава да
построим рекурсивно номеруемо множество V удовлетворяващо изис-
кванията (Fk) и (Nk) за всяко k.

Ще извършим конструкцията на V на стъпки. На стъпка s ще
конструираме ефективно крайно множество Vs, така че Vs ⊆ Vs+1.
Ще положим V =

⋃
Vs.

Нека V0 = ∅ и да предположим, че Vs е конструирано.

Дефиниция 6.3.10. При дадени две множества X и Y от ес-
тествени числа нека

ls(X, Y ) = max{n ≤ s : (∀x ≤ n)(x ∈ X ⇐⇒ x ∈ Y )}.

За всяко k ≤ s изпълняваме условието (Nk) по следния начин.
Нека

lsk = ls(Wk,s(P
s
k (A)), Vs(P

s
k )).

За всяко x ≤ lsk, ако x ∈ P s
k , номерираме 〈〈k, x〉, P s

k 〉 в V [k], т.е.
слагаме 〈k, 〈〈k, x〉, P s

k 〉〉 в Vs+1.
Край на конструкцията

Лема 6.3.11. Всички изисквания (Nk) са изпълнени.

Доказателство. Нека фиксираме k. Да допуснем, че

Wk(Pk(A)) = V [k](Pk).

Да напомним, че етапът s е k-добър, ако P s
k ⊆ Pk.

Ще покажем, че (∀x)(〈k, x〉 ∈ V [k](Pk) ⇐⇒ x ∈ Pk). Наистина,
нека 〈k, x〉 ∈ V [k](Pk). Тогава съществува 〈〈k, x〉, D〉 ∈ V [k], такова
че D ⊆ Pk. От конструкцията на V следва, че аксиомата е номери-
рана от изискването (Nk) и значи за някое s, D = P s

k и x ∈ P s
k . Тъй

като P s
k = D ⊆ Pk, то x ∈ Pk.
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Нека сега x ∈ Pk. Тъй като Wk(Pk(A)) = V [k](Pk), съществува
k-добър етап s, такъв че x ≤ lsk и x ∈ P s

k . Тогава, от конструкцията
на V , 〈k, x〉 ∈ Vs+1[k](P s

k ) и значи 〈k, x〉 ∈ V [k](Pk).
Така (∀x)(x ∈ Pk ⇐⇒ 〈k, x〉 ∈ V [k](Pk) ⇐⇒ 〈k, x〉 ∈

Wk(Pk(A))). Следователно Pk ≤e Pk(A). Противоречие.
�

Лема 6.3.12. Всички изисквания (Fk) са изпълнени.

Доказателство. Нека фиксираме едно k. От конструкцията
на V , за всяко y,
y ∈ V [k](Pk) ⇐⇒ (∃x, s)(y = 〈k, x〉 & 〈y, P s

k 〉 ∈ V [k] & P s
k ⊆ Pk).

Да отбележим, че число от вида 〈〈k, x〉, P s
k 〉 може да бъде номе-

рирано в V [k] само от изискването (Nk).
От предходната лема Wk(Pk(A)) 6= V [k](Pk). Нека фиксираме

едно n, такова че
Wk(Pk(A))(n) 6= V [k](Pk)(n).

От дефиницията на добра апроксимация, следва че съществува
етап v, такъв че за всички k-добри етапи s ≥ v, lsk < n. Така, ако в
даден k-добър етап s, 〈〈k, x〉, P s

k 〉 е номерирано в V [k], то x ≤ s < v
или x < n. Следователно V [k](Pk) е крайно.

�
Доказателството на теоремата е завършено.

�
Доказателство. (Доказателство на Теорема 6.3.1) Нека a ≤ω

0ω
′. Нека a ∈ H. Тогава a ∈ Hn за някое n ≥ 1 и значи on ≤ω a.

Следователно за всяка a.z. степен d, d ≤ω on ≤ω a.
Нека сега a е над всички a.z. степени. Нека d е ненулева a.z.

степен. Тогава за всяко n, 0ω
(n) <ω d(n) ≤ω a(n) и следователно

a 6∈ L. От предната теорема получаваме a 6∈ I. Следователно a ∈ H.
�

Теорема 6.3.13. Нека a ∈ I. Тогава съществува ненулева a.z.
степен d ≤ω a.

Доказателство. Нека фиксираме редица A ∈ a и нека {P s
k}

е добра апроксимация на редица P , такава че P ≡e P (A). Ясно е,
че P (∅ω) ≤e P и следователно съществува коректна (по отношение
на {P s

k}) апроксимация {Zs
k} на P (∅ω).

Нека по дадена редица B = {Bk}k<ω да означим B∗ = {Bk+1}k<ω.
Да забележим, че B′ = P (B)∗. Да положим B(0∗) = B и B((n+1)∗) =
B(n∗)∗.

Ясно е, че ако B ≤e C то за всяко n, B(n∗) ≤e C(n∗) и същест-
вува рекурсивна функция g, такава че (∀n)(B(n∗) = Wg(n)(C(n∗))). В
частност, за всяко n, B(n∗) ≤e B(n) = P (B)(n∗).

Ясно е, че (∀n)(A(n) = P (A)(n∗) ≡e P (n∗)).
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Да отбележим, че ако {Bs
k} е добра апроксимация на B, то

{Bs
n+k} е добра апроксимация на B(n∗). Следователно {P s

n+k} е доб-
ра апроксимация на P (n∗) и {Zs

n+k} е коректна (по отношение на
{P s

n+k}) апроксимация на ∅ω(n).
Ще конструираме рекурсивно номеруемо множество V , удов-

летворяващо следните изисквания за всяко i ∈ N:
(Fi) V [i](Pi) ≤e ∅(i).
(Ni) Wi(∅ω(i)) 6= V (P )(i∗).

Лема 6.3.14. Нека V е рекурсивно номеруемо множество удов-
летворяващо за всяко i изискванията (Fi) и (Ni). Тогава d =
dω(V (P )) е ненулева a.z. степен под a.

Доказателство. Ясно е, че d ≤ω a. Тъй като V удовлетво-
рява изискванията (Fi), степента d е a.z.. Остава да покажем, че
d 6= 0ω. Да допуснем, че d = 0ω. Тогава V (P ) ≤e P (∅ω) и сле-
дователно съществува рекурсивна функция g, такава че за всяко
i,

V (P )(i∗) = Wg(i)(∅ω(i)).

Съгласно втората теорема за рекурсията, съществува i, такова че
Wi = Wg(i). Тогава

V (P )(i∗) = Wi(∅ω(i)).

Противоречие.
�

Ще построим V на стъпки. На стъпка s ще дефинираме ефек-
тивно крайно множество Vs, така че Vs ⊆ Vs+1. Накрая ще положим
V =

⋃
Vs.

Полагаме V0 = ∅ и нека Vs е определено.

Дефиниция 6.3.15. За дадени редици X = {Xk} и Y = {Yk},
нека

ls(X ,Y) = max{u : u ≤ s & (∀〈k, x〉 ≤ u)(Xk(x) = Yk(x))}.

За всяко i ≤ s осигуряваме условието (Ni) по следния начин.
Нека

lsi = ls(Wi,s({Zs
i+k}k<ω), {Vs[i+ k](P s

i+k)}k<ω).

За всяка двойка 〈k, x〉 ≤ lsi , такава че x ∈ P s
i+k номерираме числото

〈〈i, x〉, P s
i+k〉 в V [i+ k].

Край на конструкцията.
Нека отбележим, че за всяко j множеството V [j] се състои от

двойки 〈〈i, x〉, P s
j 〉, където i ≤ j.

Лема 6.3.16. Всички изисквания (Ni) са изпълнени.
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Доказателство. Нека фиксираме едно i и да предположим,
че Wi(∅ω(i)) = V (P )(i∗). Ще покажем, че за всяко k,

(6.3.1) 〈i, x〉 ∈ V [i+ k](Pi+k) ⇐⇒ x ∈ Pi+k.
Нека 〈i, x〉 ∈ V [i+ k](Pi+k). Тогава съществува 〈〈i, x〉, D〉 ∈ V [i+ k],
такова че D ⊆ Pi+k. Съгласно конструкцията на V , D = P s

i+k за
някое s, таков че x ∈ P s

i+k. Следователно x ∈ Pi+k.
Нека сега x ∈ Pi+k. Съществува (i + k)-добър етап s, такъв че

i ≤ s, 〈k, x〉 ≤ lsi и x ∈ P s
i+k. Тогава 〈〈i, x〉, P s

i+k〉 ∈ Vs+1[i+k] и значи
〈i, x〉 ∈ V [i+ k](Pi+k).

От (2) следва, че

(∀k, x)(〈i, x〉 ∈ Wi[k](Pi+k(∅ω)) ⇐⇒ x ∈ Pi+k).

и значи A(i) ≡e P (i∗) ≤e ∅ω(i). Последното показва, че a ∈ L. Про-
тиворечие.

�

Лема 6.3.17. Всички изисквания (Fj) са изпълнени.

Доказателство. Нека фиксираме едно j ∈ N. Трябва да по-
кажем, че V [j](Pj) ≤e ∅(j). Ясно е, че

V [j](Pj) =
⋃
i≤j

{〈i, x〉 : 〈i, x〉 ∈ V [j](Pj)}.

Следователно достатъчно е да покажем, че за всяко i ≤ j,

Xi = {x : 〈i, x〉 ∈ V [j](Pj)} ≤e Pj(∅ω).

Нека фиксираме едно i ≤ j и нека k = j − i. Ще разгледаме два
случая:

a) Съществува u ∈ N, такова че за всички j-добри етапи s ≥ i,
lsi ≤ u. Нека 〈i, x〉 ∈ V [j](Pj). Тогава съществува j-добър етап s ≥ i,
такъв че 〈k, x〉 ≤ lsi ≤ u. Следователно Xi е крайно.

b) За всяко u съществува j-добър етап s ≥ i, такъв че u < lsi .
Ще покажем, че V [j](Pj) = Wi[k](Pj(∅ω)).
Нека x ∈ Wi[k](Pj(∅ω)). От свойствата на коректните апрок-

симации съществува v, такова че за всички j-добри етапи s ≥ v,
x ∈ Wi,s[k](Zs

j ). Нека s е j-добър етап, такъв че max(v, 〈k, x〉) ≤ lsi .
Тогава v ≤ lsi ≤ s. Ясно е, че x ∈ Wi,s[k](Zs

j ). Така x ∈ Vs[j](P s
j ) и

следователно x ∈ V [j](Pj).
Нека x ∈ V [j](Pj). Да фиксираме едно v, такова че за всички

j-добри етапи s ≥ v, x ∈ Vs[j](P
s
j ). Да разгледаме j-добър етап

s ≥ v, такъв че 〈k, x〉 ≤ lsi . Тогава x ∈ Wi,s[k](Zs
j ) и следователно

x ∈ Wi[k](Pj(∅ω)).
Така получаваме

x ∈ Xi ⇐⇒ 〈i, x〉 ∈ Wi[k](Pj(∅ω))

Следователно Xi ≤e Pj(∅ω).
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�
Доказателството на теоремата е завършено.

�
Доказателство. (Доказателство на Теорема 6.3.2) Нека a ≤ω

0ω
′.
Да допуснем, че единствената a.z. степен под a е 0ω. Тъй ка-

то съществува ненулева a.z. степен, то a 6∈ H. Съгласно предната
теорема a 6∈ I. Следователно a ∈ L.

Нека сега a ∈ L. Нека d е a.z. степен под a. Тогава за някое n,
d(n) ≤ω a(n) = 0ω

(n). Следователно d(n) = 0ω
(n). Така d = 0ω.

�



Глава 7

Влагания на De в Dω

Както видяхме в Глава 4, съществува естествено влагане κ на
структурата (De,≤) в (Dω,≤ω), като при това Range(κ) = D1. Ос-
вен това се оказа, че κ запазва операциите ∨ и ′, така че всъщност
κ е влагане на De′ в Dω ′.

Целта на тази глава е да изследва влаганията на структурата
(De,≤) в (Dω,≤ω), различни от κ. Разбира се, всяко нетривиално
влагане на (De,≤) в (De,≤), може да бъде продължено до влага-
не на (De,≤) в (Dω,≤ω). В този случай образът на De ще бъде
подмножество на D1. Твърде малко е известно за влаганията на
(De,≤) в (De,≤) (дори не е ясно дали съществува такова нетриви-
ално влагане). Поради тази причина ще се ограничим до изследване
на влагания на (De,≤) в (Dω,≤ω), чийто образ не е подмножество
на D1. Не е трудно да се съобрази, че съществуват поне контину-
ум много различни влагания от този тип. Както обаче ще видим в
7.2, ако поискаме влагането да запазва някоя от операциите ∨ или
′, то това започва силно да ограничава броят на влаганията. Нак-
рая, в 7.3 ще видим, че едно влагане на (De,≤e) в (Dω,≤ω) запазва
и двете операции, тогава и само тогава, когато то е породено от
специфично влагане на (De,≤) в (De,≤).

Резултатите в тази глава все още са само във вид на ръкопис.

7.1. Подструктурите Di
Дефиниция 7.1.1. Нека i ∈ N и i ≥ 1. Полагаме:

Di = {dω(A) | (∀n ≥ i)(An = 0)}

Ясно е, че множествата Di са затворени относно операциите
точна горна граница и скок в Dω. Така, (Di,0ω,≤ω,∨,′ ) е подст-
руктура на Dω ′. При това са в сила следните включвания

D1 ( D2 ( . . . ( Di . . . ( Dω

Бихме могли да характеризираме подструктурите Di и чрез
следните алгебрични свойства:

Твърдение 7.1.2. Нека i ≥ 1 е естествено число. Тогава:
(1) Di+1 = {a ∈ Dω | a(i) ∈ D1}.
(2) Di+1 е най-малката подструктура на Dω, която съдържа

Di и множеството {I1
0ω(a) | a ∈ Di}.
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(3) Di+1 е най-малката подструктура на Dω, която съдържа
D1 и множеството {Ij0ω(a) | a ∈ D1, 1 ≤ j ≤ i}.

Доказателство. (1) Нека A ∈ Sω. Тогава

A(i) ≡ω (Pi(A), Ai+1, Ai+2, . . .).

Следователно A(i) ≡ω B ↑ ω за някое B ⊆ N, точно тогава когато
A ≡ω C за някоя C ∈ Sω, такава че (∀n ≥ i+ 1)(Cn = ∅). Значи

a ∈ Di+1 ⇐⇒ a(i) ∈ D1

(2) Нека първо да видим, че {I1
0ω(a) | a ∈ Di} ⊆ Di+1. Наистина,

нека a ∈ Di. Тогава a = dω(A), за някое A ∈ Sω, такова че за
всяко n ≥ i, An = ∅. Тогава I1

∅ω(A) ≡ω B, където B е такава, че
Bn+1 = An за всяко n ≥ 1. Следователно Bn = ∅ за n ≥ i + 1 и
значи I1

0ω(a) ∈ Di+1.
Нека сега D е подструктура на Dω ′ съдържаща Di и множест-

вото {I1
0ω(a) | a ∈ Di}. Ще докажем, че Di+1 ⊆ D. За целта, нека

a ∈ Di+1. Но a = x ∨ I1
0ω(a) за някое x ∈ D1. От друга страна

I1
0ω(a) ∈ Di и значи a ∈ D.

(3) Следва от (2) с индукция по i.
�

Следствие 7.1.3. Структурата
⋃
i<ω

Di+1 е най-малката подс-

труктура на Dω ′, съдържаща D1 и затворена относно операцията
I1
0ω .

В останалата част от главата ще изследваме доколкоDω е богата
на подструктури изоморфни на De. Както ще видим отговорът на
този въпрос зависи силно от това, кои от операциите ∨ и ′ взимаме
под внимание.

7.2. Влагания на (De,≤,∨) и (De,≤,′ ) в Dω.

Твърде малко се знае за това, дали De съдържа подструктури
изоморфни на De. За това ние ще се съсредоточим в търсене на
подструктури на (Dω,≤ω,∨) и (Dω,≤ω,′ ) изоморфни на De, които
не са подструктури на D1.

Теорема 7.2.1. За всяко a ∈ Dω, съществува влагане κa на
(De,≤, vee) в (Dω,≤ω,∨), такова че φa(0e) = I1(a′).

Доказателство. Нека разгледаме изображението κa : De →
Dω, действащо по правилото

κa(x) = κ(x) ∨ I1(a′).

Първо ще покажем, че за x,y ∈ De

x ≤ y ⇐⇒ κa(x) ≤ω κa(y)
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Нека първо x ≤ y. Тогава, тъй като κ е влагане, κ(x) ≤ω κ(y) и
значи κa(x) ≤ω κa(y).

Нека сега, κa(x) ≤ω κa(y). Нека κ(x) = dω(X ↑ ω) и κ(y) =
dω(Y ↑ ω). Тогава

κa(x) = κ(x)∨a = dω((X ↑ ω)⊕A) = dω((X⊕∅, ∅⊕A1, ∅⊕A2, . . .)).

Аналогично κa(y) = dω((Y⊕∅, ∅⊕A1, ∅⊕A2, . . .)). Тогава от κa(x) ≤ω
κa(y) получаваме X ≤e Y и следователно κ(x) ≤ω κ(y). Тъй като
κ е влагане, x ≤ y.

Остава да видим, че κa запазва операцията ∨. Наистина, за про-
изволни x,y ∈ De

κa(x ∨ y) = κ(x ∨ y) ∨ I1(a′) = κ(x) ∨ κ(y) ∨ I1(a′) =

(κ(x) ∨ I1(a′)) ∨ (κ(y) ∨ I1(a′)) = κa(x) ∨ κa(y)

�
Тъй като съществуват континуум много ω-номерационни степе-

ни чийто първи скок не съвпада, то съществуват континуум много
влагания от вида κa и значи съществуват поне континуум много
влагания на (De,≤,∨) в (Dω,≤ω,∨).

Нека, обаче, отбележим, че изображението κa не запазва скока.
По-точно κa(x′) = (κa(x))′, тогава и само тогава когато a ≤ω κ(x).
Наистина, ако a ≤ω κ(x), то тогава κa(x) = κ(x) и следователно
κa(x′) = κ(x)′ ∨ a = κ(x′) = κa(x)′. Обратната посока следва от
следната лема:

Лема 7.2.2. Нека X ⊆ N и B ∈ Sω са такива, че

(X ⊕B0, B1, . . .) ≤ω (X,B0, B1, . . . , ).

Тогава B ≤ω X ↑ ω

Доказателство. Нека означим X = (X,B0, B1, . . . , ) и нека
(X⊕B0, B1, . . .) ≤ω (X,B0, B1, . . . , ). Тогава съществува рекурсивна
функция g, такава че Bi = Wg(i)(Pi(X )). Нека фиксираме още три
рекурсивни функции f1, f2 и f3, за които е изпълнено Wf1(i,j)(A) =
Wi(Wj(A)), Wf2(i)(A

′) = (Wi(A))′ и Wf3(i,j)(A
′) = Wi(A

′)⊕Wj(A).
Да предположим, че Pi(X ) = Wj(X

(i)). Тогава

Bi = Wg(i)(Pi(X )) = Wf1(g(i),j)(X
(i)).

Освен това (Pi(X ))′ = Wf2(j)(X
(i+1)) и значи

Pi+1(X ) = (Pi(X ))′ ⊕Bi = Wf2(j)(X
(i+1))⊕Wf1(g(i),j)(X

(i)) =

Wf3(f2(j),f1(g(i),j))(X
(i+1)).

Ясно е, че P0(X ) = Wi0(X) за някое i0 ∈ N. Да разгледаме рекур-
сивната функция h, дефинирана чрез примитивната рекурсия∣∣∣∣ h(0) = i0

h(i+ 1) = f3(f2(h(i)), f1(g(i), h(i)))
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Тогава Pi(X ) = Wh(i)(X
(i)), т.е. X ≤ω X ↑ ω и значи A ≤ω X ↑ ω.

�
Да се върнем на κa. Нека κa(x′) = (κa(x))′ и нека κ(x) = dω(X ↑

ω), а B = (A1, A2, A3, . . .), където a = dω(A). Тъй като

κa(x′) = dω((X ′, A1, A2, . . .)), а (κa(x))′ = dω((X ′ ⊕ A1, A2, . . .)),

от Лема 7.2.2 получаваме, че B ≤ω X ′ ↑ ω. Сега от A0 = ∅ получа-
ваме A ≤ω X ↑ ω.

Така за да бъде изпълнено, че влагането κa запазва скока, необ-
ходимо е a ≤ω 0ω. Но тогава κa съвпада с κ и значи κ е единственото
влагане, от вида κa, на De в Dω, запазващо скока.

Нека сега се насочим към влагания на (D,≤,′ ) в (Dω,≤ω,′ ). В
сила е следната теорема.

Теорема 7.2.3. За всяка a.z. степен x съществува влагане φx

на (De,≤,′ ) в (Dω,≤ω,′ ), такова че φx(0e) = x.

Доказателство. Нека фиксираме една a.z. степен x. Като за
начало ще въведем две означения. Първо с Sn ще означаваме мно-
жеството

Sn = {a ∈ Dω | ∀s(0ω(n+s) ≤ω a(s) & 0ω
(n+s+1) 6≤ω a(s))}.

Второ с V (a) ще означаваме

V (a) =

{
Ik0ω(x(n)), (∀s < k)(∀m < n)(a(s) 6∈ Sm) & a(k) ∈ Sn;
0ω, ако такива k и n не съществуват.

Сега дефинираме изображението φx : De → Dω чрез правилото

φx(a) = κ(a) ∨ V (κ(a)),

за всяко a ∈ De. В следващите две леми ще покажем, че наистина
φx е влагане на (De,≤e,′ ) в (Dω,≤ω,′ ).

Лема 7.2.4. За всяко a,b ∈ De
a ≤ b ⇐⇒ φx(a) ≤ω φx(b)

Доказателство. Да разгледаме първо посоката отляво-надяс-
но и нека a и b са две номерационни степени, такива че a ≤ b. Ще
разгледаме двата възможни случая за V (κ(a)).

Нека първо V (κ(a)) = 0ω. Тогава

φx(a) = κ(a)⊕ 0ω = κ(a) ≤ω κ(b) ≤ω κ(b) ∨ V (κ(b)) = φx(b).

Нека сега V (κ(a)) = Ik0ω(x(n)). Ще разгледаме два случая за κ(b).
Нека първо κ(b)k 6∈ Sn. Тъй като a ≤ b, а κ(a)(k) ∈ Sn, то

тогава 0ω
(n) ≤ω κ(b)(k) и можем фиксираме s, такова че 0ω

(n+s+1) ≤ω
κ(b)(k+s). Тъй като x е a.z., то x(n+s) ≤ω 0ω

(n+s+1) и значи x(n+s) ≤ω
κ(b)(k+s). Тогава

Ik0ω(xn) = I
(k+s)
0ω (x(n+s)) ≤ω I(k+s)

0ω (κ(b)(k+s)) ≤ω κ(b)
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По този начин

φx(a) = κ(a) ∨ Ik0ω(x(n)) ≤ω κ(b) ≤ω φx(b).

Нека сега κ(b)(k) ∈ Sn. Тогава V (κ(b)) = Ik10ω(x(n1)) за някои k1 ≤ k
и n1 ≤ n. Но тогава, от дефиницията на Sn можем да заключим, че
n− k = n1 − k1. Тогава

Ik10ω(x(n1))(k) = x(n1+k−k1) = x(n1+n−n1) = x(n),

и следователно V (κ(a)) ≤ω V (κ(b)). Така окончателно и в този слу-
чай получаваме, че φx(a) ≤ω φx(b). Следователно за всяко a,b ∈ De

a ≤ b =⇒ φx(a) ≤ω φx(b).

За посоката отдясно-наляво нека a,b ∈ De и φx(a) ≤ω φx(b). От
дефиницията на φx е ясно, че най-голямата степен в D1 под φx(a)
е κ(a), а тази под φx(b) е κ(b). Сега от φx(a) ≤ω φx(b) получаваме
κ(a) ≤ω κ(b) и значи a ≤ b.

�

Лема 7.2.5. За всяко a ∈ De
φx(a′) = φx(a)′.

Доказателство. Ще разгледаме два случая за V (κ(a)). Пър-
во нека V (κ(a)) = 0ω. Тогава V (κ(a)′) = 0ω и значи

φx(a′) = κ(a′) ∨ V (κ(a′)) = κ(a)′ ∨ 0ω = (κ(a) ∨ 0ω)′ = φx(a)′.

Нека сега V (κ(a)) = Ik0ω(x(n)). Отново ще разгледаме два случая.
Първо нека k > 0. Тогава

φx(a)′ = (κ(a) ∨ Ik0ω(x(n)))′ = κ(a)′ ∨ Ik−1
0ω (x(n)) = φx(a′).

Нека сега k = 0, т.е. V (κ(a)) = x(n). Тогава тъй като x е a.z., а
κ(a) ∈ D1, то

φx(a)′ = (κ(a) ∨ x(n))′ = κ(a)′ ∨ x(n+1) = φx(a′)

�
С това доказателството на теоремата е завършено.

�

7.3. Влагания на De′ в Dω ′.

В предния раздел видяхме, че ако се интересуваме само от една
от операциите ∨ или ′, Dω със съответната операция е богата на
подструктури изоморфни на De, които не се съдържат в D1. Тук
ще видим, че нещата не стоят така, когато взимаме в предвид двете
операции едновременно.

Твърдение 7.3.1. Нека ψ е влагане на De′ в Dω ′. Тогава

Range (ψ) ⊆ D2.
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Доказателство. Нека a ∈ De. Тогава, съгласно Теорема, съ-
ществуват степени x,y ∈ De, такива че a ≤ x,y и

a′ = x′ = y′ = x ∨ y.

Нека A ∈ ψ(a), X ∈ ψ(x) и Y ∈ ψ(y). Тъй като ψ(a)′ = ψ(x)′ =
ψ(y)′, можем да считаме, че за i ≥ 1, Xi = Yi = Pi(A). Тогава от
ψ(a)′ = ψ(x) ∨ ψ(y) получаваме, че

(X0 ⊕ Y0, P1(A), P2(A), . . .) ≡ω (P1(A), P2(A), . . .).

От тук, съгласно Лема 7.2.2, получаваме A′ ≤ω (X0 ⊕ Y0) ↑ ω. Но
от друга страна (X0⊕Y0) ↑ ω ≤ω A′ и значи dω(A′) ∈ D1. Но тогава
ψ(a)′ ∈ D1 и съгласно Теорема 7.2.1 ψ(a) ∈ D2.

�

Теорема 7.3.2. Следните твърдения са еквивалентни:
(1) Съществува влагане ψ на De′ в Dω ′, такова че Range (ψ) 6⊆

D1.
(2) Съществува влагане Ψ на De в De, такова че:

• ∀x ∈ De [(Ψ(x))′ ≤ Ψ(x′)];
• ∃x ∈ De [(Ψ(x))′ 6= Ψ(x′)];
• ∀x ∈ De [(Ψ(x′))′ = Ψ(x′′)];
• ∀x,y ∈ De [Ψ((x ∨ y)′) = (Ψ(x) ∨Ψ(y))′ ∨Ψ(x′) ∨Ψ(y′)].

Доказателство. Нека е изпълнено (1). Тогава от Твърдение
7.3.1 имаме Range (ψ) ⊆ D2. Нека с ξ означим изображението ξ :
Dω → De действащо по правилото

ξ(dω(A)) = de(P0(A)),

където A0 е първият елемент на редицата A. Ясно е, че

a ≤ω b =⇒ ξ(a) ≤ ξ(b), ξ(a ∨ b) = ξ(a) ∨ ξ(b).

Да разгледаме изображението Ψ : De → De, действащо по прави-
лото

Ψ(a) = ξ(ψ(a)).

Ще докажем, че Ψ удовлетворява условията от (2). Наистина, тъй
като ψ е влагане, Ψ запазва операцията ∨, а значи и наредбата
≤. Така за да видим, че Ψ е влагане, трябва само да видим, че Ψ
е инекция. Нека Ψ(a) = Ψ(b) и нека A ∈ ψ(a), B ∈ ψ(b) и C ∈
ψ(a) ∨ ψ(b). Без ограничение можем да считаме, че A0 = B0 = C0.
Тогава, тъй като A ≤ω C, то C = I1

A(C ′) и значи ψ(a ∨ b) е най-
малкото обръщане на скока над ψ(a) на ψ(a ∨ b)′. Тъй като ψ е
влагане на De′ в Dω ′, то тогава a ∨ b е най-малкото обръщане не
скока над a на (a∨b)′. Но това е възможно само при положение, че
(a∨ b)′ = a′ и a∨ b = a. Следователно a = b и значи Ψ е инекция.
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Остава да докажем останалите три свойства на Ψ. От дефини-
цията на Ψ е ясно, че Ψ(x′) = ξ(ψ(x)′). Но за произволно a ∈ Dω,
ξ(a)′ ≤ ξ(a′) и значи

(∀x ∈ De)((Ψ(x))′ ≤ Ψ(x′))

От друга страна, тъй като Range (ψ) 6⊆ D1, то тогава ψ(x) 6∈ D1

за някое x ∈ De. Но ψ(x) ∈ D2 и значи ξ(ψ(x))′ 6= ξ(ψ(x)′). Тъй
като ψ(x)′ = ψ(x′) получаваме

(∃x ∈ De)((Ψ(x))′ 6= Ψ(x′)).

Да забележим, че ако a ∈ D1, то ξ(a)κ−1(a). От друга страна за
произволно x ∈ De, ψ(x′) ∈ D1. Тогава

Ψ(x′′) = ξ(ψ(x′′)) = ξ(ψ(x′)′) = κ−1(ψ(x′)′) = (κ−1(ψ(x′))′ = Ψ(x′)′.

За последното свойство на Ψ, което трябва да докажем, нека
фиксираме x,y ∈ De и да разгледаме Ψ((x ∨ y)′). Съгласно дефи-
ницията на Ψ

Ψ((x ∨ y)′) = ξ(ψ((x ∨ y)′)) = ξ((ψ(x) ∨ ψ(y))′).

Нека X ∈ ψ(x), а Y ∈ ψ(y). Тогава
Ψ(x)=de(P0(X ))
Ψ(y)=de(P0(Y))

Ψ(x ∨ y)=de(P0(X )⊕ P0(Y))
Ψ(x′)=de(P1(X ))
Ψ(y′)=de(P1(Y))

Ψ((x ∨ y)′)=de((P0(X )⊕ P0(Y))⊕ P1(X )⊕ P1(Y))

Тогава
(Ψ((x ∨ y)′) = (Ψ(x) ∨Ψ(y))′ ∨Ψ(x′) ∨Ψ(y′)

и значи Ψ изпълнява всички условия на (2).
Нека сега Ψ изпълнява (2). Да разгледаме изображението ψ :

De → Dω, действащо по правилото

ψ(a) = κ(Ψ(a)) ∨ I1(κ(Ψ(a′)).

Първо ще видим, че ψ запазва операцията ∨. Наистина, нека да
фиксираме x,y ∈ De и да разгледаме ψ(x ∨ y). Съгласно дефини-
цията на ψ и свойствата на Ψ, κ и I1

ψ(x ∨ y) = κ(Ψ(x ∨ y)) ∨ I1(κ(Ψ((x ∨ y)′)) =

(κ(Ψ(x)) ∨ κ(Ψ(x)))∨
(
I1(κ((Ψ(x ∨ y))′) ∨ I1(κ(Ψ(x′)) ∨ I1(κ(Ψ(y′))

)
= ψ(x) ∨ ψ(y) ∨ I1(κ((Ψ(x) ∨Ψ(y))′)

= ψ(x) ∨ ψ(y) ∨ I1((ψ(x) ∨ ψ(y))′).

Но I1((ψ(x) ∨ ψ(y))′) ≤ω ψ(x) ∨ ψ(y) и значи

ψ(x ∨ y) = ψ(x) ∨ ψ(y).

Следователно изображението ψ запазва операцията ∨, а значи
и наредбата ≤. Така ψ е влагане на (De,≤,∨) в (Dω,≤ω,∨). Остава
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да покажем, че ψ запазва операцията скок. Да разгледаме ψ(x′).
Съгласно дефиницията на ψ и свойствата на на Ψ, κ и I1

ψ(x′) = κ(Ψ(x′)) ∨ I1(κ(Ψ(x′′))) = κ(Ψ(x′)) ∨ I1(κ((Ψ(x))′)) =

κ(Ψ(x′)) = κ((Ψ(x))′) ∨ κ(Ψ(x′)) = (κ(Ψ(x)))′ ∨ (I1(κ(Ψ(x′)))′ =

(κ(Ψ(x)) ∨ I1(κ(Ψ(x′)))′ = ψ(x)′,

с което теоремата е доказана.
�
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