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1. Въведение 
 
Комплексните числа не могат да бъдат представени с изчислими 
функции, при която и да е от множеството еквивалентни дефиниции за 
изчислимост. Не е възможно едно неизброимо множество да се 
представи чрез изброимо, каквото са изчислимите функции. Въпреки 
това, множеството от изчислимите комплексни числа е достатъчно за 
решаване на практически проблеми, като например намиране на корени 
на полином с изчислими комплексни числа за коефициенти.  
 
Системата, представена в този текст, установява изчислимост от нисък 
субрекурсивен клас за зависимостта на корените на един полином от 
неговите коефициенти. Ще докажем, че може ефективно да се намери 
произволно точно апроксимиране на корен на полином въз основа на 
съответни достатъчно точни апроксимации на неговите коефициенти 
като се използва един изключително нисък клас от изчислимост - 
втория клас на Гжегорчик. Като основа е използван един 
конструктивен метод за решаване на алгебрични уравнения с едно 
неизвестно [4], който е преработен в термините на теорията на 
изчислимостта. 
  
 

2. 2ε  изчислими оператори 

 

Дефиниция 1 
 
Нека за всяко естествено число k да означим с Fk множеството на 
всички k-местни тотални функции в множеството на естествените 
числа. Множеството  F1 ще означаваме още и с F. Ако f0 ∈ Fm, f1 ∈ Fm+2 
и f2 ∈ Fm+1, то ще означаваме с CBPR(f0,f1,f2) функцията f от Fm+1, 
определена с помощта на равенствата  
 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ){ }mmmm

mm

xxtfxxtxxtffxxtf
xxfxxf

,...,,,,...,,,,...,,min,...,,1
,...,,...,,0

121111

101

=+
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За тази функция ще казваме, че е получена от f0, f1 и f2 чрез канонично 
ограничена примитивна рекурсия. 
 

Дефиниция 2 
(Дефиниция за 2ε изчислим оператор) 
 
Ако f е наредена n-ka от елементи на F, то ще означаваме нейните 
членове с f[1], f[2],… f[n]. Ще означаваме с O и с S съответно константата 
0, разглеждана като 0-местна функция от F0, и функцията λx.x+1 от F. 
Нека n е дадено естествено число. За всяко естествено число k някои 
изображения на Fn в Fk ще наречем 2ε изчислими n-местни оператори 
със стойности в Fk. Дефиницията е индуктивна : 
 
0. Изображението Г на Fn в F0 , определено чрез равенството Г(f) = O, е 

2ε  изчислим n-местен оператор със стойности в F0. 
 
1. Изображението Г на Fn в F1 , определено чрез равенството Г(f) = S, е 

2ε изчислим n-местен оператор със стойности в F1 
 
2. При всеки избор на естествените числа i и k, удовлетворяващи 
неравенствата 1≤i≤k, изображението Г на Fn в Fk, определено чрез 
равенството Г(f)= λ x1…xk.xi, е 2ε изчислим n-местен оператор със 
стойности в Fk. 
 
3. Изображението Г на Fn в F1, определено чрез равенството  
Г(f)= λ x.x2, е 2ε изчислим n-местен оператор със стойности в F1. 
 
4. При всеки избор на естественото число i, удовлетворяващо 
неравенствата 1 ≤ i ≤ n, изображението Г на Fn в F1, определено чрез 
равенството Г(f)= f[i], е 2ε  изчислим n-местен оператор със стойности в 
F1. 
 
5. Всеки път, когато Г0 е 2ε  изчислим n-местен оператор със стойности 
в Fm, а Г1... Гm са 2ε  изчислими n-местни оператори със стойности в Fk, 
изображението Г на Fn  в Fk , определено чрез равенството 

( ) ( )( ) ( )( )( )kmkk xxfГxxfГfГxxfГ ,...,,...,,...,...)( 11101λ= , е 2ε  изчислим n-местен 
оператор със стойности в Fk.  
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6. Всеки път, когато Г0 е 2ε  изчислим n-местен оператор със стойности 
в Fm, Г1 е 2ε  изчислим n-местен оператор със стойности в Fm+2, Г2 е 2ε  
n-местен изчислим оператор със стойности в Fm+1, изображението Г на 
Fn  в Fm+1, определено чрез равенството 

( ) ( ) ( )( )fffCBPRf 210 ,,)( ΓΓΓ=Γ , е 2ε  изчислим n-местен оператор със 
стойности в Fm+1. 
 
Има тясна връзка между така дефинираните оператори и класовете на 
рекурсивните функционали дефинирани в [2].  Всеки оператор може да 
се разгледа като функционал, чийто аргументи са функциите, към 
които се прилага операторът, и числовите аргументи на функцията, 
която се получава като резултат. 
 
Лесно се вижда, че множеството на 2ε  изчислимите оператори от F0 в 
F2 съвпада с множеството на функциите от втория клас на Гжегорчик 
( 2ε ), дефинирано в [3]. Операцията CBPR не е съществено различна от 
ограничената рекурсия, а както ще докажем след малко функциите 

210 ,, fff на Гжегорчик могат да бъдат изразени чрез 2ε  изчислими 
оператори. 
 
Използвайки така въведените изчислими оператори, ще се стремим да 
докажем, че съществува ефективно намиране на корен на уравнение, 
като коефициентите на уравнението са зададени чрез външни функции, 
апроксимиращи корените на уравнението. Разумно е да се предположи, 
че не може да се използва по-нисък клас на изчислимост, тъй като, за 
да се оцени стойността на даден полином, е необходимо поне 
умножение, а 2ε  e най-малкият клас от класовете nε , който съдържа 
тази функция. 

Ще докажем някои елементарни твърдения за така въведените 
оператори 

Твърдение 2.1 
Съществува 2ε  изчислим 0-местен оператор Г със стойности в FN , 
такъв че Г()(x1,...,xN) = f(x1,...,xN), когато f е дефинирана по някой от 
следните начини : 
 

1) ( )
( ) 0 xako ,1

0  xako ,0
>−=

==
xxf

xf  
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2) ( ) yxyxf ., =   

3) ( )
( ) 0 t ako  ,,,

0 tako  ,,,
>=
==

yyxtf
xyxtf  

 
4) ( ) xxf 2=  
 
5) ( ) yxyxf +=,  
 
6) ( ) { }yxyxf ,max, =  
 
7) ( ) xyyxf =,  
 
8) ( ) yxyxf −=,  
Доказателство   
1) ( )

( ) 0 xako 1
0  xako   0

>−=
==

xxf
xf  

Нека  
Г0() = О, където Г0 е 0-местен оператор със стойности в F0 
Г1() = λx1x2.x2, където Г1 е 0-местен оператор със стойности в F2 
Г2() = λx.x , където Г2 е 0-местен оператор със стойности в F1 
Г() = CBPR(Г0(), Г1(), Г2()), където Г0 е 0-местен оператор със 
стойности в F1 
Съгласно дефиницията всички оператори са 2ε  изчислими. Ще 
докажем, че за всяко x е вярно : Г()(x) = f(x) 
Ako x=0, тогава Г()(x) = Г0()() = 0 = f(x). 
Тогава Г()(x+1) = min {Г1()(Г()(x),x),Г2()(x)} = min {x,x} = x = f(x+1) 
 
2) Нека ( ) yxyxf ., =  

( ) 0, =yxf , ако yx <  
( ) yxyxf −=, , ако yx ≥  

 
Нека 
Г0()= λx.x 
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Г1() = λx1x2x3. Г11()(Г12()(x1,x2,x3)), където Г11 е 2ε изчислимият оператор 
означен с Г от предишната подточка (коригирано изваждане на 1), a 
Г12=λx1x2x3.x1 
 
Г2() = λx1x2. x2 
Г2 е 0-местен 2ε  изчислим оператор със стойности в F2.  
 
Нека положим Г3() = CBPR(Г0(), Г1(), Г2()) 
Съгласно дефиницията Г3 е 2ε  изчислим, ще докажем, че   

txtxГ ..()3 λ=  

Ako t=0, то тогава  txxГxtГ .)()(),()( 03 ==  

Да допуснем, че твърдението е вярно за t, ще го докажем за t+1.  

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )

( )1.,1..min

,,1.,min,,,,,min,1 232313

+=





























=








Γ







Γ=ΓΓΓ=+Γ

txxtx

xtxtxtxtxtxt

 

Оттук може да се изведе и търсеният оператор Г : 
Г2() = λx1x2 Г3()(Г4()(x1x2), Г5()(x1x2)), където Г4()(x1x2) = λx1x2.x2 и 

Г5()(x1x2) = λx1x2.x1 
 

3) ( )
( ) 0 t ako  ,,,

0 tako , ,,
>=
==

yyxtf
xyxtf  

f може да се получи по следната схема за канонично ограничена 
примитивна рекурсия 

( )
( ) { } ,min,,1

  ,,0
yyyxtf

xyxf
=+

=  

Нека  
Г0() = λ x1x2.x1 , Г0 е 0-местен 2ε  изчислим оператор със стойности в F2.  
Г1() = λ x1x2x3x4.x4  , където Г1 е 2ε  изчислимия оператор със стойности 
в F4  
Г2() = λx1x2x3.x3  , Г2 е 0-местен  оператор със стойности в F3. 
 
Нека положим Г() = CBPR(Г0(), Г1(), Г2()). Г e 2ε изчислим, ще докажем, 
че за всяко t,x,y е вярно :  

),,(),,()( yxtfyxtГ =  
Ako t=0, тогава 
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),,(),()(),,()( 0 yxtfxyxГyxtГ ===  
Ako t > 0, тогава  

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ){ } { } ( )yxtfyyyyxtyxtyxtyxt ,,,min,,1,,,1,,,1min,, 231 ===−Γ−−ΓΓ=Γ

4) ( ) xxf 2=  
 
Доказателството може да се извърши с оператори чрез следната схема 
за канонично ограничена примитивна рекурсия 

( )
( ) ( ){ } 3,2min1

  00
2 ++=+

=

ttftf
f

 

 

3.
2.

2
2

1

+=

+=

ttf
ttuf

λ
λ

 

 
( )21 ,, ffOCBPRf =  

 
5) ( ) yxyxf +=,  
 
Нека f2, f3, f4 са функциите, получени съответно от подточки 2, 3 и 4. 
Ако yx ≥ , то ( ) ( ) ( )( )yxfxffyxxyxf ,,).(.2, 242== . 

Ако yx < , то ( ) ( ) ( )( )xyfyffxyyyxf ,,).(.2, 242== . 

Но ако x ≥ y, то f2(y,x) = 0, в противен случай f2(y,x)>0. Използвайки f3, 
може да извършим следното обединение 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,,,,,,,, 24224223 xyfyffyxfxffxyffyxf =  
Оттук лесно се извежда търсеният оператор. 
 
6) ( ) { }yxyxf ,max, =  
Търсеният оператор може да се изведе от следното равенство : 

{ } ).(,max xyxyx +=  

Нека Г2 и Г5 са операторите получени съответно от подточки 2 и  5. 
Тогава операторът е  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )21
1

21
22

21
15

21 ,,,,,. xxxxxxxx ididid ΓΓΓΓΓ=Γ λ , където  
( ) 121

1 .xxxid λ=Γ  
( ) 221

2 .xxxid λ=Γ  
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7) ( ) xyyxf =,  
 
Ще намерим оператора от следните равенства 

( )
( ) { } ),1max(,),(min,1

  0,0
2xtxxtfxtf

xf
++=+

=
 

Нека Г5 и Г6 са операторите получени съответно от подточки 5 и 6. 
Търсеният оператор Г се получава по следния начин : 
 

( ) 1321
1 .xxxxid λ=Γ  
( ) 3321

3 .xxxxid λ=Γ  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ))(),(.

.

1.

.

)(),(.

21
2

21
6exp

21
2

221
2

121

2exp
321

3
321

15
321

1

xxxxxx
xxx

xxx

xx
xxxxxxxxx

idS

id

S

idid

ΓΓΓΓ=Γ

=Γ

+=Γ

=Γ

ΓΓΓ=Γ

λ
λ

λ

λ
λ

 

( )21 ,, ΓΓ=Γ OCBPR  
 
8) ( ) yxyxf −=,  
 
Нека f2 и f5 са функциите получени съответно от подточки 2 и  5. Тогава 
търсената функция може да се намери по следния начин 

( ) ( ) ( )( )xyfyxffxyyxyxf ,,,).().(, 225=+= . 

Оттук може да се намери търсеният оператор. 
 
Твърдение 2.2 
(Добавяне на фиктивни функции) 
За всеки елементарно изчислим оператор Г0 от Fn в Fk, съществува 
елементарно изчислим оператор Г от Fn+m в Fk , такъв че 

( ) ( )mnn ggffff ,...,,,...,,..., 111 Γ=Γ  за произволни функции mgg ,...,1 . 
 
Доказателство: 
Това твърдение може лесно да се докаже с индукция по построението 
на Г0.  
Нека Г0 удовлетворява точка 0 от дефиницията. Тогава можем да 
дефинираме Г като изображение на Fn+m в F0 определено чрез 
равенството ( ) Oggff mn =Γ ,...,,,..., 11 .  
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Ако Г0 удовлетворява някоя от точките 1-4, доказателството е 
аналогично. 
Нека Г0 удовлетворява точка 5. Г0 е дефинирано по следния начин : 

( ) ( )( ) ( )( )( )knlknnkn xxffГxxffГffГxxffГ ,...,,...,,...,,...,,...,,...,...),...,( 11
*

111
*

10
*

110 λ=  
 
 Съгласно индукционното предположение съществуват оператори 
такива че  

),...,,,...,(),...,( 110
**

10
*

mnn ggffГffГ =  
... 

),...,,,...,(),...,( 11
**

1
*

mnlnl ggffГffГ =  
Тогава следният оператор е елементарно изчислим и отговаря на 
условието 

( )
( )( ) ( )( )( )kmnlknmn

mnkmn

xxggffГxxggffГ
ggffГxxggffГ

,...,,...,,,...,,...,,...,,...,,,...,

,...,,,...,...),...,,,...,(

111
**

1111
**

110
**

111 λ=  

Ако Г0 удовлетворява точка 6, то доказателството е аналогично на 
точка 5. 
 

Твърдение 2.3 
Нека Г1 и Г2 са дадени 2ε  изчислими k-местни оператори със стойности 
във F1. Тогава съществуват 2ε  изчислими k-местни оператори със 
стойности във F1, такива че  
 

1) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,...,  ako   1,...,,...,

0,...,  ako   0,...,,...,

1
1

1
1

11

1
1

1
1

11

>Γ−Γ=Γ

=Γ=Γ=Γ

nffnffnff
nffnffnff

kkk

kkk  

 
2) ( )( ) ( )( ) ( )( )nffnffnff kkk ,...,,...,,..., 1

2
1

1
12 Γ+Γ=Γ  

 
3) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }nffnffnff kkk ,...,,,...,max,..., 1

2
1

1
13 ΓΓ=Γ  

 
4) ( )( ) ( )( ) ( )( )nffnffnff kkk ,...,,...,,..., 1

2
1

1
14 ΓΓ=Γ  

 
5) ( )( ) ( )( )c

kk nffnff ,...,,..., 1
1

15 Γ=Γ  , където c е фиксирана константа 
 
6) ( )( ) cnff k =Γ ,...,17  , където c е фиксирана константа 
 
Доказателство: 
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1) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,...,  ako   1,...,,...,

0,...,  ako   0,...,,...,

1
1

1
1

11

1
1

1
1

11

>Γ−Γ=Γ

=Γ=Γ=Γ

nffnffnff
nffnffnff

kkk

kkk  

От твърдение 2.1  1-ва подточка следва, че съществува 2ε  изчислим 
оператор Г0: 

( )( )
( )( ) 0n  ako   ,1

0n  ako   ,0

0

0

>−=Γ
==Γ

nn
n  

 
Съгласно твърдението за добавяне на фиктивни функции съществува  

2ε  изчислим оператор 
( )( )
( )( ) 0n  ako   ,1,...,*

0n  ako  ,0,...,*

10

10

>−=Γ
==Γ

nnff
nff

k

k  

 
Съгласно  5-та точка от дефиницията за 2ε  изчислим оператори, 
съществува 2ε  изчислим оператор Г : 

( ) ( ) ( )( )( )1111011 ,...,,...,,..., xffГffГxffГ kkk λ=  
 
Г отговаря на условията в тази подточка 
 
Подточки 2)-4) от това твърдение имат аналогично доказателство чрез 
използване на твърдение 2.1 
 
5)  
Понеже c е фиксирана константа, можем c-1 пъти да извършим 
умножение.  
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )))...(,...,),(,...,(,...,(....,...,),(,...,(,...,,...,
3

1
1

1
1

1
4

1
4

1
1

1
4

17 444444444 3444444444 21
−

ΓΓΓΓΓΓ=Γ
c

kkkkkkk nffnffffffnffffnff

 
Където  

( )kff ...1
4Γ  е операторът от подточка 4 

 
6)  
Ще намерим търсения оператор, като извършим c събирания : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )..).,...,,...,....(,...,(,...,,...,
2

111117 44444 344444 21
−

ΓΓΓΓ=Γ
c

k
O

k
S

k
S

k
S

k ffffffffnff  

Където  
( )
( ) Off

Sff

k
O

k
S

=Γ

=Γ

,...,

,...,

1

1  



 13

Понеже c e фиксирана константа, дефиницията е коректна. 

 

Твърдение 2.4 
(Суперпозиция на оператори) 
Ако Г0 е 2ε  изчислим n-местен оператор със стойности в Fk, a Г1,..., Гn  
са 

2ε  изчислими r-местни оператори със стойности в Fl+1, то съществува 
такъв 2ε  изчислим r-местен оператор Г със стойности в Fk+l , че при 
всеки избор на функциите rff ,...,1  от F  и на естествените числа 

lk yyxx ,...,,... 11  е вярно 
( ) ( )( ) ( )( )( )( )klrnlrlkr xxtyyffttyyfftyyxxff ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( 1111110111 ΓΓΓ=Γ λλ

 
Доказателство:  
Ще докажем това твърдение чрез индукция по построението на Г0 
Нека  

( ) Ogg n =Γ ),...,( 10 , тогава можем да намерим  
OyyffГ mr =),...,)(,...,( 11  

Аналогично е построяването за подточки 1-3 от дефиницията. 
 
Нека 

in ggg =Γ ),...,( 10  за някое i  
Ще докажем, че  следният оператор е 2ε  изчислим 

( ) ( )( )xtyyfftyyxff lrilr ,,...,),...,(.,...,,),...,( 1111 Γ=Γ λ  
 
Нека 

( )( )

( )( )
( )( ) xyyxffГ

yyyxffГ

yyyxffГ

lr
id
l

llr
id
l

lr
id

=

=

=

+ ,...,,,...,

,...,,,...,
...

,...,,,...,

111

11

1111

 

тогава е в сила равенството 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )lr

id
llr

id
rilr yyxffГyyxffГffyyxff ,...,,,...,,...,,...,,,...,,...,,...,,),...,(. 111111111 +Γ=Γ  

 
по 5-та точка на дефиницията, операторът е 2ε  изчислим и отговаря на 
условието. 
 
 
Нека  
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( ) ( )( ) ( )( )( )knmknnkn xxggxxggggxxggГ ,...,,...,,...,,...,,...,,...,...),...,( 1111110110 ∆∆∆= λ , 
където индукционното предположение е изпълнено за  

m∆∆∆ ,..., 10 . 
Съгласно индукционното предположение съществуват 2ε  изчислими 
оператори m

*
1

*
0

* ,...,, ∆∆∆ , за които е вярно  
( ) ( )( ) ( )( )( )( )mlrnlrlmr zztyyffttyyfftyyzzff ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( 11111101110

* ΓΓ∆=∆ λλ
( ) ( )( ) ( )( )( )( )klrnlrilkri xxtyyffttyyfftyyxxff ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( 111111111

* ΓΓ∆=∆ λλ
за mi ≤≤1  
 
Тогава следният оператор е 2ε  изчислим и удовлетворява условието на 
твърдението  
 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )),...,,,...,,...,,...,,...,,,...,,...,,,...,,,...,,...,

,...,,...,,,...,,...,(,...,,...,,,...,),...,(

1111111111
*

1111
*

10
*

111

lkr
id
llkr

id
lkrm

lkrrlkr

yyxxffyyxxffyyxxff
yyxxffffyyxxffГ

∆∆∆

∆∆=

, където 
( )( )

( )( ) llkr
id
l

lkr
id

yyyxxff

yyyxxff

=∆

=∆

,...,,,...,,...,
...

,...,,,...,,...,

111

11111

 

Ако Г е построен по 6-та точка на дефиницията, то построението е 
аналогично на това от 5-та.  
 
Нека  

( ) ( ) ( )( )nnnn ggggggCBPRgg ,...,,,...,,,...,),...,( 12111010 ∆∆∆=Γ  
където индукционното предположение е изпълнено за  

210 ,, ∆∆∆ . 
Съгласно индукционното предположение съществуват 2ε  изчислими 
оператори 2

*
1

*
0

* ,, ∆∆∆ , за които е вярно  
( ) ( )( ) ( )( )( )( )1111111011110

* ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( −− ΓΓ∆=∆ klrnlrlkr xxtyyffttyyfftyyxxff λλ
( ) ( )( ) ( )( )( )( )1111111011111

* ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( ++ ΓΓ∆=∆ klrnlrlkr xxtyyffttyyfftyyxxff λλ
( ) ( )( ) ( )( )( )( )klrnlrlkr xxtyyffttyyfftyyxxff ,...,,,...,,...,.,...,,,...,,...,.,...,,,...,),...,( 11111101112

* ΓΓ∆=∆ λλ
 
Тогава следният оператор е 2ε  изчислим и удовлетворява условието на 
твърдението  
 

( ) ( ) ( )( )rrrr ffffffCBPRff ,...,,,...,,,...,),...,( 12
*

11
*

10
*

1 ∆∆∆=Γ  



 15

 

3. Представяне на комплексни числа и 2ε  изчислимост. 
Основни свойства. 

 
В тази глава ще дефинираме 2ε  изчислимост за функции и представяне 
на комплексни числа и полиноми. Ще докажем някои помощни 
твърдения свързани с тях, които ще се използват в следващите части. 
 
Дефиниция 3 
Представяне на комплексно число z = a+bi  или негови апроксимиращи 
функции ще наричаме коя да е 6-рка от едноместни тотални изчислими 
функции в множеството на естествените числа 61,..., ff , такава че за 
всяко естествено n e вярно  
 
 

( ) ( )
( ) 1

1
13

21

+
≤−

+
−

n
a

nf
nfnf   и ( ) ( )

( ) 1
1

16

54

+
≤−

+
−

n
b

nf
nfnf  

 
Ако съществува представяне за някое комплексно число z, ще казваме, 
че то е изчислимо. 
Под представяне на реално число x ще разбираме коя да е тройка от 
функции 31,..., ff , такава че за всяко естествено n e вярно  
 

( ) ( )
( ) 1

1
13

21

+
≤−

+
−

n
x

nf
nfnf  

 
Дефиниция 4 
Ще казваме за една функция ϕ  с n аргументa комплексни числа и 
резултат комплексно число, че е 2ε  изчислима, ако има шест 2ε  
изчислими оператори 61,...,ΓΓ  от F6n в F1  такива, че всеки път когато n-
те последователни шесторки в една 6n-членна редица nff 61,...,  са 
представяния съответно на някои комплексни числа nzz ,...,1 , шесторката 
от функции ( ) ( )nn ffff 616611 ,...,,...,,..., ΓΓ  е представяне на комплексното 
число ( )nzz ,...,1ϕ  
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Така въведеното понятие за изчислимост на функция като 
преобразувание на редици от рационални числа чрез функционали е 
близко до така наречения “Полски подход” използвано от много автори 
в изчислимия анализ. Използването на класове от преобразувания на 
функции като средство за изучаване на изчислимостта е въведено в [1], 
докато разширението на дефиницията за реални функции е изследвано 
по-подробно в [2]. 
 
Други автори, например [7]  , въвеждат изчислимост на реални 
функции чрез машини на Тюринг, които преобразуват безкрайни 
редици от целочислени представяния на аргументите. Тук въведената 
изчислимост е много по-тесен клас, тъй като се използва само дадено 
подмножество на примитивно рекурсивните оператори. 
 
Дефиниция 5 
Под представяне на полином ще разбираме редица, която е 
конкатенация на представянията на неговите коефициенти. 
 
В по-нататъшното изложение ще разглеждаме полиноми с коефициент 
1 пред най-високата степен. С цел да облекчим означенията ще 
изпускаме представянето на константата 1 от представянето на такива 
полиноми. 
 
В следващите няколко твърдения, ще докажем, че някои често срещани 
комплексни функции (събиране, умножение и т.н.) са 2ε  изчислими.  
 

Твърдение 3.1 
(Суперпозиция на 2ε  изчислими функции) 
Всеки път, когато ϕ  е 2ε  изчислимa n-местнa комплексна функция, а 

nψψ ,...,1  са 2ε  изчислими m-местни комплексни функции, функцията θ , 
определена чрез равенството  

( ) ( ) ( )( )mnmm xxxxxx ,...,,...,,...,,..., 1111 ψψϕθ = , е 2ε  изчислимa m-местна 
комплексна функция.  
 
 
Доказателство:  
Лесно могат да се конструират нужните 6 оператори чрез 
суперпозицията, използвана в твърдение 2.4. Нека 61,..., ϕϕ ΓΓ  са 
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операторите, които преобразуват представяне на аргументите на ϕ , а 
61,..., ii ψψ ΓΓ  са тези за gi. 

 
Тогава следните оператора са 2ε  изчислими и отговарят на условието. 
 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )ntffttfftnff m
n

mm 61661
1

11611 ,...,.,...,,...,.),...,( ψψϕθ λλ ΓΓΓ=Γ  
… 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )ntffttfftnff m
n

mm 61661
1

16616 ,...,.,...,,...,.),...,( ψψϕθ λλ ΓΓΓ=Γ  
 

Твърдение 3.2 
Функцията, която преобразува произволни комплексни числа а  и b в 
комплексното число а+b, е 2ε  изчислима. 
 
Доказателство:  
 
 
Тази част от представянето, която апроксимира реалната част на а , ще 

обозначаваме с  
 

 
Функциите, които апроксимират имагинерната част, ще означаваме с 

( ) ( ) ( )
( ) 1+
−=
nw

nvnunA
ca

caca
ca  

По подобен начин ще обозначаваме и функциите за b и за a+b 
 
Ще докажем, че съществуват шест 2ε  изчислими оператори, такива че  
Г1(ura, vra, wra, uca, vca ,wca , urb, vrb, wrb, ucb, vca, wcb) = ura+b 

…. 
Г6(ura, vra, wra, uca, vca ,wca , urb, vrb, wrb, ucb, vca, wcb)  = wca+b 
 
Ще изведем реалната част на апроксимиращите функции за a+b. 
Нека да въведем ( ) ( ) ( )2222 +++=+ nAnAnA rbrabra   
Така въведената рационална функция апроксимира реалната част на 
a+b , защото  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
22

2
32

1
32

12222
+

=
+

<
+

+
+

≤−++−+≤+−+ nnnn
bnAanAbanA rrbrrarrbra

 

( ) ( ) ( )
( ) 1+
−=
nw

nvnunA
ra

rara
ra
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Оттук могат да се изведат  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) i

nw
nvnu

nw
nvnu

nw
nvnu

rb

rbrb

ra

rara

bra

brabra

122
2222

122
2222

1 ++
+−+

+
++

+−+
=

+
−

+

++  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222222222 +++++++++=+ nunwnununwnunu rbrarbrarbrabra  

 
Следните оператори са 2ε изчислими 
 

( ) )()(,...,1 nunwu racbra =Γ  
( ) )()(,...,2 nunwu rbcbra =Γ  
( ) )()(,...,3 nwnwu racbra =Γ  
( ) )()(,...,4 nwnwu rbcbra =Γ  
( ) 22)(,..., +=Γ ++ nnwu cbra  

 
( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nununwnununwnu

nwuwunwuwunwuwu
nwuwunwuwunwuwu

nwu

brarbrarbrarbra

cbracbracbracbracbracbra

cbracbracbracbracbracbra

cbra

+

++++++

++++++

=+++++++++
=ΓΓ+ΓΓΓΓ

+ΓΓ+ΓΓΓΓ

=Γ

222222222222
,...,,...,,...,,...,,...,,...,

,...,,...,,...,,...,,...,,...,

,...,*

232

141

 
Вижда се, че  

( ) )()(,...,* nunwu bracbra +=Γ  
 
Аналогично се извеждат и останалите 5 формули  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222222222 +++++++++=+ nvnwnvnvnwnvnv rbrarbrarbrabra  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222222 ++++++=+ nwnwnwnwnw rbrarbrabra  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222222222 +++++++++=+ nunwnununwnunu cbcacbcacbcabca  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222222222 +++++++++=+ nvnwnvnvnwnvnv cbcacbcacbcabra  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222222 ++++++=+ nwnwnwnwnw cbcacbcabra  

Останалите 5 оператора се конструират аналогично. 

Твърдение 3.3 
Функцията, която преобразува произволни комплексни числа а  и b в 
комплексното число аb, е 2ε  изчислима. 
 
Доказателство:  



 19

Ще използваме означения както в предходното твърдение, нека 
представянето за a  да е ura, vra, wra, uca, vca ,wcа  ,докато b има 
представяне urb, vrb, wrb, ucb, vca, wcb . Ще докажем, че съществуват шест 

2ε  изчислими оператори, такива че  
Г1(ura, vra, wra, uca, vca ,wca , urb, vrb, wrb, ucb, vca, wcb)  = urab 

…. 
Г6(ura, vra, wra, uca, vca ,wca , urb, vrb, wrb, ucb, vca, wcb)  = wcab 
 
Нека да положим c = ura(0) + urb(0) +3 , d= uca(0) + ucb(0) +3 
 
Нека да дефинираме  

( ) ( )  )( ccnAccnAnC rbra ++=   
( ) ( ) )( ddnAddnAnD cbca ++=  

 
Тогава 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
11

300
1

300
11

1
11

+
<

++
<

++
++<

++
++

<
++

+
++

+

<
++

+
++

+
≤−+++−+

≤−+++−++≤−

nccn
c

ccn
uu

ccn
AA

ccn
a

ccn
b

ccn
a

ccn
ccnA

bccnAaccnAaccnA

baccnAaccnAaccnAccnAbanC

rarararbrr

rrb
rrbrrbrra

rrrbrrbrrbrarr

 

 
Използвайки подобни неравенства, лесно се доказва, че: 

( )
1

1
  

+
≤−

n
banD cc

 

 
Реалната част на ab може да се апроксимира със следната функция: 

( ) ( ) ( )2222* +−+= nDnCnA bra  
 
Ще докажем че така зададената функция наистина апроксимира 
реалната част на ab: 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

22
2

32
1

32
1

22222222)(*

+
=

+
<

+
+

+
<

−++−+≤+−+−+=−

nnnn

banDbanCbabanDnCabnA ccrrccrrrbra

Ще изведем формули за urab  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )ddnw
ddnvddnu

ddnw
ddnvddnu

ccnw
ccnvccnu

ccnw
ccnvccnu

ddnAddnAccnAccnAnDnC

cb

cbcb

ca

caca

rb

rbrb

ra

rara

cbcarbra

32
3232*

32
3232

32
3232*

32
3232

)32(32)32(322222

+
+−+

+
+−+

−
+

+−+
+

+−+
=++−++=+−+

 

 
Оттук се извеждат следните формули : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ccnwccnwddnuddnv

ccnwccnwddnvddnu
ddnwddnwccnvccnv

ddnwddnwccnuccnuu

rbracbca

rbracbca

cbcarbra

cbcarbrabra

32323232
32323232
32323232

32323232*

++++
+++++
+++++

+++++=

 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ccnwccnwddnvddnv

ccnwccnwddnuddnu
ddnwddnwccnuccnv

ddnwddnwccnvccnuv

rbracbca

rbracbca

cbcarbra

cbcarbrabra

32323232
32323232
32323232

32323232*

++++
+++++
+++++

+++++=

 

 
( ) ( ) ( ) ( )ddnwddnwccnwccnww cbcarbrabra 32323232* ++++=  

Оттук могат лесно да намерят първите 3 2ε  изчислими оператори 
отговарящи на условията.  
 
Имагинерната част също така може да бъде апроксимирана по следния 
начин:  
e = ura(0) + ucb(0) +3 и  f= uca(0) + urb(0) +3   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222222222* +++++++++= ffnAffnAeenAeenAnA rbcacbrabca  
 

Твърдение 3.4 
Функцията, която преобразува кое да е комплексно число z в реалното 
число |z|2 , е 2ε  изчислима. 
 
Доказателство:  
Нека z е във вида biaz +=  
Понеже а  и b  може да се разгледат като комплексни числa с 
представяне  на имагинерната част OOO ,, , то можем да приложим 
твърдения 3.1, 3.2 и 3.3. Тогава функцията, която преобразува а  и b в 
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a2+b2, e 2ε  изчислима. Съгласно дефиницията съществуват шест 2ε  
изчислими оператори 6

*
1

* ,...,ΓΓ , такива че  
( ) ( )OOOwvuOOOwvuOOOwvuOOOwvu rbrbrbrarararbrbrbrarara ,,,,,,,,,,,,...,,,,,,,,,,,, 6

*
1

* ΓΓ
са представяне на |z|2. Понеже |z|2 е реално число, ще разгледаме само 
първите 3 от тях. Съгласно твърдение 3.2 съществуват 3 2ε  изчислими 
оператори 31,...,ΓΓ , такива че  

( ) ( )rbrbrbrarararbrbrbrarara wvuwvuwvuwvu ,,,,,,...,,,,,, 31 ΓΓ  са представяне на a2+b2. 
Твърдението е доказано. 
 
Тук сме приложили твърдението за суперпозицията при k=l=0 и за 2ε  
изчислимите оператори 

 

( )

( )
( )

( ) Owvuwvu

Owvuwvu
wwvuwvu

uwvuwvu

rbrbrbrarara

rbrbrbrarara

rbrbrbrbrarara

rarbrbrbrarara

=Γ

=Γ

=Γ

=Γ

,,,,,
...

,,,,,

,,,,,
...

,,,,,

**
12

**
7

**
6

**
1

 

 

Твърдение 3.5 
Всеки полином, разглеждан като функция на своите коефициенти и 
аргумент, е 2ε  изчислима функция. 
 
Доказателство:  
Нека полиномът е от вида ( ) 0

1
1 ... ααα +++= −

−
N

N
N

N zzzP  
Ще докажем твърдението индуктивно по степента N на полинома. За 
N=0 твърдението е очевидно. Да допуснем, че е вярно за N-1, ще се 
стремим да докажем, че е вярно за N. 
 
P(z) може да се представи като ( ) ( )zPzzP N

N 1+= α , като P1(z) е полином 
от N-1-ва степен, за който може да се приложи индукционното 
предположение. Чрез прилагане на твърдения 3.1, 3.2 и 3.3 и на 
индукционното предположение лесно се вижда, че функцията f, 
дефинирана като ( ) )(,,...,0 zPzf N =αα , е 2ε  изчислима. 
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Твърдение 3.6 
За всяко положително цяло число N съществува такъв 2ε  изчислим 
оператор Г от F6N в F7, че винаги, когато  

Nff 61,...  е представяне на даден полином от N-та степен P(z) с 
коефициент 1 пред zN, за произволни естествени числа tyy ,,... 61 са в  
сила импликациите 
 

( )( ) 0,,...,,..., 6161 =Γ tyyff N   ⇒    
1

1
11 6

54

3

21

+
≤








+

−
+

+
−

t
i

y
yy

y
yyP  

( )12
1

11 6

54

3

21

+
≤








+

−+
+

−
t

i
y

yy
y

yyP   ⇒    ( )( ) 0,,...,,..., 6161 =Γ tyyff N  

 
Доказателство:  
Нека z е рационално комплексно число, такова че i

y
yy

y
yyz

11 6

54

3

21

+
−

+
+

−= . 

Едно представяне на z e ( ) 11 ytg = ,…, ( ) 66 ytg = . 
Съгласно предните две твърдения съществуват три оператора *

3
*

2
*
1 ,, ΓΓΓ  

от F6N+6 в F, такива че 
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1
1

1,...,,,...,*
,...,,,...,*,...,,,...,* 2

61613

6161261611

+
≤−

+Γ
Γ−Γ

t
zP

tggff
tggfftggff

N

NN  

 
Съгласно твърдение 2.4 (суперпозиция на оператори) съществуват три 

2ε  изчислими оператора 321 ,, ΓΓΓ  от F6N+6 в F, такива че 
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
1

1
1,,...,,...,

,,...,,...,,,...,,..., 2

61613

6161261611

+
≤−

+Γ
Γ−Γ

t
zP

tyyff
tyyfftyyff

N

NN  

 
Тук сме използвали твърдението при k=1, l=6, r= 6N 
 
Използвайки твърденията в част 2, може да се докаже, че следният 
оператор е 2ε  изчислим: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) 1114,,...,,...,

.114,,...,,...,114,,...,,...,12,,...,,...,

2
61613

2
61612

2
61611

2
6161

+−+Γ

−+Γ−−+Γ+=Γ

tyyff

tyyfftyyffttyyff

N

NNN
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Ще докажем, че Г удовлетворява изискваните условия и двете 
импликации са в сила. 
Да допуснем, че ( )( ) 0,,...,,... 6161 =Γ tyyff N . От дефиницията на операцията 
коригирано изваждане следва 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( 14,,...,,...,114,,...,,...,121114,,...,,..., 2
61612

2
61611

22
61613 +Γ−−+Γ+≥+−+Γ tyyfftyyffttyyff NNN

 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) 1114,,...,,...,

114,,...,,...,114,,...,,...,

12
1

2
61613

2
61612

2
61611

2 +−+Γ

−+Γ−−+Γ
≥

+ tyyff

tyyfftyyff

t N

NN  

 
От свойствата на Г1 ..Г3 следва, че 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )2

2

2
61613

2
61612

2
61611

14
1

1114,,...,,...
114,,...,,...114,,...,,...

+
≤−

+−+Γ
−+Γ−−+Γ

t
zP

tyyff
tyyfftyyff

N

NN  

 
Следователно 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )222

2
61613

2
61612

2
61611

2

2

1
1

12
1

14
1

1114,,...,,...,
114,,...,,...,114,,...,,...,

14
1

+
<

+
+

+

≤
+−+Γ

−+Γ−−+Γ+
+

≤

ttt

tyyff
tyyfftyyff

t
zP

N

NN

 
Оттук 

( )
1

1
+

≤
t

zP  

 
Ще докажем втората импликация. Нека ( ) ( )12

1
+

≤
t

zP  , тогава 

( ) ( )2
2

14
1
+

≤
t

zP  

От свойствата на Г1... Г3 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )2
2

2
61613

2
61612

2
61611

14
1

1114,,...,,...,
114,,...,,...,114,,...,,...,

+
≤−

+−+Γ
−+Γ−−+Γ

t
zP

tyyff
tyyfftyyff

N

NN
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )222

2
22

61613

2
61612

2
61611

12
1

14
1

14
1

14
1

1114,,...,,...,
114,,...,,...,114,,...,,...,

+
=

+
+

+

≤+
+

<
+−+Γ

−+Γ−−+Γ

ttt

zP
ttyyff

tyyfftyyff
i

N

NN

 
Оттук  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )114,,...,,...,114,,...,,...,12

1114,,...,,...,
2

61612
2

61611
2

2
61613

−+Γ−−+Γ+

>+−+Γ

tyyfftyyfft

tyyff

NN

N
 

 
Следователно ( )( ) 0,,...,,..., 6161 =Γ tyyff N  
 

Твърдение 3.7 
За всяко полoжително цяло число N съществува 2ε  изчислим оператор, 
който изобразява  F6N в F0 и такъв, че ( )( ) { }1061 ,...,,1max,..., −>Γ NNff αα , 
когато Nff 61,...,  са представяне на произволен полином от N-та степен 
P(z) с коефициент 1 пред zN  - ( ) 0

1
1 ... αα +++= −

−
N

N
N zzzP  

 
Доказателство: 
Съгласно твърдение 3.4 съществуват 3 2ε  изчислими оператори, които 
апроксимират |αi|2 за 0≤i≤N-1.  
Съгласно твърдението за фиктивните функции съществуват 3N+3 2ε  
изчислими оператори : 
 

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,...,

,...,,..., 2

613

612611

+
≤−

+Γ
Γ−Γ

kkff
kffkff

i
N

i
N

i
N

i

α  

 
Нека дефинираме N оператора, които изобразяват  F6N в F0  

 
за всяко i : 0≤i≤N-1 : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 11,...1,...,..., 6612661161
* +Γ−Γ=Γ ++ N

i
N

i
N

i ffffff  
Може да се докаже, че така дефинираните оператори са 2ε  изчислими. 
От свойствата на Гi

1 … Гi
3 се вижда, че при k=1 

( )( ) ( )( )
( )( ) 2

1
11,...,

1,...,1,..., 2

613

612611 ≤−
+Γ

Γ−Γ
i

N
i

N
i

N
i

ff
ffff α   
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Оттук 
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )N
i

N
i

N
i

N
i

N
i

N
i

i

ffffff

ff
ffff

61
*

612611

613

6126112

,...,11,...,1,...,

2
1

11,...,
1,...,1,...,

Γ=+Γ−Γ

<+
+Γ

Γ−Γ
≤α

 

 
Ще докажем, че  ( )( )N

i ff 61
* ,...,Γ  >|αi| 

 
Ако  |αi| ≥ 1, то  
|αi| ≤ |αi|2 < ( )( )N

i ff 61
* ,...,Γ  

Ако  |αi| < 1, то  
|αi| < 1 < ( )( ) ( )( ) ( )( )N

i
N

i
N

i ffffff 61
*

612611 ,...,11,...,1,..., Γ=+Γ−Γ  
 
Понеже N е фиксирано, можем да дефинираме  
 

( )( ) { ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }{ }...,...,.....,...,max,,...,max,1max,..., 61
1*

61
1*

61
0*

61 N
N

NNN ffffffff −ΓΓΓ=Γ
 
 
Като приложим твърдение 2.3 N+2 пъти, може да се докаже, че Г е 2ε  
изчислим оператор. 
 
 

Твърдение 3.8 
 
За всяко полoжително цяло число N съществува 2ε  изчислим оператор 
от F6N в F1 , такъв че  

( )( )kff N61 ,...,Γ > 23 N /2+6CN+1,[(N+1)/2]
3A 3(5NA) 3N +3(к+1)3  

 
където Nff 61,...,  са представяне на произволен полином от N-та степен 
P(z) с коефициент 1 пред zN 

( ) 0
1

1 ... αα +++= −
−

N
N

N zzzP , { }10 ,...,,1max −= NA αα , a C е биномният 

коефициент 
!)!(

!),(
mmn

nmnc
−

=  

 
Доказателство: 
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За фиксирано N можем да намерим цяла константа c, по-голяма от 
числото 23 N /2+6CN+1,[(N+1)/2]

3(5N)3N +3. Тогава съществува 2ε  изчислим 
оператор 1Γ  от F6N в F0 
 

( )( ) cff N =Γ 611 ,..., . Нека 2Γ  е операторът от предното твърдение, 
тогава търсеният оператор може да се дефинира по следния начин  
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 363
61261161 )1(,...,,...,,..., +ΓΓ=Γ + kffffkff N

NNN  
 

4. Конструиране на корен на полином 
В тази глава ще докажем основния резултат – съществуват 2ε  
изчислими оператори, които могат да “решат” едно уравнение, като 
преобразуват произволно представяне на коефициентите в представяне 
на корените. 
 
 
Ще докажем, че за всяко k и за произволен полином можем да намерим 
такова комплексно число zk, че ( )

1
1
+

≤
k

zP k . Това няма да ни даде 

веднага търсения корен на полинома (тъй като zk зависи от k), но ще 
използваме този резултат при конструирането на операторите, които 
ще дадат представяне на корена. 
 

Теорема 1 
 
За всяко положително цяло число N съществуват шест 2ε  изчислими 
оператори 621 ..,, ΓΓΓ  от  F6N в F1 , такива че за всяко неотрицателно цяло 
число k и за произволно представяне Nff 61,...,  на произволен полином 
от N-та степен P(z) с коефициент 1 пред zN  

( ) 0
1

1 ... αα +++= −
−

N
N

N zzzP  е вярно  
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611

+
≤








+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ
k

i
kff

kffkff
kff

kffkffP
N

NN

N

NN  
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За да докажем теорема 1, ще използваме аналог на теоремата на Коши 
както е доказана в [4]. Формулираната там теорема показва, че за всеки 
комплексен полином P(z) и за всяко естествено k, съществува 
комплексно число zc , такова че |P(zc)| < 1/(k+1). Това число се намира в 
една от точките на мрежа с център 0,0 дължина 2a и стъпка a/n, където 
a  е произволно число, по-голямо от 5AN, докато n е число по-голямо от 
23 N /2+6CN+1,[N+1/2]

3A 3a 3N +3(к+1)3 . А е максималната абсолютна стойност 
на коефициентите на полинома, N е степента на полинома. 
 

 

Ще приложим тази теорема с точност 2k+2 (два пъти по-голяма от 
зададената в условието точност). Съгласно твърдения 3.7 и 3.8 
съществуват 2 2ε  изчислими оператора, такива че Г*

1(f1..f6N)(k)> 23 N 

/2+6CN+1,[N+1/2]
3A 3a 3N +3(k+1)3 

Г*
2(f1..f6N)()> 5Nmax{1,|α0| … |αN-1|} 

 
С цел да облекчим означенията ще използваме n0 и а0 съответно вместо 
Г*

1(f1..f6N)(2к+1) и Г*
2(f1..f6N)() 

 
Съгласно използваната теорема на Коши на мрежата  

{ }00
0

0 ...qp, )( nn
n

aiqp −∈+  

съществува z, такова че ( )
22

1
+

<
k

zP .  

Ще докажем теоремата по следния начин : ще подредим всичките (2n0 
+1)2 точки в мрежата отдолу нагоре и отляво надясно.  По този начин за 
фиксирано k ще получим една редица ( )2

0 1221 ,...,,
+n

zzz от комплексни 
числа. Ще намерим шест 2ε  изчислими оператори Гz

1 … Гz
6 от F6N в F1, 

такива че: 
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) i
kjff

kjffkjff
kjff

kjffkjffz
N

z
N

z
N

z

N
z

N
z

N
z

j 1,,...,
,,...,,,...,

1,,...,
,,...,,,...,

616

615614

613

612611

+Γ
Γ−Γ+

+Γ
Γ−Γ=

 
 
Използвайки твърдение 3.6, ще намерим 2ε  изчислим оператор Г*

3, 
такъв че  
 

( )( ) 0,,..., 613
* =Γ kjff N   ⇒    ( )

1
1
+

≤
k

zP j  



 28

( ) ( )12
1
+

≤
k

zP j   ⇒    ( )( ) 0,,..., 613
* =Γ kjff N  

 
Съгласно приложената теорема на Коши за всяко k има поне един 
индекс j0 от 1 до (2n0+1)2, такъв че ( ) ( )12

1
0 +

<
k

zP j . Тогава този индекс 

ще нулира Г*
3. Тогава чрез рекурсия можем да дефинираме такъв 2ε  

изчислим оператор  Г*
4, че , ако ( )( ) 00614

* ,..., jkff N =Γ , то 
( )( ) 0,,..., 00613

* =Γ kjff N . За ограничваща функция при рекурсивната 
дефиниция на Г*

4 можем да използваме (2n0+1)2. 
 
Тогава ще можем да дефинираме операторите, търсени в тази теорема, 
по следния начин  
 

( ) 22)(,..., 615
* +=Γ kkff N  
( )( ) ( ) ( ) ( )( ))(,...,),(,...,,...,,..., 615

*
614

*
611611 kffkffffkff NNN

z
N ΓΓΓ=Γ  

... 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ))(,...,),(,...,,...,,..., 615

*
614

*
616616 kffkffffkff NNN

z
N ΓΓΓ=Γ  

 
Тогава  
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1
1

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611

+
≤=








+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ
k

zPi
kff

kffkff
kff

kffkffP j
N

NN

N

NN

 
 и теоремата е доказана. 

Ще докажем твърденията, които бяха пропуснати в главното 
доказателство. 

Ще докажем, че съществуват 2ε  изчислими оператори Гz
1 … Гz

6 от 
доказателсвото. Наредили сме в редица ( )2

0 1221 ,...,,
+n

zzz комплексни числа, 
които са на мрежата  

 { }00
0

0 ,...,qp, , )( nn
n

aiqp −∈+ , 

където  ( ) 0611
* )12(,..., nkff N =+Γ  и ( ) 0612

* (),..., aff N =Γ  
 
Ето последователността на индексите: 
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1212...21
............1)12(
...............

12)12)(12(.........1)12)(12(
12)12(2.........1)12(2

00

0

00000

00000

+−
++

+++−++−
+++++

nn
n

nnnnn
nnnnn

 

 
И координатите на точките  

0

000

0
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0
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0
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0
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0000
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0

0000

0

0000

0

0000

0

000

0,20,)12(...0,10,0

............1,0

......0,0......

)12(,2.........)12(,0

2,2.........2,0

n
ana

n
anna

n
ana

n
anna

n
ana

n
ana

n
ana

n
ana

n
ana

n
ana

n
anna

n
anna

n
anna

n
ana

n
anna

n
anna

n
anna

n
ana

+−+−+−−+−+−+−+−+−

+−+−

−+−+−−+−+−

+−+−+−+−

 
Гz

1 … Гz
6 са такива оператори, които от индекса в първата таблица 

дават 6-те части на рационалното комплексното число във втората 
таблица. Ето една подходяща конструкция  
 

( )( ) ( )( ) ( )( )22,...,)122,...,2,1.()12,1.(,,... 612
*

611
*

00611 +Γ++Γ=+=Γ kffkffjremanjremkjff NNN
z

( )( ) ( )( ) ( )( )22,...,22,...,,,..., 612
*

611
*

00612 +Γ+Γ==Γ kffkffnakjff NNN
z  

( )( ) ( )( )22,...,,,..., 611
*

0613 +Γ==Γ kffnkjff NN
z  

( )( ) ( )( ) ( )( )22,...,)122,...,2,1.()12,1.(,,..., 612
*

611
*

00614 +Γ++Γ=+=Γ kffkffjqtanjqtkjff NNN
z

( )( ) ( )( ) ( )( )22,...,22,...,,,..., 612
*

611
*

00615 +Γ+Γ==Γ kffkffnakjff NNN
z  

( )( ) ( )( ) 22,...,,,..., 611
*

0616 +Γ==Γ kffnkjff NN
z  

 
 
 
Тук qt и rem са стандартните целочислени функции за деление и 
остатък.  Използвайки твърденията в [8], може да се докаже, че тези 
функции могат да се дефинират чрез канонично ограничена 
примитивна рекурсия с ограничаваща функция умножение. Тогава 
съществуват 0-местни 2ε  изчислими оператори в F2, такива че 

( )( ) ),(, yxremyx =Γ  и ( )( ) ),(, yxqtyx =Γ . Гz
1 … Гz

6 са 2ε  изчислими 
оператори.  
 
Ще дадем конструкциите за 3

*Γ  и 4
*Γ . 
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Нека 0
**Γ е операторът от твърдение 3.6. Тогава 3

*Γ  може да се 
дефинира по следния начин  
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )kkjffГkjffГffГjkff N
z

N
z

NN ,,,...,,...,,...,,...,.,..., 616611610
**

613
* λ=Γ  

 
Ще докажем, че съществува 2ε  изчислим оператор Г*4, с исканите 
свойства. 
Следните оператори Г**

1... Г**
6 са 2ε  изчислими 

( )( ) Ο=Γ kff N611
** ,...,  

( )( ) 1,,,..., 612
** +=Γ tktuff N  ако ( )( ) 0,1,..., 613

* =+Γ ktff N  
( )( ) uktuff N =Γ ,,,..., 612

** ако ( )( ) 0,1,..., 613
* >+Γ ktff N  

( )( ) ( )( )( )2
611

*
613

** 1,...,*2,,..., +Γ=Γ kffktff NN  
( ) ( ) ( ) ( )( )NNNN ffffffCBRPff 613

**
612

**
611

**
614

** ,...,,,...,,,...,,..., ΓΓΓ=Γ  
( ) kkff N .,..., 615

** λ=Γ  
Тогава и Г*

4  
( ) ( ) ( ) ( )),...,),(,...,(,...,.,..., 615

**
613

**
614

**
614

*
NNNN ffkffffkff ΓΓΓ=Γ λ  

е 2ε  изчислим и удовлетворява исканите условия. 
 
(Пресмятането на Г*4(j) може да се опише със следния псевдо код :  
for (int j = (2n0(k)+1)2+1; j > 0; j--) { 
      if (Г*3(j)==0) break; 
} 
return j; 
 
Така доказахме теоремата. 
 
 
Теорема 1 не може да се използва директно за намиране на 
апроксимиращи функции за корен на уравнението. Наистина като 
задаваме за к монотонно нарастващи числа, можем да конструираме 
чрез тази теорема редица z1 … zn , такава че 

( ) 0 → ∞>−nnzP . За съжаление, редицата zn може да не е сходяща. В 
общия случай  P(z) има няколко корена и ако zn е приближение за един 
корен, то zn+1 може да бъде приближение за друг корен. Tакава 
конструкция няма да ни доведе до търсеното решение. 
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Ще използваме теорема 1, за да конструираме 6 оператора, 
апроксимиращи корен на полинома P(z). Преди да пристъпим към 
доказателството, че съществуват такива оператори, ще докажем 
няколко помощни твърдения. 
 

Твърдение 4.1 
За всяко положително цяло число N, за всеки полином Q от N-та степен 
с комплексни коефициенти и за всяко комплексно число z0  е вярно : 
Ако |Q(z0)| < 1 и αN=1, то |z0|≤1+NA, където A е максималната 
абсолютна стойност на коефициентите на полинома. 
 
Доказателство:  
 
Да допуснем, че | Q(z)| < 1, αN=1 и |z|>1+NA. Тогава 

( ) 11*1)(11 =≥−=−≥ −− NAzzzNAzzQ NNN   
Стигнахме до противоречие, откъдето следва, че допускането не е било 
вярно. 
 

Твърдение 4.2 
За всички неотрицателни реални числа u, v, a и b е вярно, че  
ако abuv < , то au < или bv <  
 
Доказателство:  
 
Да допуснем, че това твърдение не е вярно и au ≥ , bv ≥ . Тогава abuv ≥ , 
което е противоречие. 
 

Твърдение 4.3 
 
За всяко положително цяло число N съществуват 6N-6 2ε  изчислими 
оператори 1,61,512612111 ,,...,,..,, −− ΓΓΓΓΓΓ NN от F6N в F7, такива че ако Nff 61,...,  е 
произволно представяне на кой да е полином P(z) от N-та степен с 
коефициент 1 пред най-високата степен, то функциите  

( ) ( )tfedcbaffttfedcbafft NNN ,,,,,,),...,(.,...,,,,,,,),...,(. 611,66111 −ΓΓ λλ са представяне 
на полинома P0(z), където: 
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P(z)=P(z0)+(z- z0)P0(z). Със z0 сме обозначили  i
f

ed
c

ba
11 +

−+
+
− . 

 
Доказателство:  
 
Ще отбележим, че полиномът P0(z) е от N-1ва степен, но очевидно има 
коефициент 1 пред най-високата степен, затова и неговото представяне 
е чрез 6N-6 функции и трърдението е формулирано коректно. 
 
За различни стойности на a,b,c,d,e,f,  ще се получават различна 
стойност за z0  и различни коефициенти на P0(z). Но за дадени a,b,c,d,e,f  
функциите ( ) ( )tfedcbaffttfedcbafft NNN ,,,,,,),...,(.,...,,,,,,,),...,(. 61166111 −ΓΓ λλ  ще 
бъдат представяне на съответния полином P0(z). 
 
 
 

Нека да обозначим  ( ) ∑
−

=

=
1

0
0

N

m

m
m zzP β   , вижда се че ∑

+=

−−=
N

mq

mq
qm z

1

1
0αβ  

Представянето на qα  е от  функциите Nff 61... а на z0 дадени числа - 
fedcba ,,,,, . Тогава може да се намерят и 2ε  изчислими оператори, 

които да са представяне на mβ . 
От конструкцията можем да изведем и горна граница на абсолютните 
стойности на коефициентите на полинома ( )zP0   

 1

1

1
11 )1(maxmax −

+=

−− +<== ∑ N
N

mq

mq
qm NANAzA αβ   

 

Твърдение 4.4 
За всяко положително цяло число N  съществува 2ε  изчислим оператор 

1Γ от F6N в F0, такъв че за произволно представяне Nff 61,...,  на кой да е 
полином P(z) от N-та степен с коефициент 1 пред най-високата степен е 
вярно  

( )( ) ( ) NANANANff N
N ++−+≥Γ −1

61
1 )1(13,..., , където A е горна граница на 

абсолютните стойности на коефициентите на P(z). 
 
Доказателство:  
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Съгласно твърдение 3.7 съществува 2ε  изчислим оператор Г0 от F6N в 
F0, такъв че  ( )( ) { }1061

0 ,...,,1max,..., −>Γ NNff αα . 
Тъй като N е фиксирано число, може да се докаже, че съществува 2ε  
изчислим оператор Г1 със следните свойства : 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )N
N

NNN ffNffNffNNff 61
01

61
0

61
0

61
1 ,...,*),...,*1(,...,*13,..., Γ+Γ+Γ−+=Γ −

Вижда се, че  
( )( ) ( ) NANANANff N

N ++−+≥Γ −1
61

1 )1(13,...,  
 

Твърдение 4.5 
За всяко положително цяло число N  съществуват шест 2ε  изчислими 
оператори, които изобразяват  F6N в F1 , такива че за произволно 
представяне Nff 61,...,  на кой да е полином P(z) от N-та степен с 
коефициент 1 пред най-високата степен, за всяко неотрицателно цяло 
число к и за някое естествено число  c : ( ) NANANANc N ++−+≥ −1)1(13   (А 
е някоя горна граница на абсолютните стойности на коефициентите на 
P(z)) е вярно  
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )ck

i
kff

kffkff
kff

kffkffP
N

NN

N

NN

1
1

1,...,
,...,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611

+
≤








+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ  

 
Доказателство:  
 
Съгласно теорема 1 може да се намерят шест 2ε  изчислими оператори 

*6*2*1 ..,, ΓΓΓ , за които е вярно : 
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

61*6

61*561*4

61*3

61*261*1

+
≤








+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ
k

i
kff

kffkff
kff

kffkffP
N

NN

N

NN  

 
Съгласно твърдение 4.4 може да се намери 2ε  изчислимия оператор Г0 
от F6m в F0 такъв че : 

( ) ( ) NANANANcff N
N ++−+≥=Γ −1

61
0 )1(13,...,  

 
 
Mоже да се намери 2ε  изчислимия оператор Г1 от F6m в F1 такъв че : 
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( ) ( ) ( )NN ffkkff 61
0

61
1 ,...,*1.,..., Γ+=Γ λ  

Тогава можем да намерим 2ε  изчислими оператори 621 ..,, ΓΓΓ  
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )kffГffkГffГ

kffГffkГffГ

NNN

NNN

61
1

61*6616

61
1

61*1611

,...,,...,),...,(
...

,...,,...,),...,(

λ

λ

=

=
 

 
Тогава  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )ckckc

i
ckcff

ckcffckcff
ckcff

ckcffckcffP

i
kff

kffkff
kff

kffkffP

N

NN

N

NN

N

NN

N

NN

1
1

1
1

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

61*6

61*561*4

61*3

61*261*1

616

615614

613

612611

+
<

++
≤









++Γ

+Γ−+Γ+
++Γ

+Γ−+Γ

=







+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ

 

Теорема 2 
 
За всяко положително цяло число N съществуват 6N 2ε  изчислими 
оператори NN 6512612111 ,,...,,..,, ΓΓΓΓΓΓ от F6N в F,  такива че 
за произволно представяне Nff 61,..., на полином P(z) от  
N-та степен с коефициент 1 пред най-високата степен, за всяко цяло 
неотрицателно число k и за всяко реално число δ  е вярно : 
 

• 
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) 1
1

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611

+
≤











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
k

i
kff

kffkff
kff

kffkff
P

Nj

NjNj

Nj

NjNj

е вярно за всяко j в интервала {1..N} 
• Ако ( ) δ<zP  и  1

1k
1 <≤
+

δ , то  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

Nzi
kff

kffkff
kff

kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj

Nj
2
1

616

615614

613

612611

1
2

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

min δ<−
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ

≤≤

 
 
Доказателство:  
 
Ще извършим доказателството чрез индукция по N – степента на 
полинома.  
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a) Нека N=1. Тогава P(z)= z+ α0. Ще докажем, че съществуват 2ε  
изчислими оператори 621 ..,, ΓΓΓ  , за които е вярно : 
 

• ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611

+
≤








+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ
k

i
kff

kffkff
kff

kffkffP   

• Ако ( )    0 δα <+= zzP , където  1
1k

1 <≤
+

δ , то  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2
1

616

615614

613

612611 2
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,..., δ<−
+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ zi
kff

kffkff
kff

kffkff  

 
 
Нека да положим  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) i
kf

kfkf
kf

kfkfzk 11 6

45

3

12

+
−+

+
−=  

Тогава за всяко естествено k 
( )

1
1

0 +
≤+=

k
zzP kk α  

При ( )    0 δα <+= zzP ще имаме 

2
1

00 22
1

1)( δδαα <<
+

+≤+++≤−
k

zPzzzz kk  

 
b) Нека теоремата е вярна за N-1 и съществуват 6N-6 2ε  изчислими 
оператори F6N-6 в F1 - ip

N
ip

N
ipipipip

1,61,521612111 ,,...,,..,, −− ΓΓΓΓΓΓ  с исканите свойства. Ще 
докажем, че теоремата е вярна и за N. 
 
Това доказателство ще извършим използвайки конструкцията в [6]. 
Нека 43

1,6
43
1,5

43
21

43
61

43
21

43
11 ,,...,,..,, st

N
st

N
stststst

−− ΓΓΓΓΓΓ  са 2ε  изчислимите оператори от 
F6N в F7 на от твърдение 4.3. Нека 44stΓ  е 2ε  изчислимият оператор от 
F6N в F0 от твърение 4.4. Нека 45

6
45

2
45

1 ..,, ststst ΓΓΓ  са 2ε  изчислимите 
оператори от F6N в F1 от твърдение 4.5. 
Следните оператори са 2ε  изчислими: 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )tkffkfffftkff N
st

N
st

N
st

N
P ,,...,,...,,...,,...,,,..., 61

45
661

45
161

43
1161

1
11 ΓΓΓ=Γ  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )tkffkfffftkff N
st

N
st

N
st

N
P ,,...,,...,,...,,...,,,..., 61

45
661

45
161

43
2161

1
21 ΓΓΓ=Γ  

... 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )tkffkfffftkff N

st
N

st
N

st
NN

P
N ,,...,,...,,...,,...,,,..., 61

45
661

45
161

43
1,661

1
1,6 ΓΓΓ=Γ −−  
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( )( ) ( )( )kffkff N
st

N 61
45

16111 ,...,,..., Γ=Γ  
... 

( )( ) ( )( )kffkff N
st

N 61
45

66161 ,...,,..., Γ=Γ  
Съгласно твърдението за суперпозиция следните 6N-6 оператори са 2ε  
изчислими  
 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )mtkffttkfftkmff N
P
NN

Pip
N ,,...,.,...,,,...,.,,..., 61

1
1661

1
11116112

*
−ΓΓΓ=Γ λλ

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )),,...,.,...,,,...,.,,..., 61
1
1661

1
11216122

* mtkffttkfftkmff N
P
NN

Pip
N −ΓΓΓ=Γ λλ  

... 
( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )mtkffttkfftkmff N

P
NN

Pip
NNN ,,...,.,...,,,...,.,,..., 61

1
1661

1
111,6616

*
−− ΓΓΓ=Γ λλ  

Приложили сме твърдението за l=1 и r=6N. 
 
Тогава следните 6N-6 оператори са 2ε  изчислими  
 

( )( ) ( ) ( )( )( )kkffffkff N
st

NN ),1(*,...,,...,,..., 61
44

61
*
126112 +ΓΓ=Γ

( )( ) ( ) ( )( )( )kkffffkff N
st

NN ),1(*,...,,...,,..., 61
44

61
*
226122 +ΓΓ=Γ  

... 
( )( ) ( ) ( )( )( )kkffffkff N

st
NNNN ),1(*,...,,...,,..., 61

44
61

*
6616 +ΓΓ=Γ  

 
Ще докажем, че така дефинираните 2ε  изчислими оператори  

NN 6512612111 ,,...,,..,, ΓΓΓΓΓΓ  удовлетворяват условията. За произволно k и j от 
1 до N  нека да оценим  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) 











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611  

 
За j=1 тази стойност е  ограничена от 

( ) 1
1

1
1

+
≤

+ kck
 съгласно твърдение 

4.5. Ще докажем, че това число е ограничено и при j >1. 
Нека за краткост да означим   

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) i

kff
kffkff

kff
kffkffz

N
st

N
st

N
st

N
st

N
st

N
st

k 1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

61
45

6

61
45

561
45

4

61
45

3

61
45

261
45

1

+Γ
Γ−Γ+

+Γ
Γ−Γ=  

, редицата ( )( ) ( )( )kffkff N
st

N
st

61
45

661
45

1 ,...,,...,..., ΓΓ  със 
__

kz  а пък 
( )( )N

st ff 61
44 ,...Γ  ще обозначим със c  
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Съгласно твърдение 4.3 следните 6N-6 функции  :  

( )( ) ( )( )tkffttkfft N
P

NN
P ,,.......,,.... 61

1
1,661

1
11 −ΓΓ λλ  

са представяне на полинома Pk(z), където: 
P(z)=P(zк)+(z- zк)Pk(z) 
и за всяко 1..1 −∈ Ni и за произволно t ще е вярно, че 

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,,...,

,,...,,,...,
1

61
1

3

61
1

261
1

1

+
<−

+Γ
Γ−Γ

− ttkff
tkfftkff

ri
N

P
i

N
P
iN

P
i α  и 

( )( ) ( )( )
( )( ) 1

1
1,,...,

,,...,,,...,
1

61
1

6

61
1

561
1

4

+
<−

+Γ
Γ−Γ

− ttkff
tkfftkff

ci
N

P
i

N
P
iN

P
i α  където iα е коефициент от 

Pk(z) 
 
Понеже полиномът  P(z) е с коефициент 1 пред най-високата степен, то 
тогава и всеки полином Pk(z) ще има също коефициент 1 пред най-
високата степен. Можем да приложим индукционното предположение 
за ip

N
ip
N

ipipipip
161521612111 ,,...,,..,, −− ΓΓΓΓΓΓ  и Pk(z).Тогава съгласно дефиницията на 

NN 6512 ,,..., ΓΓΓ  следните твърдения ще са верни: 
 

• 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) )1(
1

1)1(
1

1)1(*,...,
1

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

61
44

616

615614

613

612611

+
<

++
=

++Γ

≤










+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ

kckckff

i
kff

kffkff
kff

kffkff
P

N
st

Nj

NjNj

Nj

NjNj
k

 
е вярно за всяко j в интервала {2..N} 
• Ако ( ) δ<zPk  и ( )( )  1

1)1(*
1

1)1(*,...,
1 

61
44 <≤

++
=

++Γ
δ

kckff N
st , то  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

12
1

616

615614

613

612611

2
2

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

min −<−
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ

≤≤

Nzi
kff

kffkff
kff

kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj

Nj
δ

Понеже P(z)=P(zк)+(z- zк)Pk(z) можем да оценим за j >1: 
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ≤











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611  
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( ) +kzP

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) *

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611
k

Nj

NjNj

Nj

NjNj zi
kff

kffkff
kff

kffkff
−











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
 

 
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ≤










+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj
k 1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611  

( ) +kzP
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) *
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611












+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) +











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj
k 1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611  

 

*kz
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) 










+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj
k 1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611  

 
 
От твърдение 4.5 следва, че ( ) ( )ck

zP k 1
1
+

≤   От тук, съгласно твърдение 

4.1,  NAzk +≤1 . Както видяхме от индукционното предположение, 
следва, че 
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )ck

i
kff

kffkff
kff

kffkff
P

Nj

NjNj

Nj

NjNj
k 1

1
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,

616

615614

613

612611

+
<











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ

 
Съгласно твърдение 4.1 за полинома ( )zPk  следва, че  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) 1

616

615614

613

612611 11
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,
ANi

kff
kffkff

kff
kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj −+≤
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ

 
където А1 е горната граница на коефициентите на ( )zPk .Съгласно 
наблюдението в твърдение 4.3 за горната граница : 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1

616

615614

613

612611 )1()1(1
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,..., −+−+≤
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ N

Nj

NjNj

Nj

NjNj NANANi
kff

kffkff
kff

kffkff

 
Тогава можем да продължим оценката  
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( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ≤











+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
i

kff
kffkff

kff
kffkff

P
Nj

NjNj

Nj

NjNj

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1

11
1

1
)1()1(1

1
1 1

+
=

+
=

+
++

+
+−++

+
≤

−

kck
c

ck
NA

ck
NANAN

ck

N
 

 
 
 
Ще докажем втората част от теоремата. 
 
Да допуснем, че за дадено к : ( )  δ<zP и  1

1k
1 <≤
+

δ . Тогава от 

P(z)=P(zк)+(z- zк)Pk(z). 
можем да получим 

( ) ( ) ( ) ( )  2
1
1)( δδ <
+

+<+≤−
ck

zPzPzPzz kkk  

 

Тъй като  *22 2
11

2
1

NN −
= δδδ , съгласно твърдение 4.2, са възможни 2 случая 

:  

1) ( )  2 2
1
N

kzz δ<− -  
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )  2
1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,..., 2
1

6161

61516141

6131

61216111 Nzi
kff

kffkff
kff

kffkff

N

NN

N

NN δ<−
+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ  

или   

2)  )( 2
11 NzPk

−
< δ  

Но ( )  1
1

1
11

1 2
11

<<<
+

<
++

− N

kck
δδ Можем да приложим индукционното 

предположение за  2
11 N−

δ , тогава 
 
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

NNNNNN

zi
kff

kffkff
kff

kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj

Nj

2
1

2
1*

2
1

2
1

2
11

2
11

616

615614

613

612611

2

222 2

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

min

1112

1

δδδδ =<=










<−
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ

−−− 





 −−

≤≤

 

 
Който и от двата случая 1) или 2) е верен, се вижда, че : 
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( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

Nzi
kff

kffkff
kff

kffkff

Nj

NjNj

Nj

NjNj

Nj
2
1

616

615614

613

612611

1
2

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

min δ<−
+Γ

Γ−Γ
+

+Γ
Γ−Γ

≤≤

 
Така доказахме теорема 2. 
 
 

Твърдение 4.6 
Нека N е дадена положително цяло число и нека *

6
*

2
*
1 ..,, ΓΓΓ  са 2ε  

изчислими оператори от FN в F. 
Ще положим със ),...,( 1 Nk ffz  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

i
kff

kffkff
kff

kffkffffz
N

NN

N

NN
Nk 1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,),...,(
1

*
6

1
*

51
*

4

1
*

3

1
*

21
*
1

1 +Γ
Γ−Γ+

+Γ
Γ−Γ=  

 
 
Нека Q е някое подмножество на FN  и нека Г  е 2ε  изчислим оператор 
от FN в F , такъв че за всеки избор на N-ka от функции Nff ,...,1 , 
принадлежаща на даденото множество Q, и за всички положителни 
цели числа n, p и q , такива че ( )( )nffp N,...1Γ>  и ( )( )nffq N,...1Γ> , е вярно 

1
1),...,(),...,( 11 +

<−
n

ffzffz NqNp  

Тогава за произволнa N-торка от функции Nff ,...,1  принадлежаща на 
даденото множество Q редицата  

)...,...,()....,...,( 110 NkN ffzffz    
е сходяща и съществуват шест 2ε  изчислими оператори  

621 ..,, ΓΓΓ  от FN в F, които преобразуват всяка N-рка от Q  в границата на 
съответната редица. 
 
Доказателство: 
Съгласно критерия на Коши редицата е сходяща. Ще намерим 621 ..,, ΓΓΓ , 
които да са представяне на границата на редицата. Нека с ),...,( 1lim Nffz  
да означим границата на редицата. 
 
Следните шест 2ε  изчислими оператори удовлетворяват условието на 
твърдението:  

( ) ( ) ( )( )( )11,...,,...,)(,..., 11
*
111 ++ΓΓ=Γ nffffnff NNN  

... 
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( ) ( ) ( )( )( )11,...,,...,)(,..., 11
*

616 ++ΓΓ=Γ nffffnff NNN  
 
Ще докажем, че за произволни функции Nff ,...,1  от Q е вярно 

( )( ) 1
1),...,(),...,( 111,...,1lim 1 +

<− ++Γ n
ffzffz NnffN N

. 

За всяко естествено число n при ( )( ) 11,...,1 ++Γ= nffq N  ще имаме 
неравенството  

2
1),...,(),...,( 11 +

<−
n

ffzffz NqNp  при всяко цяло число p>q. 

 
Като извършим граничен преход в него при фиксирано n, оставяйки p 
да клони към безкрайност, получаваме 

1
1

2
1),...,(),...,( 11lim +

<
+

≤−
nn

ffzffz NqN  

Теорема  3 
За всяко полoжително цяло число N съществуват шест 2ε  изчислими 
оператори, преобразуващи кое да е представяне на кой да е полином P 
от N-та степен с коефициент 1 пред най-високата степен в 
компонентите в някое представяне на негов корен. 
 
Доказателство : 
Нека Nff 61,..., е произволно представяне на кой да е полином P(z) с 
коефициент 1 пред най-високата степен. Ще докажем тази теорема като 
построим редица от комплексни числа и ще приложим свойствата от 
твърдение 4.6. Ще конструираме редицата по следния начин : ще 
намерим z0, като вземем първите шест оператори от теорема 2 при k=0. 
Нека сме намерили zt , тогава ще генерираме N точки ( ) ( )Ntt zz 111 ,..., ++  , като 
приложим теорема 2  при  

( ) 12
12 −+=

+N

tk  и 
( ) 121

1
+

+
= N

t
δ . За  1+tz  ще вземем първото ( )qtz 1+ , за което e 

вярно ( )2)1( 1
2

+
<−+ t

zz tqt , като ще докажем, че съществува поне един 

такъв индекс.   
 
 



 42

Нека 2
6

2
5

2
12

2
61

2
21

2
11 ,,...,,,...,, th

N
th
N

thththth ΓΓΓΓΓΓ са 2ε  изчислимите оператори от F6N в F  
от теорема 2. Нека за краткост да означим с ( )( )kff Nj 61,...ς  комплексното 
число  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) i

kff
kffkff

kff
kffkff

N
th

j

N
th

jN
th

j

N
th

j

N
th

jN
th
j

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

61
2

6

61
2

561
2

4

61
2

3

61
2

261
2

1

+Γ
Γ−Γ

+
+Γ

Γ−Γ
.  

 
Следните 6 оператори от F6N в F2  са 2ε  изчислими : 
 

( )( ) ( )( )kffqkff N
th
qN

cd
61

2
1611 ,...,,,..., Γ=Γ  ,ако q е някое от числата N,...,1  

( )( ) 0,,..., 611 =Γ qkff N
cd  в противен случай. 

… 
( )( ) ( )( )kffqkff N

th
qN

cd
61

2
6616 ,...,,,..., Γ=Γ  ,ако q е някое от числата N,...,1  

( )( ) 0,,..., 616 =Γ qkff N
cd  в противен случай. 

 
Вижда се, че  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )kffi

qkff
qkffqkff

qkff
qkffqkff

Nq
N

cd
N

cd
N

cd

N
cd

N
cd

N
cd

61
616

615614

613

612611 ,...
1,,...,

,,...,,,...,
1,,...,

,,...,,,..., ς=
+Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ

 
 
за },...,1{ Nq ∈ . Ще построим редицата по следния рекурсивен начин.  
Ако сме намерили вече zt , то за zt+1 ще вземем ( ) ( )( )12,...,

12
61 −+

+N

tff Njς , 

където j e първото такова число, че ( ) ( )( )
( )2

2
61 1

212,...,
1

+
<−−+

+

t
ztff tNj

N

ς .  

 
Ще намерим recΓ - 2ε  изчислим оператор от F6N в F, такъв че, по всяко t, 
да пресметне необходимото q от множеството },...,1{ N , такова че 

( ) ( )( )11,...,
12

61 −+=
+N

tffz Nqt ς  
 
 
Ще дефинираме recΓ  чрез канонично ограничена примитивна рекурсия. 
Следните оператори са 2ε  изчислими  
 

( )( ) 1,..., 610 =Γ N
rec ff  
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( )( ) 1,..., 612 +=Γ Ntff N
rec  

 
При дадени q и t, ако q е някое от числата N,...,1  и за някое j от числата 

1,...,1 −N  е изпълнено неравенството  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )2

2
61

2
61 1

212,...,11,...,
11

+
<−+−−+

++

t
tfftff

NN

NjNq ςς , то ( )( )tqff N
rec ,,... 611Γ  

е най-малкото такова j, а в противен случай ( )( ) Ntqff N
rec =Γ ,,..., 611 . 

 
Неравенството ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )2
2

61
2

61 1
212,...,,11,...,

11

+
<−+−−+

++

t
tffqtff

NN

NjNq ςς  е 

еквивалентно с 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

2
2

61
2

61 1
212,...,,11,...,

11










+
<−+−−+

++

t
tffqtff

NN

NjNq ςς  и лесно може 

да се намери 2ε  изчислим оператор, който да сравни N-1 пъти две 
рационални числа. Така rec

1Γ  е 2ε  изчислим.  
 
Тогава recΓ  е 2ε  изчислим оператор от от F6N в F, където  

( ) ( ) ( )( )N
rec

N
rec

N
rec

N
rec ffffffCBPRff 61261161061 ,...,,,...,,,...,),...,( ΓΓΓ=Γ  

 
Следните шест оператори от F6N в F са 2ε  изчислими  : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )tfftfftff N
rec

N
cd

N

N

61
2

611611 ,...,,11,...,,...,
1

Γ−+Γ=Γ
+

 
.... 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )tfftfftff N
rec

N
cd

N

N

61
2

616616 ,...,,11,...,,...,
1

Γ−+Γ=Γ
+

 
 
Нека да разгледаме редицата  
 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

i
ff

ffff
ff

ffff

N

NN

N

NN

11,...,
1,...,1,...,

11,...,
1,...,1,...,

616

615614

613

612611

+Γ
Γ−Γ+

+Γ
Γ−Γ  , ..., 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) i

kff
kffkff

kff
kffkff

N

NN

N

NN

1,...,
,...,,...,

1,...,
,...,,...,

616

615614

613

612611

+Γ
Γ−Γ+

+Γ
Γ−Γ ,... 

Ще докажем че за произволни Nff 61 ,..., , които са представяне на  
на кой да е полином P(z) с коефициент 1 пред най-високата степен, 
редицата е сходяща и границата и е корен на полинома P. 
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За краткост нека означаваме 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) i

kff
kffkff

kff
kffkffffz

N

NN

N

NN
Nk 1,...,

,...,,...,
1,...,

,...,,...,,...,
616

615614

613

612611
61 +Γ

Γ−Γ+
+Γ

Γ−Γ=

 
 
 
Съгласно конструкцията ( )( ) }..1{,,..., 611 Ntqff N

rec ∈Γ , за произволни 
естествени числа q и t. Тогава ( )( ) ( )( ) 1,...,,,..., 612611 +=Γ<Γ Ntfftqff N

rec
N

rec  .  

Aко 0>t , то ( )( ) ( ) ( )( )( ) }..1{1,1,...,,...,,..., 6161161 Nttfffftff N
rec

N
rec

N
rec ∈−−ΓΓ=Γ .  

Aко 0=t , то ( )( ) 1,..., 61 =Γ tff N
rec .  

 
Нека да обозначим ( )( )tff N

rec
61,...,Γ  със j. Тогава }..1{ Nj ∈  и  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11,...,,11,...,,...,
11 2

61
2

1
2

611611 −+Γ=−+Γ=Γ
++ NN

tffjtfftff N
th
jN

cd
N  

... 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11,...,,11,...,,...,

11 2
61

2
6

2
616616 −+Γ=−+Γ=Γ

++ NN

tffjtfftff N
th

jN
cd

N  
 
Нека да оценим ( )( )Nt ffzP 61,..., . Съгласно построението на Г1, ..., Г6   
 

( )( ) =Nt ffzP 61,...,  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) |)
111,...,

11,...,11,...,

111,...,

11,...,11,...,
(|

1

11

1

11

2
61

2
6

2
61

2
5

2
61

2
4

2
61

2
3

2
61

2
2

2
61

2
1

i
tff

tfftff

tff

tfftff
P

N

NN

N

NN

N
th

j

N
th

jN
th

j

N
th

j

N
th

jN
th
j

+−+Γ

−+Γ−−+Γ

+
+−+Γ

−+Γ−−+Γ

+

++

+

++

 

Тогава, съгласно първата подточка от теорема 2, 
( )( )

( ) 1261
1
1,..., +

+
≤ N

t
ffzP Nt . Оттук редицата ( )( )Nt ffzP 61,...,  е сходяща и 

клони към 0. Ако съществува ( )Ntt
ffz 61,...,lim

∞→
, то  

 
( )( ) ( )( ) 0,...,lim,...,lim 6161 ==

→∞→∞ NttNtt
ffzPffzP  

Ако има граница на редицата ( )Nffz 611 ,..., ,..., ( )Nt ffz 61 ,..., ,... то тя ще е 
корен на полинома.  
 



 45

Ще докажем чрез твърдение 4.6, че граница съществува и могат да се 
намерят 2ε  изчислими оператори, които са нейно представяне. За да 
приложим твърдение 4.6 трябва да намерим 2ε  изчислим оператор Г  от 
F6N в F , такъв че да е вярно следното условие : 
Ако ( )( )tffp N61,...,Γ>  и ( )( )tffq N61 ,...,Γ>  то ( ) ( )

1
1,...,,..., 6161 +

<−
t

ffzffz NqNp  

 
Нека да оценим  ( ) ( )NtNt ffzffz 61161 ,...,,..., +−  за 0>t . От доказаното преди 

малко може да се види, че ( )( )
( ) 12611

2
1,..., +

+
≤+ N

t
ffzP Nt . Но 

( ) ( )
1

1
1

2
1

11 22
<

+
<

+
++ NN

tt
, тогава съгласно втората част на теорема 2  

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )2

2
1

21
2

611 1
2

1
12,...,12,...,min 1

1

+
=











+
<−−+ +

+

≤≤ tt
ffztff

N

N

N

NtNjNj
ς  

 
Приложили сме твърдението за ( ) 12

12 −+=
+N

tk ,
( ) 121

1
+

+
= N

t
δ  

 
Ще докажем, че zt+1 е такова, че : 

( ) ( )
( )261611 1

2,...,,...,
+

<−+ t
ffzffz NtNt  

Нека ( )( ) utff N
rec =Γ 61,..., , ( )( ) vtff N

rec =+Γ 1,..., 61  
 
Kaкто видяхме по-рано }..1{, Nvu ∈ . Тогава съгласно направените 
дефиниции: 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) =

++Γ−+Γ

+Γ−+Γ−+Γ−+Γ

+
++Γ−+Γ

+Γ−+Γ−+Γ−+Γ

=
++Γ

+Γ−+Γ+
++Γ

+Γ−+Γ=

+

++

+

++

+

i
tfftff

tfftfftfftff

tfftff

tfftfftfftff

i
tff

tfftff
tff

tfftffffz

N
rec

N
cd

N
rec

N
cd

N
rec

N
cd

N
rec

N
cd

N
rec

N
cd

N
rec

N
cd

N

NN

N

NN
Nt

N

NN

N

NN

11,...,,12,...,

1,...,,12,...,1,...,,12,...,

11,...,,12,...,

1,...,12,...,1,...,,12,...,

11,...,
1,...,1,...,

11,...,
1,...,1,...,,...,

61
2

616

61
2

61561
2

614

61
2

613

61
2

61261
2

611

616

615614

613

612611
611

1

11

1

11
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )12,...,

112,...,
12,...,12,...,

112,...
12,...,12,...,

1

1

11

1

11

2
612

61
2

6

2
61

2
5

2
61

2
4

2
61

2
3

2
61

2
2

2
61

2
1

−+=
+−+Γ

−+Γ−−+Γ

+
+−+Γ

−+Γ−−+Γ

+

+

++

+

++

N

N

NN

N

NN

tffi
tff

tfftff

tff
tfftff

Nv

N
th

v

N
th

vN
th

v

N
th

v

N
th

vN
th

v

ς

 
Аналогично  

( ) ( ) ( )( )11,...,,...,
12

6161 −+=
+N

tffffz NuNt ς  

 
От дефиницията на recΓ   се вижда, че след като ( )( ) vtff N

rec =+Γ 1,..., 61  то : 
( )( ) ( )( ) vtufftff N

rec
N

rec =Γ=+Γ ,,...,1,..., 61161  
 
Както видяхме от прилагането на теорема 2 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )2

2
61

2
611 1

212,...11,...min
11

+
<−+−−+

++

≤≤ t
tfftff

NN

NjNuNj
ςς  

От дефиницията на rec
1Γ  следва, че 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )2

2
61

2
61 1

212,...,11,...,
11

+
<−+−−+

++

t
tfftff

NN

NvNu ςς ,  

 
Тогава 

( ) ( )
( )261611 1

2,...,,...,
+

<−+ t
ffzffz NtNt   

 
Нека ( )( ) 22,..., 61 +=Γ nnff N , ще докажем,  че за всички естествени числа 

n,p и q е вярно , че ( ) ( )
1

1,...,,..., 6161 +
<−

n
ffzffz NqNp  , ако 

( )( )nffqp N61 ,...,, Γ>  
Нека за определеност qp > , а ( )( ) 061,..., nnff N =Γ . Тогава  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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222

112
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1
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1
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1
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1
1...12

,...,,...,...,...,,...,,...,,...,

0

22

61611611616161

+
=

+
=<<
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=
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+
++<

−++−≤− +−

nnnq

pqqqppqqppqp

ffzffzffzffzffzffz NqNqNpNpNqNp

 
 
Съгласно твърдение 4.6 съществуват шест 2ε  изчислими оператори 

621 ..,, ΓΓΓ  от FN в F, които са представяне на корен на уравнението. 
 
Използвайки тази теорема, ще докажем две лесни следствия. 
 

Твърдение 4.7 
За всяко положително цяло число N има такива 6N на брой 2ε -
изчислими оператори от F6N в F, че винаги, когато   

Nff 61,..., е произволно представяне на кой да е полином ( )zP  от степен N 
с коефициент 1 пред най-високата степен, последователните 6-ки от 
тези оператори преобразуват Nff 61,...,  в представяне на комплексни 
числа Nzz ,...,1  със свойството ( ) ( ) ( )NzzzzzP −−= ...1  за всяко z 
 
Доказателство : 
Ще докажем това твърдение с индукция по N. При N=1 можем 
директно да решим уравнението. Да допуснем, че е вярно за N,  ще го 
докажем за N+1.  
Нека P(z)= zN+1 + αNzN + …+ α0 с представяне  661,..., +Nff  
Съгласно теорема 3 съществуват шест 2ε  изчислими оператори 

1
6

1
1 ,..., ++ ΓΓ NN , които преобразуват някое представяне на полинома P(z) в 

1+Nz  - някое представяне на корена. 
Нека да разгледаме полинома P0(z),  получен чрез 
P(z)=(z- zN+1)P0(z) 
 
Полиномът P0(z) е от N-та степен и има коефициент 1 пред най-

високата степен. Нека да обозначим полинома с ( ) ∑
=

=
N

m

m
m zzP

0
0 β . Вижда 

се, че ∑
+

+=

−−
+=

1

1

1
1

N

mq

mq
Nqm zαβ . Съгласно твърденията за умножение и 
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събиране  съществуват 2ε -изчислими оператори, които преобразуват 
661,..., +Nff  в някое представяне Ngg 61,...,  на полинома P0(z). Съгласно 

твърдението за суперпозиция и индукционното предположение има  
2ε -изчислими оператори от F6N в F, такива че N

6
1
1 ,...,ΓΓ са представяне на 

комплексните числа Nzz ,...,1  със свойството ( ) ( ) ( )NzzzzzP −−= ...10  за всяко 
z.  
 

Твърдение 4.8 
Ако ( )zP  е полином с коефициент 1 пред най-високата степен и с 
представяне, съставено от функции от класа 2ε , то и всеки от корените 
на ( )zP  има представяне, съставено от такива функции.  
 
Доказателство : 
Лесно може да се провери с индукция по построението на произволен 

2ε  изчислим Г, че ако Nff 61,...,  са от класа 2ε , то и ( )Nff 61,...,Γ  е в този 
клас. Тогава, съгласно предното твърдение, всеки от корените има 
представяне, съставено от функции в 2ε . Това твърдение представлява 
усилване на резултата, доказан в [5], тъй като представлява 
конструктивен начин на намиране на представянето. 
 

5. Анализ на резултата 

Доказаният резултат представлява конструктивно намиране с много 
нисък клас на изчислимост на корен на полином с комплексни 
коефициенти. При фиксирано N, алгоритъмът има полиномиална 
оценка за временна сложнност заради употребата на 2ε  изчислими 
оператори. За съжаление броят на оценяванията, които трябва да се 
извършат, е прекалено голям за практическо изчисление.  Например, за 
да се намери корен полинома  P(z)= z6 -10 с точност 1/100, е 
необходимо в най-лошия случай според теорема 1 да се оцени 
стойността на полинома в  близо   5*10143  точки. Това число се 
получава от редицата ( )2

0 1221 ,...,,
+n

zzz , която построихме в теорема 1. Тyк 
n0=215C7,3

310 3300 212023. За да се извърши индуктивната конструкция в 
теорема 2, за всяка от N-те стъпки умножаваме необходимата точност 
поне с АN. Taka, за да приложим теорема 1 на последната стъпка, ще е 
необходимо да се работи  с k по-голямo от 1036 , което ще доведе до 
още по-голямо нарастване на броя на необходимите операции. 
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